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2.1.1 Lei de Coulomb

A eletrostatica lida com a interag@o entre particulas carregadas em repouso € com a analise
de campos produzidos por distribuigdes de cargas em repouso. A carga elétrica ¢ uma grandeza
fundamental, tal como, por exemplo, a massa, o comprimento ¢ o tempo. Experimentos
demonstraram que cargas elétricas satisfazem as seguintes propriedades:

Existem dois tipos de carga na natureza, que diferem na forma com que interagem.

Cargas do mesmo tipo se repelem, e cargas de tipos distintos se atraem.

e  Para representar-se o tipo de interagdo entre cargas, atribui-se o sinal positivo para cargas de
um tipo, e o negativo para cargas pertencentes ao segundo tipo.

® A carga ¢ quantizada, e o quantum de carga elétrica corresponde a carga de um eletron e vale

1,60 x10™'° Coulombs. O Coulomb ¢ a unidade de carga no Sistema Internacional (SI) de
unidades.

® A carga total em um sistema isolado é conservada. Por sistema isolado nesse caso, subtende-se
aquele que bloqueie a entrada ou saida de matéria mas que seja susceptivel a penetragdo ou
emissdo de radiacao eletromagnética.

e Historicamente, foi atribuido o sinal negativo a carga do eletron.
5 Coulomb em 1785 realizando
X, T uma série de experimentos com uma
9, / £7) balanga de tor¢do de alta precisdo,
determinou que a forga entre objetos
puntiformes carregados era

inversamente proporcional ao quadrado

da distancia e proporcional ao produto
—= das cargas. Por objetos puntiformes
entendem-se aqueles cujas dimensdes
tipicas sejam pequenas comparadas com
a distancia de separacdo. Foi também
observado que a linha de acdo da forca
era dirigida ao longo da linha de
Fig21 Disposicio geométrica de cargas  Scparagdo entre cargas. Com base na
Fig. 2.1, a relagcdo matematica obtida por
Coulomb pode ser posta na forma
vetorial

elétricas para o calcule da forca eletrostatica
expressa pela Eq.{2. 1)

= 1 q192 57
Fa = A=
12 A1e |jf2 —}E’l |3 ( 2 1) on

onde € ¢ a permissividade elétrica do vacuo e g; € g, sdo os valores das cargas localizadas nos

™ ™ 12 -2 2
pontos <1 e 2, respectivamente. Em unidades SI, &1 = 8.854 %1072 C= {{MNm™) = Na notacio da

Eq.(2.1), o termo 12 representa a forca sobre a carga ¢, devido a g, , que sera repulsiva ou
atrativa, se o produto das cargas for positivo ou negativo, respectivamente.
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Um outro resultado importante obtido de observagdes experimentais ¢ que a forga
eletrostatica obedece ao principio da superposicdo, i.e., a forca total sobre uma carga de teste,
produzida por um conjunto de cargas puntiformes, pode ser obtida somando-se vetorialmente a
forca de cada carga individual, na auséncia das demais. Conseqiientemente, para a situacao
ilustrada na Fig.2.2, a forca total sobre a carga g, devido ao conjunto de cargas ¢; pode ser obtida

de,

2.2)

>
_}
F

Nl

Fig.2.2 Geometria para o célculo da forca total produzida por um conjunto de N cargas sobre uma
carga de teste g,.

2.1.2 Campo eletrostatico
Conceituacao do campo eletrostatico

Observa-se que uma carga elétrica produz uma regido de influéncia ao seu redor. O efeito
pode ser sentido por outro objeto carregado posicionado nas imediagdes da carga. Este transmissor
de efeito, que faz-se presente no espago, a partir da existéncia de uma particula carregada, ¢
denominado de campo eletrostdtico.

A caracterizagdo do campo eletrostatico produzido por um conjunto de cargas elétricas,
pode ser feita colocando-se uma carga de teste g, na regido de campo, e medindo-se a forga elétrica

F produzida sobre g,. A magnitude da carga de teste deve ser pequena de forma a ndo perturbar o

campo originalmente presente. A partir dessa medi¢do, o campo eletrostatico pode ser definido pela
relagdo

R
gy (2.3)

E=

De acordo com essa defini¢cdo, o campo eletrostatico ¢ independente da existéncia de uma
carga no ponto de observagdo, sendo medido, no sistema SI, em unidades de Newton/Coulomb.
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Por exemplo, uma carga
puntiforme positiva produz um
campo elétrico radial conforme
ilustrado na  Fig.2.3. A
dependéncia espacial do campo
elétrico nessa situagdo, ¢ mais
convenientemente obtida,
admitindo-se um sistema de
coordenadas tendo como origem
a posicao da carga puntiforme.
) Nesse sistema, o vetor campo
elétrico observado no ponto de
coordenadas (R,0, ¢), ¢ dado por

F 1

v

Fig 25 Linhas de campo produzidas por uma carga

t1if) -

puntiforme F._ ¢ iy
dneg R

(2.4)

Como mostra a Eq.(2.4), o vetor campo elétrico de uma carga puntiforme ¢ radial, o que

caracteriza a natureza central da forga eletrostatica, sendo dependente apenas do inverso do
quadrado da distancia.

A generalizagdo da Eq.(2.3) para o campo produzido por um conjunto de cargas discretas €
obtida diretamente da expressdo para a forga eletrostatica dada pela Eq.(2.2), resultando em

2.5)
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Linhas de campo

Considere-se a existéncia no espago de uma distribui¢do de cargas que produz um campo
elétrico. Se uma carga de teste positiva fosse colocada em um determinado ponto dessa regido,
sofreria uma aceleracdo que, em cada ponto da trajetdria, teria mesma dire¢do e sentido do vetor
forga elétrica, e por conseguinte do vetor campo elétrico sobre a carga de teste. Uma linha de
campo ¢ uma curva que fornece, em cada ponto, a dire¢do inicial da trajetoria que seria descrita
por uma carga de teste inicialmente em repouso. E importante salientar que a linha de campo assim
definida nao corresponde a trajetoria completa que seria seguida pela carga de teste uma vez que
esta deve estar inicialmente em repouso € nao em movimento, de acordo com a definigao.

Para uma dada distribuicdo de campo elétrico, equagdes para as linhas de campo podem ser
obtidas fazendo-se as correspondéncias apropriadas entre as componentes do campo e as
coordenadas. Considere-se por exemplo o tracado de linhas em um plano, com o campo
decomposto em uma base ortonormal do tipo
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De acordo com a defini¢do de linha de campo, o vetor campo elétrico deve ser tangente a
curva correspondente em cada ponto. Sendo dl; e dl, os comprimentos diferenciais ao longo das

diregdes 1 e 2, respectivamente, a equagdo da linha de campo tem de satisfazer a relagao
dly By
dy B (2.6)
Conhecendo-se a dependéncia espacial das componentes do campo, pode-se resolver a
equacao diferencial expressa pela Eq.(2.6) para obtengdo da equacdo da linha que passa por um
dado ponto do espaco. Se uma solugao analitica da Eq.(2.6) ndo puder ser obtida, recorrem-se a

métodos numéricos de solugdo. Com a difusdo de sofiwares de computagdo matematica
compativeis com o sistema operacional Microsoft Windows™, tais como Mathcad, Matematicag, €

Matlab®, o calculo e tragado de linhas de campo pode ser prontamente programado.

P Exemplo 2.1. Tracado de linhas de campo
utilizando Mathcadg
f=r@ ) Considere-se como exemplo o tragado
das linhas de campo de um par de cargas de
-~ b -~ X sinais opostos, conforme ilustrado na Fig.2.4.
+ — * Em um ponto do plano xy definido pelo vetor
posi¢do, < = #d | o vetor campo elétrico ¢é
obtido da soma vetorial,
= X +da X-da
Fig 2.4 Geometria para a determinacio das E= 2 cl — 13 - 2 7 — x3
linhas de campo do dipdle elétrico. 5 |X+iffix| T |X—ﬂffix|

Utilizando-se a transposta da matriz de transformagio dada pela Eq.(1.8), o vetor x &
posto na forma,

d, =cosdd, —senddy
resultando em

5.4 (r+d cosd)d, —d sen ddy, g [r—d cosd)d, +d sen iy
- | 12
g [rz +d” +2rd cos ¢)3 4mey [rz +d® —2rd cos ¢)3

donde,

3 9 i 9 3 i
A, 1 c:os¢|+i[r +df —2:r"|:;t'|::c::usd,'3)3 —{r +d +2m€'cos¢)3

£¢ setl ¢ d [rz +d2—2rdcos¢)3m+(r2+cf2 —2rd cosd,‘))zu

Utilizando-se a Eq.(2.6), com dl,=dr, dl,=rd¢ , resulta em
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F (rz +d? - 2rd cosdp)zu - [rz +d? +2rd cos dp)m

dr 1
—=- cosd+—
bl sen g

Dado um valor inicial r; para a fungdo 7 valores subseqiientes podem ser obtidos para

pequenos incrementos d¢, a partir da aproximacao de Taylor,

fid =ht d,{ﬁ]
b ).

onde os valores do primeiro membro sdo calculados iterativamente a partir de um dado valor
inicial.. A Fig.2.5 ilustra algumas linhas de campo calculadas com o emprego do aplicativo
Mathcadg cujo codigo estd mostrado no Quadro 2.1. Nesse calculo, utilizou-se d = 1 e 400
pontos de iteragdo. Cinco linhas de campo no semi-plano y > 0 foram geradas no intervalo 5° < ¢
< 175°, a partir de valores iniciais, ¢ =5°, r = 0.75, 0.85, 0.95, 1.05, 1.15, respectivamente. Linhas

de campo no semi-plano y <0 sdo simétricas com respeito ao €ixo x.

ks | I 1 1 ] L 1 1

. — = /‘ ‘._":'\-; -
.-'"'f' ¢ \‘\\. \\‘\
¢
L -~ T, \ ey, -
| -~ ! RS
e I{" "‘-\,_\._ o

T
o
1

=1% =1 =05 0 a5 l L] F

Fig.2.5 Linhas de campo para o dipdlo elétrico
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Quadro 2.1 Codigo Mathcad correspondente ao Exemplo 2.1

d {rz +d? - 2rd cosd,‘))zu + (rz +d? —2rd cos ¢)3I2

Tragado de linhas de campo para o dipdlo elétrico
copyright by Eduardo Fontana, 1994

Mathcad

d:==1

N :=400 Numero de pontos

k:=0..4 Subscrito utilizado para denotar 5 pontos iniciais distintos

i:=1.N+I1 Subscrito utilizado para calcular N pares de coordenadas
]

00 := TE0. ¢ Valor inicial do azimute
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01 :=n-0, Valor final do azimute

rox = 0.1.k+0.75  Valores iniciais para a variavel r
&l — a0
00:= I Incremento da variavel azimutal

Calcula a variavel azimutal na iteragdo de ordem i :

0; == (i-1).00 + 60

Calcula a variavel r na aproximagio em 12 orde de Taylor :

2 2 faq iz
[('2'—],-‘: +l-2-rk -|:|:usf5."=-_1)3 - (FHJ: +l+2-r -n:u:usfi,“',-_l)3

s cos8, + = =73
[L‘ =y +1-2-rf -cosh _1)3 (" Lk +1+2 7 g -cosB 1) i|

Tik = Lk : senB.
-

Transforma coordenadas para o sistema xy e plota :
Xk =ik - cos [6/]

Yik =Tk -sen[6]

il

2.1.3 O conceito de cargas distribuidas

No célculo do campo eletrostatico resultante de um grande niimero de cargas discretas,
como por exemplo, aquelas compondo um meio macroscopico, ¢ muitas vezes conveniente definir
uma fung¢do densidade, que forneca uma medida da distribui¢do de cargas no meio em questdo. Na
Fig. 2.6, esta ilustrado um elemento de volume diferencial com dimensodes lineares pequenas
comparadas com a escala de variagdo do campo, o que equivale a admitir que o volume diferencial
esteja contido no interior de uma esfera de raio , tal que,

] -::-::|f—f'| 2.7)

onde F' define o centro do elemento de volume, e ¥ define o ponto de observagio. Por outro
lado, para que se obtenha uma boa medida da quantidade de carga existente no interior do volume
diferencial, ¢ necessario que sua dimensao caracteristica seja grande comparada com as distancias
inter-atomicas, de forma a conter um grande nimero de elementos de carga. O campo eletrostatico
gerado pelos elementos de carga contidos no volume diferencial pode ser obtido diretamente da Eq.
(2.5),

il
AT

:ﬂl

LME

-2+
+

Bl
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Com base na condi¢ao expressa pela Eq.(2.7), pode-se escrever,
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|}_”;-|-::5-::-::|E—f'| = ff—fﬂ}; s XX

resultando em

Fig.2.6. Geometria para determinagao do campo produzido por um elemento
diferencial de volume de um meio material.

Da Gltima relagdo, a contribui¢do para o campo elétrico observado no ponto ¥, depende da
carga total contida no volume diferencial, mas independe de como essa carga esteja distribuida no
volume. Conseqilientemente, pode-se assim definir uma funcao densidade de carga, tal que

W
> = dg = p{Z v
=1

donde
=Y dg 3
M= (0/a] 2.8)
e o campo produzido pelo elemento diferencial € obtido de
dE(E}: 1 .:ft’«”'p[f')[f - f‘}
= =0
RN 54 (2.9)

O campo total produzido pelas cargas no volume V' pode ser assim obtido integrando-se
diretamente a Eq. (2.10), o que fornece,

(2.10)

Copyright Versao Impressa 1994 by Eduardo Fontana
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Existem situagdes em que pode-se admitir a carga distribuida sobre uma superficie ou
mesmo sobre uma curva, conforme ilustrado nas Figs.2.7b e 2.7c, respectivamente. Nessas
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situagoes, densidades superficial e linear de carga podem também ser respectivamente definidas, a
partir das relagdes:

(2.11)

(2.12)

P

(2) (b) (©)

Fig.2.7. Geometria para o célculo do campo elétrico para distribui¢cdes de carga, (a) volumétrica,
(b) superficial e (c) linear.

Campos gerados pelas distribui¢des ilustradas nas Figs.2.7b e 2.7¢ podem ser expressos nas
formas gerais:

e Distribui¢do superficial de cargas:

5(7)= Idg'ps[fle_jl)

4m v_ 3
i 5 |X X| (2.13)
e Distribuigdo linear de cargas:
E(}?)— 1 df'ps{f'Xf—f')
e |z zf
I (2.14)

Exemplo 2.2. Campo produzido por uma esfera exibindo distribuicio uniforme de carga.

Considere-se uma esfera de raio a, uniformemente carregada com densidade de carga g,
conforme ilustrado na Fig.2.8. Se a carga total na esfera ¢ O, entdo a densidade uniforme ¢
simplesmente,

2

Po = 3
a1 5Ta

O objetivo ¢ determinar-se o campo eletrostatico gerado por essa distribui¢do. Sem perda de
generalidade, o ponto de observacao ¢ escolhido sobre o eixo z.. Utilizando-se a Eq.(2.10), com

EZ Z&z = EIZ RI&R"Vem
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- o zd, —R'd o
B00,2)= L | ar 220k
¥ 5 s
E|:| A |Zaz Pl o |

O elemento de volume em coordenadas
esféricas ¢ dado por,

dV'= R sen BdRd0' d

5:1 donde,

Fig 2.5 Esfera carregada com densidade

uniforme.
|2 1 1 1 R ':IR'
E(0,0,2)= ag | R 2R a!’E!snB
—R'&R|
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Para resolver-se a integral, é necessério explicitar-se a dependéncia do vetor variavel €z, o
que pode ser feito a partir de sua decomposicdo nos vetores de base do sistema x)z,

dp =sencosd'd, +sen sen ¢'d, +oost g,
O denominador do integrando ¢ obtido de,
2
IZci_53 —-Rldp |3 = [{z.:i ~R'gplelzd, - R'dp ]]yz = [zg +R?2R'zcos B')j

. ~ e, g 1 1
Os termos do integrando, dependentes das fungdes periddicas send' & cesd' fornecem
contribuicao nula apds integragcdo no intervalo de um periodo completo dessas fungdes. Assim, o
vetor campo elétrico assume a forma

for ] T
—R'cosd
F0.0.2)= “S—DJ.R'EdR'J-dB'senB' e~ R'cos®') -
= i | z +R'2—ER'ZCOSE')3

A integragdo em ' € realizada a partir da mudanga de variaveis,

=z +R% 2R zc0s8

di = 2R zzen &' JE
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b — ZE _R 2
2z

—R'cost'=

=0 =u=1u ={z—f§f'}l2

Q=T =u=uy ={2:+R']2

donde,
F T, 2 _ il
Fl0.0,2)=a, " J-R'JR'J.@#
4z%gy i
(|
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Resolvendo-se a integral na variavel u, resulta em

o
lz oz
F{0.0,2)=a, 0 IR'.::E‘R'[M}
0

HIIE
L]

2

2 12 omid oy _ L2 ond
:Iiiz 2 IRIJR' {Z+R] {2': £ )_{Z R] (ZI X )
dz Zp |Z+R| |Z—R|

1]

Para a integral em R’, note-se que o termo entre colchetes ¢ da forma:

(z+R Y -2 -RY) (z-rVP-L2-r2)| |
[]_ _ al {z+f£z'] )— {z—;[’;) )_—4R,paraﬂ <z

(z+R Y -2 &) (z-R)2-|2-R2) |

_ hl {z+f£z'} )+ {z—i[‘?.'} )_=U .para R'»z

logo,
=z

50,0.2)=a, 12— J-aua'z R’
4z ED
0

Se o ponto de observagao ¢ exterior a esfera, z>a > R’, o que fornece

)

3
B0,0.2)=a, —2— | 4r? ar'= g, 205
dz &0 BEDZ

o

Se o ponto de observagao ¢ interior a esfera vem
http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap2.htm 11/50
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Z
E0,0,2)=; 2 J.aue'z AR =g, 0%
dz 2n BED
0

Note-se que a escolha do eixo z ¢ arbitraria, e o campo elétrico ¢ radial a partir do centro da
esfera. Conseqiientemente, sendo R a distancia medida até o ponto de observagao, a expressao geral
para o campo reduz-se a,

. PR
=P | R=a
£0
3
E: |23'|:|f1 R s A=a
3e, R?

E importante observar-se que o campo pode ser representado em ambas as situagdes na
forma,

F- R P
4ZI'I:E|:|R2

onde @, ¢ a carga total envolvida por uma esfera imaginaria de raio R. A carga envolvida em
termos da densidade de carga ¢ dada por,

3
G orr =0 ; , pata R =a
3
A7
& ony =DDT=Q . para Rz a
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Na Fig.2.9, estd ilustrada a
dependéncia em R da componente
Zp. Note-se que a dependéncia é
linear para pontos no interior da
esfera, variando inversamente com o
quadrado da distancia para pontos
exteriores.
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En .
2.2 Lei de Gauss para o
N Campo Elétrico
i

2.2.1 Fluxo elétrico através de uma
superficie fechada

A natureza central e a
dependéncia com o inverso do
quadrado da distancia, do campo
eletrostatico, conforme previsto pela
lei de Coulomb, implica em uma
propriedade de conservagdo para o
fluxo das linhas de campo elétrico

raio a, carregada uniformemente através de uma superficie fechada.

Considere-se inicialmente uma carga

puntiforme ¢, localizada na origem de um sistema de coordenadas, interior a uma superficie

fechada imaginaria e de forma arbitraria, conforme ilustrado na Fig.2.10a. No vécuo, o fluxo
elétrico W para fora da regido limitada por essa superficie ¢ definido pela relacdo,

TE = § EDE'JE

, (2.15)

Em um ponto sobre a superficie, definido pelo vetor posi¢do < = &g, o vetor campo
elétrico € dado por,

it H
Fig 2.9 Dependéncia funcional da componente radial
do campo eletrostatico produzide por uma esfera de

Fo_9 %R
dngy R
resultando em
v = L _dSeay = ~dSp .
4R 4R
¥ T

onde @¥p =d ®dp | ¢ a componente radial do vetor a5 cuja magnitude corresponde aquela do
elemento diferencial de &area perpendicular ao vetor unitdrio dp. Em termos do elemento
diferencial de angulo sélido, @52 = sen 8@8d¢ ilustrado na Fig. 2.10a, pode-se escrever,

dSp = RAdC
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E importante observar-se que a partir da introducio do parametro dQ, a superficie fechada

subtende um angulo sdlido total
T
-[ o d,'l-[l’:en a4 = 4m
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€ portanto,

dn

Py = i-ll,:m p
4n

o

o que implica na seguinte lei de conservagao para as linhas de campo eletrostatico,

§Engid§:g
z

—r

45

(a) (b)

Fig.2.10 (a) Carga envolvida por uma superficie imaginaria e geometria utilizada para computar o
fluxo elétrico através da superficie. (b) Determinagdo do fluxo elétrico quando a carga € exterior ao
volume limitado pela superficie.

Ou seja, independentemente da localizagdo da carga e do formato da superficie que encerra
essa carga, o fluxo elétrico ¢ sempre igual ao valor da carga envolvida pela superficie. A questdo a
se considerar a partir da propriedade obtida da Eq.(2.16), ¢ a seguinte: o que ocorreria se a carga
envolvida fosse colocada na regido exterior ao volume limitado pela superficie ? Note-se que para
responder a essa questao, ndo basta atribuir-se o valor ¢ = 0 na Eq.(2.16), pois isso poderia implicar
a ndo existéncia de um campo elétrico, levando-se a conclusdo 6bvia de um fluxo elétrico liquido
nulo. Para analisar-se essa questdo considere-se o calculo da Eq.(2.15), para a situagdo ilustrada na
Fig.2.10b. A superficie fechada ¢ dividida em duas superficies X, e X,. Sobre X; o produto escalar

do integrando da Eq.(2.15) ¢ sempre positivo, sendo sempre negativo sobre %, , logo,

g g
Y= | ——=dip - | ——=d5
£ _llf-mEDRz . J-deDRE R

) 2]

que em termos do angulo sélido pode ser posto na forma,

iy i
g
E 4TI:E|:| I 1 I 2
0 1]
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onde a ultima relagdo decorre do fato de termos um mesmo angulo sélido {lmax , subtendido por
ambas as superficies, conforme ilustrado na Fig.2.10b. Ou seja:

o O fluxo elétrico para o exterior da regido limitada por uma superficie fechada é igual a
carga envolvida por essa surperficie, com cargas exteriores ndo exercendo qualquer
influéncia na determinagdo do fluxo

Esse resultado pode ser generalizado para o caso de um numero arbitrario de cargas
discretas, pela aplicacdo direta do principio da superposi¢cdo. Para isso considere-se a situagdo
ilustrada na Fig.2.11a, onde existe um conjunto de N cargas, com as N primeiras limitadas pela
superficie X, e as (N - N;) subseqiientes, localizadas no exterior do volume limitado pela mesma

superficie. O campo total gerado pelo conjunto de N cargas ¢ dado por,
N

=

}

1=1

onde & ¢ o0 campo produzido pela carga ;. O fluxo elétrico através de ¢ dado por,

W W
P =fEDE-d§= ifzsni. odf= Zf}?gng‘i g5
z g =l =l g
M N-M
= Z§EDE -d§+z: fsnﬁi o5
=l %

!‘=.I"|ﬁ+1 E
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A segunda soma corresponde ao fluxo elétrico devido as cargas exteriores a superficie X,
sendo portanto nulo. A primeira soma, corresponde a carga total liquida limitada pela superficie X,
e de acordo com a Eq.(2.16),

M
§ EDE 05 = E g; = Carga total envolwnda
T =1 (2.17)

E importante observar-se que no primeiro membro da Eq.(2.17), o campo elétrico que
aparece no integrando € o campo total produzido pelas N cargas, sejam elas internas ou externas.

Se a carga esta distribuida continuamente com densidade em um volume ¥, conforme
ilustrado na Fig.2.11b, entdo a Eq.(2.17) pode ser posta na forma,

§EDE ol = J-p (Z)ar

T v (2.18)

onde o volume de integragdo no segundo membro, ¢ aquele limitado pela superficie X, conforme
ilustrado na Fig.2.11b. As Eqgs.(2.17) e (2.18) sdo as formas da lei de Gauss para distribuicdes
discreta e continua, respectivamente.
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(MM, cargas

distribuicdo de cargas

(a) (b)
Fig.2.11. Aplicagdo da lei de Gauss para:(a) distribuicdo discreta de cargas; (b) distribuicdo
continua de cargas.
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2.2.2 Determinacio de campos através da Lei de Gauss

Na presente se¢do sao examinadas algumas situagdes favoraveis a determinagdo de campos
através da lei de Gauss. Nessa formulagdo quer-se determinar o campo elétrico a partir da Eq.
(2.18), para uma dada distribuicao de cargas p. Uma vez que o campo eletrostatico aparece no
integrando da Eq.(2.18), sua determinagdo sO serd possivel quando a componente normal a
superficie for constante, permitindo assim extrair-se aquela componente do integrando da Eq.
(2.18). Situacdes dessa natureza ocorrem, em geral, quando a distribui¢do de carga exibe um alto
grau de simetria.

Assim, o emprego dessa formulagdo, requer obtencdo a priori, de respostas as seguintes
questoes:

® Quais componentes de campo estio presentes?
http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap2.htm 16/50



13/03/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 02 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011

® De que coordenadas o campo depende?

Exemplo 2.3. Campo de uma esfera uniformemente carregada.

Considere-se novamente o exemplo da esfera de raio a, onde o campo elétrico foi
determinado no Exemplo 2.2 pelo uso da Eq.(2.14). Para determinar-se de que coordenadas as
componentes de campo dependem, analisa-se inicialmente a simetria da distribuicdo. Como a
funcao densidade possui simetria esférica, i.e., a fun¢cdo densidade ¢ independente das coordenadas
angulares, pode-se definir um sistema de coordenadas com centro coincidente com o centro da
esfera. Nesse sistema, qualquer operacdo de rotacdo em torno de qualquer eixo passando pelo
centro da esfera, ndo modifica a distribuicdo de carga. A partir dessa operacdo de simetria, conclui-
se que as componentes do vetor campo elétrico s6 devem depender da distancia R ao centro da
esfera. Sabe-se também que esse tipo de configuracdo produz um campo com uma componente
radial apenas. Conseqiientemente, o campo eletrostatico deve ser do tipo,

E = Ep(RYp

A proxima etapa ¢ determinar-se uma superficie Gaussiana sobre a qual a componente
normal do campo seja constante. Como o campo ¢ radial e s6 depende da variavel R, a superficie
deve satisfazer a equacdo R = ~fz, que corresponde a superficie de uma esfera. Se a superficie
Gaussiana ¢ tal que, g = 4, a Eq.(2.18) conduz a:

2n ]
i{ EDE-dS*‘:J-dcpJ-senedesn Ep(R)ay e Ry = Jl o {2 )ar
E Iy 1]

Za
2n T 2n b R
L eg R Ep [R}Icftb J-senﬁcfﬁ = J-cftb-l-sen 5d J-p,] R gR
o n o 0 0
2n T R R
2 2 2 R’
©odmey BEEp(R)= | dt | sen8adf | pg B AR =dnp | R .::?R':dmpn?
o N N n
Po &
EplR)=—
BED

Se g = 4, aintegral de volume ¢ realizada sobre toda a esfera de raio a, resultando em

2
Amgy R ER{R]:dl:IIpDJ. R? ar
1]

3
Fo @

= Eplf)=
=) 3E|:|f?.2

Essas expressodes sdo idénticas aquelas obtidas no Exemplo 2.2, através do principio da
superposi¢do que envolve uma maior manipulagdo algébrica.
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Exemplo 2.4 Campo eletrostatico para um fio retilineo uniformemente carregado.

Considere-se um fio retilineo infinitamente longo, com carga uniformemente distribuida
com densidade linear ; (C/m). Para essa distribui¢ao ¢ importante observar-se que o sistema de
coordenadas que mais se adapta a simetria do problema ¢ o cilindrico, devido a propria forma
cilindrica do fio retilineo. A escolha mais adequada para o eixo de simetria do sistema é aquela
coincidente com o eixo do fio, conforme ilustrado na Fig.2.12. Nesse sistema de coordenadas,
pode-se extrair as seguintes observagoes:

° Como o fio ¢ infinitamente longo, ndo importa em que plano transversal do fio esteja
localizado o plano xy, o que implica na existéncia de simetria de translagdo ao longo da direcao
z. Assim, as componentes de campo que existirem independem da varidvel z, uma vez que a
distribuicdo ¢ inalterada perante translacdo ao longo dessa diregao.

° Rotagdes arbitrarias no angulo ¢, também ndo alteram a distribuicdo de carga, indicando
também que as componentes presentes do campo independem dessa variavel.

® As componentes do campo devem portanto depender apenas da variavel

Para determinacdo das componentes de campo presentes pode-se, por exemplo, aplicar o
principio da superposi¢do, na forma ilustrada na Fig.2.12. Como pode ser ai observado, o campo
resultante da contribuicdo de um par de elementos de carga, localizados simetricamente com
respeito ao plano xy ¢ dirigido no sentido do vetor &,. Pode-se portanto decompor toda a
distribuicdo em pares de cargas diferenciais, simetricamente localizados em relagdo ao plano xy, e
concluir-se que o campo elétrico resultante ¢ da forma

E=E, ("4,

- = —
t:fEJ_ = ciEl'i'ciEE

Fig.2.12 Geometria utilizada para a determinagdo do campo eletrostatico de um filamento retilineo
infinitamente longo através da lei de Gauss.
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A partir dessas consideracdes, conclui-se que a superficie gaussiana apropriada para a
geometria do problema deve ser da forma, » = ~tz. Escolhendo-se uma secdo longitudinal de
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comprimento / de uma superficie cilindrica, conforme ilustrado na Fig.2.12 e notando-se que o
fluxo elétrico s6 existe através dessa superficie, a aplicagdo da Eq.(2.18) resulta em

H
J-E,:, E.(r)a, edSd, = le'dV' = J-p;ciz'
r=cfa rlar z

Sobre a superficie cilindrica, & = rdd'dz’, e conseqiientemente,

T a2+ 2
gy &, (?")?"-[cfﬁb'-l.r-’i’a" = J.Psﬂfz" =pyd
2
2

[
il
E:IIEDr

donde,

E=

¥

Com base na lei de Gauss para o campo eletrostatico, e utilizando-se consideragdes
semelhantes aquelas descritas anteriormente, pode-se mostrar que o campo eletrostatico produzido

pelo plano infinito com carga uniformemente distribuida com densidade superficial py, ilustrado na
Fig.2.13, ¢ constante acima ou abaixo do plano, e dado por

E= Ps [i.:in, z=zl

L

Ps \z=ﬂ
o

Fig.2.13 Geometria utilizada para a determinacdo do campo eletrostitico do plano infinito
uniformemente carregado.
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2.3. Potencial Eletrostatico

2.3.1 Defini¢ao da funcio potencial
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Considere-se a Eq.(2.10) para o campo produzido por uma distribui¢ao de cargas suspensas
no vacuo,

. 1 [ar el )x-X

=L [T - 7)
X -X'

14 | | (2.10)

onde deve-se notar que as variaveis de integragdo sdo aquelas relacionadas ao vetor posicio ",

que define a localizagdo do elemento diferencial de carga no volume de integragdo. Considerando-

se o fator no integrando,

X-x
|z~ zf
nota-se que este pode ser obtido da operagao,
LT gl 1
7 7] -1

onde o operador 7 atua sobre as coordenadas do vetor posi¢do ¥ . Portanto, a Eq.(2.10) pode ser
reescrita na forma,

|2

ou ainda,

B(7)=-7 IdV _olf)
amey |X - X'
o (2.19)

A Eq.(2.19) indica que o campo eletrostatico pode ser obtido do gradiente de uma funcdo
escalar. Essa funcdo escalar é a fungdo potencial eletrostdtico resultante da distribui¢do de cargas,
e dada por,

o (%)= J-g-‘[.f’ _ol?)
4me, |§f— e
r (2.20)

No sistema SI, a fungao potencial ¢ medida em Nxm/C que ¢ a denominagdo do Volt nesse
sistema. Note-se que a adicdo de uma constante arbitraria no segundo membro da Eq.(2.20) ndo
altera o valor do campo elétrico obtido da Eq.(2.19). Conseqlientemente, a fungdo potencial ¢é
definida a menos de uma constante. Essa constante pode ser definida estabelecendo-se uma
referéncia para o potencial em um ponto ou superficie no espago. Para distribui¢des fisicas, isto €,
distribuicdes que podem ser localizadas no interior de um volume finito, uma referéncia de
potencial nulo é geralmente imposta para pontos arbitrariamente afastados da distribuicao.
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Devido a natureza escalar da fungdo potencial, o problema de determinagao do campo de
uma distribuicdo de cargas, ¢ simplificado com o auxilio dessa fung¢do, pois a integracdo vetorial
presente na Eq.(2.10), que envolve a obtengdo de trés componentes vetoriais ¢ eliminada, dando
lugar a uma unica integragao escalar, como expresso pela Eq.(2.20). Como demonstra a Eq.(2.19),
obtida a fung¢do potencial, o vetor campo elétrico pode entdo ser determinado da relagao

E=-¥d (2.21)

Por exemplo, para uma carga puntiforme ¢, pode-se utilizar a Eq.(2.20), com

J'p(").:frf' =g

—

Z-Z| " : :
e notando-se que | ¢ constante sobre a regido ocupada pela carga puntiforme, obtém-se

o(r) L
dmey | X - F|
onde .§' define a posigdo da carga ¢, e ¥ corresponde ao ponto de observagdo. Portanto, para

uma carga puntiforme, o potencial eletrostiatico é inversamente proporcional a distincia
medida desde a carga até o ponto de observacao.

Para um conjunto de N cargas discretas, com a i-ésima carga localizada no ponto 47, o
potencial total pode ser obtido pela soma das contribui¢des individuais, na forma,

M

cp(;;—)=z—@_ _
= 7 - | (2.22)

2.3.2 Diferenca de potencial e circulacdo do campo eletrostatico

O potencial eletrostatico ¢ formado pela superposicao de fungdes que, excluidos os pontos
de singularidade, assumem valores bem definidos em cada ponto do espago, conforme demonstram
as Egs. (2.20) e (2.22). Conseqiientemente, estabelecido um valor de referéncia, o potencial
eletrostatico € univocamente especificado.

Considere-se um caminho arbitrario C; ligando dois pontos P; € P, conforme ilustrado na
Fig.2.13, a diferenca de potencial entre esses dois pontos pode ser obtida de

die) +3
Jl J- Td)edl =— ?.ﬂ —Id@:—[@z—@'l)
A H q &
] ] 5]

donde,

(2.23)
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Na Eq.(2.23), ¥ ¢ ¥, sdo os valores assumidos pela fungio potencial nos pontos P e P, ,

respectivamente. A unicidade da funcao potencial em cada ponto do espago implica que a integral
de linha no segundo membro da Eq.(2.23) independe da escolha da curva conectando os pontos Py

e P,. Conseqiientemente, se for escolhido o caminho fechado formado pela unido de C; e C,
conforme ilustrado na Fig.2.13, tem-se que

B
J-E-a?h Eodl =&, -3 )-(@ - T,)=0
A

o]

ou equivalentemente,

§ Fedl =0
(2.24)

A Eq.(2.24), indica que o campo eletrostatico possui circula¢do nula, Esse era um resultado
esperado em vista de o campo elétrico ser uma grandeza vetorial derivada do gradiente de uma
func¢ao escalar.

Em resumo:
As Eqs.(2.18) e (2.24) descrevem o comportamento bdsico do campo
eletrostdtico de cargas no vdacuo e correspondem as Eqs. de Maxwell para
a eletrostdtica no vdcuo, na forma integral.
Com base nas propriedades da operacdo gradiente, conclui-se que as linhas de campo sdo
sempre perpendiculares as superficies equipotenciais e que o vetor campo elétrico tem magnitude

igual a maxima taxa de variagdo da fung¢do potencial, sendo dirigido no sentido de diminui¢do do
valor dessa funcao no ponto considerado.

Y
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Fig.2.14 Caminho fechado utilizado para o calculo da circulacdo do campo elétrico
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2.3.3 Energia potencial de uma carga puntiforme em uma regiao de campos

A fungdo potencial tem uma relacdo direta com a energia de interagdo entre cargas e

campos. Considere-se uma regido onde existe um campo elétrico E=-V& . Quer-se computar a
energia de uma carga de teste em um ponto dessa regido. Para isso imagina-se que um agente
externo ficticio traga essa carga de um ponto distante, onde a carga nao interage com o campo, até
o ponto de localizagdo final, seguindo, por exemplo, a trajetéria definida pela curva C ilustrada na
Fig.2.14. Para computar-se corretamente a energia, o agente externo deve trazer a carga em

movimento uniforme, isto ¢, imprimindo uma forga Fext de forma a equilibrar a forca elétrica #g

devida ao campo 7, em todos os pontos da trajetéria. Dessa forma, o trabalho realizado pelo
agente ficticio devera corresponder a energia adquirida pela carga de teste para ser posta na regiao
de campo. A condicdo de equilibrio de forgas ao longo da trajetéria pode ser posta na forma

Ferr =—Ffg= _Q'E

//
Fig.2.15. Geometria utilizada no calculo da energia potencial de uma carga discreta em uma regiao
de campo.

O trabalho realizado pelo agente externo , ou equivalentemente, a energia adquirida pela

carga, ¢ obtida de,
F F F
W, = J.ﬁm ol = —J-F; -df:—.:;jé-df: g@p

[e-n) [en) [en)

donde,
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W

op=—12

g (2.25)

A Eq.(2.25) mostra que a funcao potencial resultante de uma dada distribui¢do de cargas,
calculada em um ponto no espaco, corresponde a energia que seria adquirida por uma carga
unitaria ao ser trazida aquele ponto.
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2.3.4 Energia potencial de uma distribuicio de cargas

Considere-se a questdo de determinagdo da energia de interagdo associada a um conjunto de
cargas discretas. Admite-se que a configuragdo final consiste de N cargas discretas, com a carga g;

desse conjunto localizada no ponto Aj. Para determinar-se a energia de interagdo, seja
inicialmente a carga ¢; localizada em sua posi¢do final no conjunto, e o célculo do trabalho
realizado por um agente externo ficticio para trazer a carga g3 até a sua posi¢ao final, proxima de
¢1. Com base na Eq.(2.25), essa energia ¢ dada por,

U=Wi=q P
onde

_ 71
4i|'l:ﬂ:| |j.;2 —.‘?1|

Dz

¢ o potencial eletrostatico produzido pela carga ¢ na posi¢ao da carga 4. Note-se que,
W2 =W

e portanto essa primeira contribui¢do para a energia pode ser escrita na forma,
1 1
U= 5 (g + W3 )= E(ﬁi’z Dyg +¢1Dy )

Continuando-se com esse processo, € trazendo-se a carga ¢ para sua posicdo final na
distribuicao, a expressao para U se torna,

1 1 1
U=Wz +W3 +W3 = 5[@'2"1’12 +91@21}+§(€3"I’13 +Q1¢31}+§{Q3¢’23 +g3D)

podendo ser posta na forma,
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1
U= 5[@1 (@3 + Dy )+ a2 {1z +Tap )+a3 (T3 + T3 )]
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Uma inspegdo dessa Gltima expressdo permite identificar cada fator como o produto de uma
das cargas do conjunto com o potencial eletrostatico produzido pelas demais. Conseqiientemente,
se esse procedimento for estendido para formar-se a configuragado final de N cargas, obtém-se,

N

L= %Z g Ty

i=1 (2.26)

onde &; ¢ o potencial eletrostatico calculado sobre a carga g; devido as demais cargas no conjunto.
A Eq.(2.26) representa a energia de interagdo entre as N cargas, e exclui termos de auto-energia,
1.e., termos de interagao da carga com o campo produzido por ela prépria.

O resultado obtido para um conjunto de cargas discretas pode ser generalizado para uma
distribuicdo continua de cargas, pelas substitui¢des,

g; —plFar, @, - o(F), Z e-ll

i i

resultando em,

1 i i Tt
=—2_|-ffV P(ﬁ)‘I’( )
(2.27)

Exemplo 2.6: Energia potencial de uma esfera uniformemente carregada

Considere-se a determinacao da energia elétrica necessaria a formagao da distribuicao
uniforme de cargas no interior da esfera de raio a, considerada no Exemplo 2.2. Para utilizacdo da
Eq.(2.27), o potencial eletrostatico no interior da distribuicdo deve ser inicialmente determinado.
Sem perda de generalidade, essa funcdo pode ser calculada em um ponto sobre o semi-eixo z > 0, a
uma distancia R da origem. Utilizando-se a Eq.(2.20),

3 J-ﬂ?‘b J-R,g ch'Jl c;t’E'senE' 3 J-R,ng,J. G'sen O :
4?'“‘1: |22 +Rr2 2RR cos®)

Fazendo-se a substituicao de variaveis utilizada no Exemplo 2.2,

u=R:+R% —ORR'cost'

vem,

_ J'Rr
411:a]
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2 2 . . o .,
com, ¥ = {R - Rr} » Uy = {R +Rr} . Realizando-se a integragdo na varidvel u, vem,

=

o (R)= " J-R aR'((R+R)-|R- &)

EEDR
1]

Copyright Versao Impressa 1994 by Eduardo Fontana
Copyright Versao ebook 2011 by Eduardo Fontana

Se o potencial ¢ calculado no exterior da distribuicao, entdo R > a, e a funcdo potencial
assume a forma,

_ppd’

& (R)= RJ-ER’E ar =20
=y

EED

3

que ¢ a dependéncia caracteristica com o inverso da distancia. Se R < a, entdo, deve-se considerar
o comportamento do integrando para R’ < R e R'> R. Para isso note-se que,

2R" | para R= R
2R | para R <R

[[R+R']—|R—R'D:{

resultando em,

R a
3
®{R)=% J'R'E .:;t‘R’+RJ-R’2 dR’ =%[%+§L3 —RE)]
&0 &0
0 R

donde,

@{R]=%[3a2 - R?)

Devido a simetria esférica da distribui¢do, o potencial depende apenas da variavel R, i.e., 0s
resultados obtidos sdo validos independentemente da escolha da direcdo z, no nosso sistema de
coordenadas. Para calcular-se a energia, utiliza-se a Eq.(2.27), onde deve-se observar que a
integragao ¢ realizada no volume da distribuigdo de carga, ou seja,

2 = 3
U= J' R )R ari= Bﬂj[zaz g2 ar
g
e 1] : 0
4?1:;3% a’
152, (2.28a)
ou em termos da carga Q da esfera,
_
20mgya (2.28b)

A Eq.(2.28a) mostra que para uma distribuicdo continua a energia tende a zero, se o volume
da distribuicao tender a um valor nulo. A Eq.(2.28b) serve para ilustrar o comportamento da auto-
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energia de uma carga puntiforme, que seria obtida mantendo-se a carga Q em um valor finito, e
fazendo-se @ — 0 o que resultaria em uma auto-energia infinita.
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2.4 Equacoes de Maxwell para a Eletrostatica

2.4.1 Forma diferencial

A partir da lei de Coulomb, obtém-se as duas relagdes integrais representadas pelas Egs.
(2.18) e (2.24) , transcritas a seguir,

T s (2.18)
if Eegi =10
o (2.24)

que juntamente com a expressao para a forga eletrostatica sobre uma distribui¢do de carga, obtida
da Eq.(2.3),

P J'.ﬂx o(2)5(%)
v (2.29)

sdo suficientes para descrever o comportamento de campos eletrostaticos, bem como a interagao

entre corpos carregados. Essas equagdes integrais para o campo & sdo casos particulares das
relagdes mais gerais obtidas por James Clerck Maxwell no final do Século 19, para descrever o
comportamento de campos eletromagnéticos.

Como discutido anteriormente, o uso dessa formulagdo integral para determinagdo do vetor

E se restringe a situagdes onde as distribui¢des de carga apresentem um alto grau de simetria. Este
¢ raramente o caso encontrado na pratica, onde uma relagdo entre campo ¢ fonte valida ponto a
ponto ¢ mais apropriada.

Para obter-se equagdes diferenciais, relacionando campo e fonte, considere-se a aplicagao
do teorema de Gauss [Eq.(1.46)] ao primeiro membro da Eq.(2.18),
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§EDE-dS = le- o Z)av = J-p (F)av
E s ¥

Essa relacdo ¢ independente da escolha do volume de integragdo. Em particular, para um
volume diferencial dV,

T olegB)ar =p (F)ar
resultando na forma diferencial da lei de Gauss,

FelegZ)=0 (2.30)

A Eq.(2.30) mostra que a operagdo divergéncia realizada sobre o vetor (EDE ) em um dado
ponto do espago, indica a existéncia de carga naquele ponto, aqui representada localmente pela
densidade volumétrica .

Aplicando-se o teorema de Stokes [Eq.(1.48)] ao primeiro membro da Eq.(2.24), vem,

§E’ -df:-[[ﬁx E)edf=0

Como essa ultima relagdo ¢ valida qualquer que seja a drea de integracdo, o mesmo ocorrera
sobre uma 4rea diferencial dS, o que fornece,

(7xE)eaS=0

Nenhuma restri¢ao foi imposta quanto a orientagao do vetor area diferencial &5 . Logo, essa
relagdo so poderd ser verificada se,

VxE=0 (2.31)

0 que mostra que o campo eletrostatico € irrotacional.
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2.4.2 Equacao de Poisson

As Egs.(2.30) e (2.31) sdo equagdes diferenciais que descrevem o campo eletrostatico em
cada ponto do espaco, podendo ser utilizadas para sua determinagdo, independentemente da
geometria da distribui¢do de cargas. Essas equagdes podem ser resolvidas com o auxilio da funcao
potencial. Para isso, note-se que o rotacional nulo do vetor &, implica que esse pode ser derivado
da funcdo potencial § como ja mostrado anteriormente na Eq.(2.21). Isso é também decorréncia
direta da identidade vetorial expressa pela Eq.(1.37), ou seja,

vxfve)=0, ¥
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Substituindo a Eq.(2.21) na Eq.(2.30), tem-se que,

Ve l:ED‘_xT:":Ir-) =—p
donde
vig=-F
0 (2.32)

que ¢ a Equacao de Poisson, valida para distribui¢gdes de cargas no vacuo. A solugdo dessa
equagdo, no caso especial em que a distribuicdo de carga p estd imersa em uma regido ilimitada, ¢
dada pela Eq.(2.20), essa ultima tendo surgido da propria definicdo e calculo do potencial
eletrostatico produzido por uma distribui¢ao de cargas. Métodos de solu¢ao da equacao de Poisson
em casos envolvendo ndo s a existéncia de distribuicdes de carga como também a presenca de
superficies condutoras e meios materiais distintos na regido de interesse, serdo tratados no Capitulo
3.

2.4.3 Densidade de energia

Na Seccdo 2.3.4 obteve-se uma expressdo para a energia elétrica associada a uma
distribuicdo de cargas existindo no espaco sem fronteiras. A expressdo ai obtida, envolvia uma
integral volumétrica do produto das grandezas p e @, calculada sobre o volume da distribuigdo, ou
seja, expressa sob o ponto de vista da fonte do campo eletrostatico. Alternativamente, pode-se
imaginar essa energia como estando distribuida no espa¢o de existéncia do campo. Para isso,
considere-se a Eq.(2.27), que com o auxilio da Eq. (2.30), pode ser posta na forma,

U:%I@‘?-(Euﬁ)dff

¥

utilizando-se a Eq.(1.31), com f=Fed= EDE , tem-se que,
BV elegB)= T o[cy@E)-cgBe VD
e utilizando-se a Eq.(2.21) vem,

U= %J-[‘?‘ o(cy @B ey B e Blar
¥
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Nessa ultima expressdo, ¢ importante observar que a integragdo ¢ realizada em todo o
espaco de existéncia do campo eletrostatico. A integral pode ainda ser posta na forma,

U= %Iﬁ-[ED@E]dV+%IEDE-E&V

¥ ¥
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A primeira integral pode ser transformada em uma integral de superficie com base no
teorema de Gauss, o que fornece,

U =%§ED®E-d§+%IEDE-EdV
= ¥

Para distribuigdes de carga existindo em uma regido sem fronteiras, a superficie de
integragdo que aparece no primeiro termo envolve todo o espaco de existéncia do campo. Portanto,
essa superficie € tomada a uma distancia R — oo, com R medido desde o centro da distribui¢ao até
um ponto sobre a superficie. Levando-se em conta que a distribuicdo ¢ localizada, o potencial e
campo elétrico para R — oo assumem as respectivas formas assintoticas,

D2 ,E‘a«s%&ﬂ
ang R dme R

e e 2
onde ¢ é a carga total na distribuigdo. Com @~ g = £ dL2
: T . 1 g
]JIIIR_:,Q:, EDE'E'dS:hﬂlR_)m——:U
T
fornecendo portanto,
1 .
0= 5 J. 2o He 5
¥ (2.33)
A Eq.(2.33) representa a energia elétrica estabelecida por uma distribuicdo de cargas,
expressa no ponto de vista do campo eletrostatico. Nesse ponto de vista, a energia ¢ interpretada

como estando distribuida em todo o espago. De acordo com essa interpretacao, pode-se definir uma
densidade de energia,

l  per 3
_ o FBeB I/
“E TR SRR (2.34)

que permite associar regioes de alta ou baixa energia como aquelas exibindo campos de alta ou
baixa magnitude, respectivamente.
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Considere-se, por exemplo, a obtengdo da energia associada a distribuicdo de cargas do
Exemplo 2.6, com o emprego da Eq.(2.33). O campo em cada ponto do espaco, obtido do Exemplo
2.3, ¢ dado por,

http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap2.htm 30/50



13/03/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 02 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011

Utilizando-se a Eq.(2.33) vem,

9

que corresponde ao resultado previsto pela Eq.(2.28a).
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2.5 Eletrostatica em Meios Materiais

2.5.1 Potencial e campo do dipolo elétrico

a
g 2
7= J-R4dﬂ+a6
El:l ;

Um par de cargas de sinais opostos constitui um dipolo elétrico. Dipolos na matéria podem
ser produzidos pela aplicagdo de um campo elétrico nos atomos ou moléculas constituintes,
resultando em uma separagdo dos centros de cargas positiva e negativa correspondentes. Dipolos
assim gerados, produzem campos que se superpdem ao campo externamente aplicado.

Z 4

+q

Fig 2 16 O dipolo elétrico

aqui denominado de dipolo elétrico.

Em outros tipos de materiais, a
configuracdo molecular de seus elementos
constituintes ¢ tal que os centros de cargas
sdo intrinsecamente separados, dando
origem a dipolos permanentes que existem
independentemente da presenga de um
campo externo. Quando um campo externo
¢ aplicado nesses materiais, os dipolos

permanentes,  inicialmente  orientados
desordenadamente, tendem a alinhar-se com
0 campo. Nesse processo o campo

produzido pelo conjunto de dipolos ¢
razoavelmente intenso, superpondo-se ao
campo externo.

Em ambas as situagdes o campo em
um meio material constituido de dipolos ¢
diferente do campo externamente aplicado,
devido ao campo de reagdo no material.
Dessa forma, para determinar-se o campo
no interior ou nas proximidades de um
material constituido de dipolos, € necessario
analisar as propriedades elétricas do
elemento fundamental, eletricamente neutro,

Com esse proposito considere-se o comportamento da fungdo potencial e campo
eletrostatico para o dipolo elétrico ilustrado na Fig.2.16. O potencial no ponto P ¢ obtido a partir
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da Eq.(2.22),

D=0, +®_= g - d -
41y ‘}?—E 41, ‘}? +E.:iz

tz

e o campo elétrico ¢ obtido da relagao,
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Uma situacao de interesse pratico ocorre quando a distancia do ponto de observagdo a
origem ¢ grande comparada com a distdncia de separacdo entre cargas. Essa situacdo € tipica
daquela encontrada em meios materiais, onde a distancia de separagdo ¢ tipicamente menor do que
uma dimensdo atdmica ou molecular, e a distancia ao ponto de observagdo corresponde a escala
macroscopica de varia¢ao das grandezas de campo. Reescrevendo-se a funcdo potencial na forma,

; -1/2 ; -1/2
) )
=T || +2 _(Rd)ag ea, R+ (R apea,
47, 2 2
com o auxilio da variavel auxiliar,
1| a?
ya =Lt (Ra)ag oa,

B 4

e com base na aproximag¢ao de Taylor em la. ordem

e 12
valda para lyi|‘=-‘v=:1 vem
1 [a? 1 [ &*
Dr—T |1- S {rd)apea, |- 1+—=| —+{&d)ap eq,
dngR|  or%| 4 2r% |4
donde,
"I’P”qd&z "ip
4:!1:5:,322

Define-se 0 momento de dipolo de uma distribuicdo de cargas pela expressdo geral,
7= [olz)zar

Para o caso das duas cargas discretas ilustradas na Fig.2.15, essa integral reduz-se a:
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P=gddy,

e a fung¢do potencial pode ser reescrita na forma,

pedp

o= ——"
dmeg R (2.35)

A Eq.(2.35) permite extrair as seguintes observagoes:

®  Para uma carga puntiforme(monopolo elétrico), o potencial varia na proporcio 1/R

Para o dipolo elétrico, o potencial varia na propor¢ao 1/R?
O campo elétrico € obtido diretamente da Eq.(2.21) que em coordenadas esféricas ¢ da forma:

.. AT 4y AD  dp AD
Fofo-spoyB2, 1 o2
3R R 88 Ranb 0

que com o emprego da Eq.(2.35) resulta em

3
dmeg R (2.36)
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Alguns valores especificos assumidos pelo campo em sub-regides do espaco tridimensional estao
ilustrados a seguir:

Fo__F
3
e Noplanoz =0, dmey R
o — 3
e Sobre o semi-eixoz>0, 2meg K
| J—
® Sobre 0 semi-eixoz <0, 2meg R

As linhas de campo do dip6lo elétrico podem ser tragadas em um plano contendo o eixo z,
com base na formulacdo desenvolvida na Secao 2.1. Utilizando-se a Eq.(2.6), obtém-se,

dR _Bp _,cos6
Rib Ey eend

que resulta na equagao diferencial,
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ﬁzzcosﬁ

A sen

feis)

A equagdo descrevendo o comportamento de cada linha de campo, ¢ resolvida por

integracgdo direta da equagdo diferencial. Assumindo-se o valor inicial R{8g)= & , resulta em

R &
%: J'z'“’sgde = In (é}: Ol { sen; ]
setl sen B
Py =N

donde

R = Ryfsen &/ sen 6 ]2 (2.37)

A forma assintotica do conjunto de linhas de campo, tragadas no plano contendo o eixo z, €
obtidas da Eq.(2.37), esta ilustrada na Fig.2.17.

Fig.2.17. Linhas de campo para o dipolo elétrico obtidas a partir da Eq.(2.37)
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2.5.2. Energia de interacio entre campo e dipolo elétrico

Considere-se um dipolo elétrico imerso em uma regido de campo, conforme ilustrado na
Fig.2.18. A energia de interagdo entre campo e dipolo pode ser obtida diretamente a partir da
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interpretagdo fisica da funcdo potencial. A
expressdo, a ser obtida, serve para elucidar a
compreensdo de fendomenos de interacdo de meios
materiais com campos eletromagnéticos.

Na geometria da Fig.2.18, admite-se que o
campo elétrico ¢ derivado da fun¢do potencial ®. A
energia de interacdo U, ¢ a soma das energias
potenciais das duas cargas que compdem o dipdlo,

Fig 2.18 Dipélo elétrico em umaregido o= Q‘I’(fg J— g@(fl )= q['ii?'(fg J— 'iIf'(Jf )J

de campo.
Assumindo-se que a fun¢do potencial varie

pouco sobre a distancia de separacgdo entre as cargas, pode-se utilizar a aproximagao de Taylor em
12. ordem,

—

o(Z;)-o(Z )s Voel2, - 7))

o que fornece
U=Tdegl?, - % )=-FeglZ; - %, )=-5eE,

ou equivalentemente,

U=-pef (2.38)
Da Eq.(2.38) nota-se que:

® A energia ¢ minima quando o dip6lo esta alinhado com o campo.

® A energia ¢ maxima quando campo e dipolo sdo antiparalelos

Assim, a tendéncia natural do
dipolo elétrico ¢ a de orientar-se no
sentido do campo aplicado, pois esta ¢ a
condi¢do em que a energia de interagdo ¢
minimizada.

Pode-se determinar a energia de
interacao entre dois dipdlos a partir das
Fig 2.19 Dipoles separados por uma distincia & Egs.(2.36) e (2.38). Considerando-se a
configuracdo ilustrada na Fig.2.19, ¢ facil
mostrar que a energia de interacdo ¢ da

forma,

U:%{B{;‘ﬁ o7} {5, 97)- 7 9 77)
P (2.39)
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2.5.3. Campo de uma distribuicio de dipolos - Vetor polarizagao

Considere-se o caso mais geral de uma
distribuicdo de dipolos em um determinado
volume ¥, conforme ilustrado na Fig.2.20. Esta ¢
a situagdo obtida, por exemplo, em meios
materiais isolantes neutros, cujo efeito elétrico
predominante ¢ aquele de seus dipolos
constituintes. Apesar da natureza discreta da
estrutura da matéria, do ponto de vista
macroscopico pode-se assumir que os dipolos
estejam distribuidos continuamente no interior do
volume V. Sob esse ponto de vista, utiliza-se a
descri¢cdo usual para o volume diferencial de um
meio material, ou seja, ele deve ser grande
comparado com distancias interatomicas, e ainda
assim pequeno comparado com a escala tipica de
variacdo das grandezas que definem o campo
eletrostatico.

o

Fig 2.20 Geometria para a determinacio
do campo da matéria polarizada

Para computar-se o momento de dipolo liquido em um dado volume diferencial dV' do
material localizado no vetor posi¢do X', introduz-se o vetor polarizacio P, definido pela relagio:

dr = Bz Y (2.40)

Da definicao dada pela Eq.(2.40), pode-se notar que a unidade SI dessa grandeza ¢ o C/m?.
Dessa expressdo, dado dV’ e o valor do vetor polarizagdo, obtém-se diretamente o momento de
dipolo liquido no volume diferencial. Assim, o vetor P ¢é uma grandeza do tipo densidade
volumétrica de dipolos, que fornece a magnitude, dire¢do e sentido do momento de dipolo liquido
em um volume diferencial dV. A menos da natureza vetorial, o vetor polarizacdo fornece uma
representacdo da densidade local de dipolos na matéria, tendo papel semelhante aquele
desempenhado pela densidade volumétrica de cargas ou monopolos em um objeto carregado.

Utilizando-se a Eq.(2.35), com o auxilio da Eq.(2.40), obtém-se a contribuicdo do volume
diferencial 4V’ para a fungdo potencial no ponto ¥, na forma
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apeli-2) _ PlE)elz - X
. 3

dmey | X - &

aD| %)= v

4 |§f—f’|3

e o potencial total naquele ponto ¢ obtido integrando-se as contribuicdes elementares sobre o

volume 7 ou scja, ) J;p‘(‘-) (2-2 )cfrf'

4mep| ¥ - X'| (2.41)

A Eq. (2.41) ¢ uma expressao simples que permite computar o potencial, e por conseguinte,
o campo elétrico da matéria polarizada. Existem materiais ferroeletricos que sdo capazes de reter
polarizagcdo, mesmo na auséncia de um campo aplicado. Os atomos ou moléculas destes materiais
formam dipolos permanentes que em principio sdo orientados aleatériamente devido as vibragdes
térmicas. Quando se aplica um campo no material, suficiente para vencer o efeito térmico, €
possivel obter-se alinhamento dos dipolos, que pode persistir mesmo na auséncia do campo
externo.

Exemplo 2.7: Campo de uma placa delgada
polarizada

1(0,0.2)

Como exemplo de determinagao da fungao
potencial e campo elétrico da matéria polarizada,
considere-se o caso do disco delgado polarizado
uniformemente, conforme ilustrado na Fig. 2.21, e
a determinacdo do potencial e vetor campo
elétrico em um ponto arbitrario do eixo z..

(.9)

Fig 221 Geometria para o Exemplo 27,

—_

Utilizando-se a Eq.(2.41), com P=ha, ,X=zd,  A'=rd., dVl=t'dr'dd tem-se

_. _ rr&"r]r'dr'— il £ rldr
dm 2P = 2 a2y
&0 z +7 )3 0 {z +r )3
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Realizando-se a integragao, obtém-se
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n
z _thz| 1 1

)- 48 ]
2gg (zz+r'2)”2a 259 | |2 [Zz +a2)”2

(%

Da expressado anterior, nota-se que o potencial no eixo z, apresenta os valores limites:

a) e >>a .

2 2
o(f)e 02| L1y o || thm __ »
2eg ||| [ell 222 )| Amenzle| dmepale]

onde, p representa 0 momento de dipolo do disco delgado. Uma inspecao da Eq.(2.35) indica que
essa ultima expressao representa, de fato, o potencial no eixo z produzido por um dipolo localizado
na origem.

by bl <=a.

O campo elétrico no eixo z ¢ obtido de:

£2 172
F=—79-a, 2 =2, iﬁn o’} [Z;i;(j?)wﬁ

ﬁPD fIE

=d,
e A2
L (z?'+a2)3

donde,

= 5 2
com P = fnd, [M f-).
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2.5.4. Cargas de polarizacio e relacées constitutivas em meios materiais

Uma questdo importante no estudo de
eletrostatica ¢ a determinacdo de campos na
presenga de meios materiais. Como discutido na
sec¢do anterior, dipolos na matéria fornecem uma
contribui¢do para o potencial eletrostatico e o
objetivo da presente analise ¢ caracterizar as
contribuicdes  advindas de  cargas  livres
(monopolos) e de cargas ligadas (dipolos). . Em
esséncia, um meio material pode ser caracterizado
eletricamente como formado por  dipolos e
monopolos, em suspen¢do no vdcuo.

Considere-se o volume V' do meio material
contendo uma distribui¢ao de dipolos, caracterizada
pelo vetor polarizagdo F, e uma distribui¢do de
cargas, caracterizada por uma densidade de cargas

livres Fi, conforme ilustrado na Fig.2.22 O

potencial eletrostatico observado no ponto ¥ ¢é
Fig 2,22 Geometria para o calcule da obtido por superposigdo utilizando-se as Eqgs.(2.20)
funcio potencial associada a um meio e (2.41), o que fornece,
material

o(7)- J' o (7 )ar +-['P“L?'}- (- 2)ar
- T = =3

 4m5|¥ - 7] Angy|X - X (2.42)
Na segunda integral da Eq.(2.42) pode-se utilizar a relagdo,

(Z-2) o 1

V' =
2- 71

com o operador 7" atuando apenas nas coordenadas do ponto X*. Com base nessa relacdo, a
dependéncia espacial do integrando do segundo termo da Eq.(2.42) pode ser posta na forma,

BERE-7) _ppnan| 1

£ - £
Fazendo-se uso da Eq.(1.31),

Telfd)=Ae T+ Ve
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ﬁ%if%_lﬂ
com as substituicdes, |X e , resulta em
BeYer| L |oge] PEL L 1 Lo p(z)
|z - % lE-%|) |x-x2

Inserindo-se esta ultima expressdo na Eq.(2.42) e arranjando-se os termos do segundo membro,
obtém-se,

®(E)=_I;[p (EI)_@-F(EI)]WIJFJ;LW' Bz .

4:n:a|:.|f— f| 41y |f—f|

A aplicagdo do teorema de Gauss, na segunda integral da expressdo anterior permite escrever a
funcao potencial na forma,

o) [ -7 e BZ)ar [ E(F)esas
{X)_ _L 4:IIED|E— f‘| i'{h—[ﬁu |,?—}f"| 043

onde # ¢ o vetor unitario normal dirigido para fora da superficie £ que limita o meio material,
conforme ilustrado na Fig.2.22.
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A Eq.(2.43) expressa a forma caracteristica com que o vetor polarizagdo, representativo do
meio material, contribui para a fun¢do potencial. O numerador do integrando do primeiro termo da
Eq.(2.43) representa uma densidade equivalente de cargas

Peq = Pr +Pp (2.44)

com a densidade de cargas ligadas [ definida por,

[y

pp=-VeF (2.45)

Com essa identificagdo, a contribui¢do do volume do material para o potencial ou campo

elétrico em um ponto do espago ¢ aquela proveniente da densidade equivalente de cargas, definida
pela Eq.(2.44).

A integral de superficie no segundo membro da Eq.(2.43) representa a contribuicao da

superficie do material para o potencial. O numerador do integrando desse termo equivale
eletricamente a uma densidade superficial de cargas ligadas

Pps = %4 (2.46)
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Com a introdug¢do da polarizacdo do material pode-se determinar de que forma esse
parametro deve ser levado em conta na forma diferencial da lei de Gauss, dada pela Eq.(2.30).
Notando-se que o segundo membro dessa equacao representa a densidade volumétrica de cargas,
com cargas livres e ligadas simultaneamente levadas em conta, com base na Eq.(2.44) pode-se
escrever a Eq.(2.30) na forma

Ve k= Peg
Inserindo-se a Eq.(2.44), com o auxilio da Eq.(2.45), na expressdo anterior obtém-se
TelegZ+5)=p,
Assim, a divergéncia do vetor
L=gpE+F (2.47)

depende apenas da densidade de cargas livres p;. Esse campo auxiliar ¢ denominado de vetor

densidade de fluxo elétrico, sendo medido em C/m? no sistema SI. Com a introducdo do vetor O,
a lei de Gauss em forma diferencial assume a forma

Vell=p (2.48)
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Com a introdugao do vetor densidade de fluxo elétrico, a eletrostatica fica descrita pelas
Egs.(2.48) e (2.31), levando-se em conta a relacdo constitutiva, dada pela Eq.(2.47), entre os

vetores £, Ee A vantagem de introduzir-se o vetor densidade de fluxo elétrico é que nesse
novo ponto de vista, a densidade de cargas que aparece em uma das equacdes de Maxwell,
representa apenas as cargas livres, com o efeito das cargas de polarizagdo sendo levado em conta na
Eq.(2.47). Observe-se que o vetor campo elétrico ¢ aquele que leva em conta todas as fontes de
carga possiveis na matéria, ou seja, livres ou ligadas. O vetor densidade de fluxo elétrico, por
outro lado, aparece como grandeza auxiliar, com divergéncia diretamente relacionada a densidade
de cargas livres, facilitando assim o tratamento das equagdes de Maxwell.

A titulo de ilustracdo, considerando-se o exemplo da placa polarizada ilustrada na Fig.2.19,
pode-se identificar os tipos de cargas ligadas ai presentes. Nota-se, por exemplo, que a densidade
volumétrica de cargas ligadas ¢ nula, dado que,

pp=-VeP=-Fe(Fa)=0

Existe no entanto carga ligada distribuida em partes da superficie da placa, conforme
discriminado a seguir:

e Tampa superior: Pps = Fody =1
e Tampa inferior: pps = Pol-d;)=-F
e Fita lateral de altura ¢: Pps = Folg )=10

http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap2.htm 41/50



13/03/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 02 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011

Ou seja, a placa delgada polarizada permanentemente ¢ equivalente, sob o ponto de vista da
eletrostatica, a dois discos uniformemente carregados, imersos no vacuo, com cargas de sinais
opostos e separados de uma distancia z.

2.5.5. Tipos de meios materiais
Meios lineares

Existem certos materiais cujos atomos ou moléculas constituintes possuem os centros de
carga positiva e negativa coincidentes, € consequentemente estes materiais s6 se polarizam na
presenca de um campo eletrostatico externamente aplicado. Quando um campo ¢ aplicado, induz-
se uma separacao de cargas que ¢ em primeira ordem proporcional a intensidade do campo.
Consequentemente, para essa classe de materiais, o vetor polarizagdo pode ser relacionado ao
campo interno através de uma relagao do tipo,

P=gy,E (2.49)

onde o parametro adimensional ¥, ¢ denominado de susceptibilidade elétrica. Esse parametro
depende essencialmente da composi¢do do material considerado. Materiais cuja relagdo entre F e

E obedece a Eq.(2.49), sio denominados de lineares. A relacdo entre 5 e & para meios lineares
¢ obtida combinando-se as Eqs.(2.47) e (2.49), resultando em

e

D=c& (2.50)

onde

e=rgpf{l+1.) 2.51)

¢ denominado de permissividade elétrica do material.
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Meios isotropicos e anisotropicos
Um meio ¢ eletricamente isotrépico quando suas propriedades dielétricas independem da
direcdo do campo aplicado. Em materiais lineares isotrépicos, valem as relagdes dadas pelas Eqs.
(2.49) e (2.50).
Existe no entanto uma classe importante de materiais em que a propriedade dielétrica em
uma dada dire¢do depende ndo s6 do campo aplicado nessa dire¢do, como também das outras

componentes de campo. Nestes materiais, denominados de anisotropicos, a relacdo entre
polarizacdo e campo aplicado assume a forma mais geral,

= EEI(IxxEx +11}IE_}I +IszzJ

% = ED{IyxEx +1nyy +1yzEz)

5 =g (L:xEx +13y5y +133E.&J

ou equivalentemente,
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P=giF (2.52)
£, 5
E=|E,| FP=|5
com, £, , Fle
I Xp X
i= Kpr Ap Xpe
Lex Xz Aa (2.53)

representando o tensor susceptibilidade elétrica.
Com base na Eq.(2.47), a relagdo entre os vetores 5 e & pode ser posta na forma matricial
D=%H (2.54)
com
=5(8+7) (2.55)

representando o tensor permissividade elétrica e =, a matriz identidade.
Meios homogéneos
Se além de linear e isotropico, o meio também for homogéneo, i.e., se suas propriedades

dielétricas independerem das coordenadas, as equacdes da eletrostatica podem ser escritas na
forma,

VxE= a,

VeE=ple
o que fornece

Vid=-pie

com E=-¥&d.

Essas relagdes mostram que o potencial eletrostdtico em um meio linear, homogéneo e
isotropico, satisfaz a Equacao de Poisson. O segundo membro dessa equacdo indica que no interior
de meios dielétricos, o potencial, e conseqiientemente o campo eletrostatico, produzidos por uma
distribui¢do de cargas livres o é enfraquecido por um fator £, = £/ &y, com respeito aqueles que
seriam produzidos pela mesma distribuicdo de cargas, na auséncia do material.
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Meios nao-lineares
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A estrutura de materiais ferroelétricos ¢ tal que seus a&tomos ou moléculas constituintes
exibem um momento de dipolo permanente. Na auséncia de um campo externo, vibragdes térmicas
mantém os dipolos orientados aleatoriamente, resultando em uma polarizagdo média nula. A
aplicacdo de um pequeno campo no material pode ser suficiente para vencer a barreira térmica
produzindo um alinhamento dos dipolos. O acoplamento dos dipolos devido aos campos dipolares
pode ser suficientemente forte, de forma que retirando-se o campo externo, o material seja capaz de
reter uma polarizacdo residual que s6 pode ser quebrada revertendo-se o campo externo, ou
aquecendo-se o material ou através de choques mecanicos. Materiais desse tipo, além de serem
capazes de reter polarizagdo permanente, exibem uma rela¢do niio linear entre campo e
polarizagdo. O tratamento de campos eletrostaticos na presenca de tais materiais ¢ feito utilizando-
se as equagOes da eletrostatica conjuntamente com a relagdo constitutiva mais geral expressa pela
Eq.(2.47).

2.6. Condicoes de Contorno

A

As equagdes de Maxwell,
bem como a equacdo de Poisson,
sdo equacdes diferenciais cujas
solucdes requerem o conhecimento
do comportamento dos campos nas
fronteiras da regido de interesse ou
mesmo na interface entre materiais
exibindo propriedades dielétricas
distintas. A forma como ¢ feita a
transicdo de campos entre meios
; distintos ¢ ditada pelas condi¢des

o de contorno examinadas a seguir.
Para isso, considere-se a interface
entre os meios 1 e 2 conforme
ilustrado na Fig.2.23. Nessa figura
estdo desenhados um cilindro
imaginario de altura Ak e area de
base AS, bem como um caminho
fechado C com segmentos de
dimensdes Al e Ah. Ambas as
figuras estdo parcialmente contidas
em cada meio. As grandezas de campo, na regido bem préxima a interface, sdo representadas pelos

Fig 2.23 Trecho da interface entre dois meios distintos e
geometria utilizada para a determinacio das condigdes

de contorne.

oo~

vetores [51,5'1) e (52:5'2}, nos meios 1 e 2, respectivamente. O vetor unitario tangente

interface é representado pelo parimetro f, com # representando o vetor unitario normal a
interface, dirigido do meio 1 para o meio 2.

Utilizando-se a lei de Gauss

DedS = | pav
=

com X correspondendo a superficie cilindrica mostrada na Fig.2.23, no limite em que Ak — 0,
obtém-se
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fim ;g }?ﬁ-dﬁﬁ (5, e— 5 0448 = AStm ,_yg{pisd)
E

No primeiro membro dessa ultima relacdo, utilizou-se o fato de a contribui¢do da superficie
lateral para o fluxo total tender a zero , no limite A2z — 0. No segundo membro, admitindo-se a

existéncia de uma densidade superficial de carga Fs, entdo,
lim 50 (phk) = p,

resultando na condi¢ao de contorno para o vetor densidade de fluxo elétrico,

(D1-Dy}eri=p; (2.56)
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A Eq.(2.56) indica que a componente normal do vetor densidade de fluxo elétrico é
descontinua se existir densidade superficial de carga na interface de separacio dos meios.
Essa situacao pode ocorrer, por exemplo, na interface entre meios condutores, ou naquela entre um
condutor ¢ um nao-condutor. Se ambos 0s meios sdo nao-condutores, entdo ;= 0, ¢ da Eq.(2.52),

conclui-se que a componente normal do vetor [ ¢ continua.

Aplicando-se a Eq.(2.24) para o caminho fechado mostrado na Fig.2.23, obtém-se
lim ;g ffé-.;ff: E wih] —E,eihl=10
Z

uma vez que a contribui¢do para a integral de linha dos segmentos normais a interface tende a zero
no limite A4 — 0. Assim,

{Ez —El)'f= 0

Essa ultima relacdo indica que a componente tangencial do vetor campo elétrico é
continua na interface entre dois meios quaisquer. Indica também que o vetor [Ez —El) ¢

perpendicular ao vetor i, ou equivalentemente, (EE - & )H Aie.,

Ax(B - F)=0 (2.57)

Um caso particular importante para as condi¢des de contorno dadas pelas Eqs.(2.56) e
(2.57) ocorre quando a fronteira de interesse ¢ formada entre um meio condutor e um meio isolante.
Como o campo no interior de um condutor € nulo no regime estatico, no meio isolante, os campos
assumem os seguintes valores na interface de separacao,

Dn:ps . Ef:[:l

Se 0 meio isolante for linear, entio £n =Ps /&,
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Problemas

2.1) Um fio retilineo semi-infinito tem carga uniformemente distribuida com densidade A
(C/m). Defina um sistema de coordenadas apropriado e determine o vetor campo elétrico no
plano perpendicular ao fio e que contenha uma de suas extremidades.

2.2) Carga ¢ distribuida com densidade pg = &k (C/m?), na superficie R=a ,a<0<n,0<¢<
2m. Determine:
a) a carga total na superficie
b) o vetor campo elétrico na origem.

2.3)  Carga ¢ distribuida com densidade pg = kcos0 (C/mz), na superficie R = a . Determine

a) a carga total na superficie.
b) o vetor campo elétrico na origem.

24) Uma carga puntiforme ¢ estd localizada na origem de um sistema de coordenadas.
Considere o cubo com vértices nos pontos:
(-1,-1,-1); (1,-1,-1); (-1,1,-1); (1,1,-1); (-1,-1,1); (1,-1,1); (-1,1,1); (1,1,1)
Determine o fluxo elétrico através da face do cubo definidapor {z=1,-1< x <1,-1< y <1}.

2.5)  Uma carga g esta localizada no ponto (0,0,0) e uma carga —¢, no ponto (0,2,0). Determine o
fluxo elétrico através da superficie definida pelas condigdes
{r=1,-1<x<1,-1< z<1},
admitindo que o vetor area diferencial associado a essa superficie aponte no sentido +y.

2.6) Um plano infinitamente extenso tem carga uniformemente distribuida com densidade pg =

k (C/mz). Uma carga puntiforme g esta localizada a uma altura # do plano. Admitindo que a
carga puntiforme ndo distorca a distribui¢do de cargas no plano, calcule a forca exercida pela
carga sobre o plano.

2.7) Dois fios retilineos, infinitamente longos e paralelos tém cargas distribuidas e localiza¢des
definidas pela tabela seguinte. Determine:
a) o vetor for¢a por unidade de comprimento exercida pelo fio 1 sobre o fio 2.
b) o vetor campo elétrico resultante no plano y=0 para os casos .| =L, € A; = —\y.

Fio Localizagao Densidade linear de carga(C/m)
1 x=0,y=—a A
2 x=0,y=a M
2.8) Carga ¢ distribuida na regido {r <a, —o < z <+ o}, com densidade p=k(r/a) (C/m3).

Determine o vetor campo elétrico dentro e fora da regido de carga.

2.9) Carga ¢ distribuida na regido a < R < b com densidade p=k(R/b) (C/m3). Determine:
a) acargatotal naregidoa<R<b.
b) o vetor campo elétrico nas regides, 0 <R<a,a<R<b eR>b.
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2.10) Considere a existéncia de uma carga puntiforme

QO imersa no vacuo e localizada no centro de um

cilindro imaginario de altura 2L e raio a. Determine

@ o fluxo elétrico através da superficie lateral do

A cilindro.

A

2.11) Considere a existéncia de uma distribui¢ao
uniforme de cargas f no interior da esfera de raio
. 2 b. Calcule a por¢do do fluxo elétrico para fora do

cilindro imagindrio de raio a e altura 2L que
atravessa suas tampas superior e inferior, admitindo
o cilindro imerso no interior da distribuicdo,
conforme ilustrado na figura.

\\“\'——'—""/ 2.12) Considere a existéncia de um campo elétrico no
espaco tridimensional, dado por,

- Encia,z}[]
Proh. 2.10 =
_Eﬂdz L Z <

a) qual a carga total envolvida por um cilindro imaginario de raio a e altura 2L , com eixo de
simetria sobre o eixo z e existente na regido -L <z < L.
b) que tipo de distribui¢ao produziria este campo e qual a sua localizagdao no espago?

2.13) Para a distribui¢do de carga definida
por:

0, adf 2
pz{ g

pu. |z|=di2

a)  determine o vetor campo elétrico em
todo o espaco.

b) faga um esboco da dependéncia em z
da(s) componente(s) do vetor campo
elétrico.

b

2.14) Carga ¢ distribuida em todo o
espaco com densidade volumétrica dada

3
por, F =Pn EEp [— i ), onde p (C/m3)

e a(l/m3) sdo constantes ¢ R mede a
distdincia de um ponto no espago a
origem. Determine o vetor campo
elétrico em todo o espago.

Po

.

Proh. 2.11 e e L
2.15) Uma distribuicdo estatica de cargas

F 3
o | - o =pp —expl- or?)
estd distribuida em todo o espaco com densidade volumétrica dada por, ol

b
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onde p (C/rn3) , O (1/m3) e a (m), sdo constantes e » mede a distdncia de um ponto sobre o
plano xy a origem. Determine o vetor campo elétrico em todo o espago.

2.16) Considere um fio finito de comprimento /, com densidade linear de carga constante em
todo fio. Defina um sistema de coordenadas adequado e determine a fungdo potencial e o vetor
campo elétrico produzidos por esta distribuicao.

2.17) Carga ¢ distribuida com densidade pg = kcos0 (C/m?), na superficie R = a . Determine:

a) o potencial eletrostatico em um ponto sobre o eixo z, interior ou exterior a esfera.
b) o vetor campo elétrico correspondente no eixo z.

2.18)  Considere um anel de cargas de raio @, com uma densidade linear uniforme A. Calcule o
trabalho realizado por um agente externo ficticio para trazer uma carga ¢ de um ponto
infinitamente distante até o centro do anel.

2.19)  Oito cargas puntiformes, cada uma com g coulombs, estdo dispostas nos vértices de um
cubo de lado a. Determine a energia potencial elétrica desse sistema de cargas.

2.20) Para a distribuicao de cargas da questdao anterior, qual seria o trabalho realizado por um
agente externo ficticio para trazer uma carga g de um ponto infinitamente distante, até o centro

do cubo?

2.21)  Carga ¢ distribuida uniformemente com densidade [y na regido definida pelas equacdes,
E=g, 0=0=7/2, onde g ¢ 8 sdo as coordenadas radial e polar no sistema de coordenadas
esféricas. Determine o potencial e o vetor campo elétrico sobre o eixo z. Qual a energia
necessaria para se trazer uma carga ¢ de um ponto remoto até o ponto de coordenadas, R=a,
g=107?

2.22)  Carga ¢ distribuida uniformemente com densidade [y no interior da regido definida pelas
equagoes, r =@, e —if2=z=]/2  onder e zsdo as coordenadas radial e axial no sistema de
coordenadas cilindricas. Determine o potencial € o vetor campo elétrico no eixo z.

2.23) Para a distribui¢do de cargas do problema anterior, qual a energia necessaria para se mover
uma carga de teste ¢ do centro da distribuicao até o ponto de coordenadas, » =0, z={/2?

2.24)  Considere uma casca esférica limitada pelas superficies R = a ¢ R = b, com b>a. Nessa
regido, carga ¢ distribuida uniformemente com densidade py (C/m®). Admitindo o ponto de

vista do campo, onde a energia eletrostatica ¢ considerada como distribuida no espacgo,
determine:
a) adensidade de energia eletrostatica nas regidoes R<a,a<R<beR>b.
b) as respectivas por¢des de energia eletrostatica contidas nas regides R<a,a<R<be R >
b
2.25) Considere um cilindro de altura /4 e raio @, exibindo um vetor

polarizagdo permanente dada por P= Fyiz , conforme ilustrado
na figura. Determine o potencial eletrostatico em um ponto sobre
o0 eixo z, dentro ou fora do cilindro.

2.26) Considere dois dipolos Z1 e P2, separados por uma distancia d, e # um vetor unitario
dirigido ao longo da linha de separagdo entre 1 e P2. Dado que os dipolos estdo alinhados

sobre retas paralelas, determine os angulos entre 1 e # de forma que a energia de interagdo
seja nula.
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= 2.27) Para o cilindro polarizado do problema 2.25, determine o
trabalho que seria realizado por um agente externo ficticio para

= transportar uma carga de teste g de um ponto no centro da tampa

. t inferior até um ponto no centro da tampa superior.

2.28) Uma esfera isolante de raio a, com centro na origem, ¢

h polarizada permanentemente com vetor polariza¢do constante F .
Determine os vetores campo elétrico e densidade de fluxo elétrico
na origem.

T T ,  2.29) O espaco entre duas superficies condutoras esféricas
P 0 concéntricas de raios a e b ¢ preenchido com um dielétrico de
\—‘_/ permissividade . Admitindo a esfera externa aterrada e a interna
submetida a um potencial V, determine as densidades superficiais

Proh. 1.25 de carga de polarizacao nas duas superficies do dielétrico.

-
=
a

2.30) Calcule os momentos de dipolo elétrico para o cilindro do
problema 2.25 e para a esfera do problema 2.28.

2.31) Para um conjunto de cargas discretas ¢q; (i=1,2,3,...N), localizadas nos pontos e
(i=1,2,3,...N), o momento de dipolo pode ser calculado da expressao

=1

e para uma distribui¢do continua de cargas definida pela fungdo densidade F’( _h) ocupando um
volume ¥V, o momento de dipolo pode ser calculado da relagao

5= Jl.:faffp[f)

Utilizando essas defini¢des determine os momentos de dipolo para os sistemas de cargas
mostrados na figura seguinte.
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