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5.1. Introducio

Neste capitulo sdo considerados os fendmenos originados por cargas em movimento
que produzem uma distribuicdo estacionaria de corrente. Esta situagdo ocorre quando a
densidade de carga ndo varia no tempo, e da equacdo da continuidade, resulta,

A divergéncia nula do vetor densidade de corrente implica que correntes estacionarias
obrigatoriamente circulam em caminhos ou circuitos fechados. O campo magnetostatico ¢
aquele produzido por estes tipos de distribuicao de corrente com a condigdo adicional que a
densidade de carga ¢ nula.
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Até o século XVIII o magnetismo era reconhecido como um fendmeno produzido por
alguns materiais, denominados genericamente de magnetos, que interagiam fortemente entre
si. A partir de observagdes experimentais, verificou-se que estes tipos de materiais também
podiam interagir com circuitos portadores de corrente elétrica. A evidéncia experimental na
época apontou para a conclusdo de que o efeito produzido pelos magnetos era essencialmente
originado por correntes atdmicas em movimento ordenado naqueles materiais. Sabe-se hoje
em dia,a partir da teoria quantica que o elétron e o proton possuem, além da massa e da carga,
o spin como propriedade intrinseca, cujo efeito ¢ contribuir para a natureza magnética de
alguns materiais.

A teoria necessaria para a descricdo da magnetostatica ¢ baseada em um conjunto de
leis experimentais, obtidas por Biot, Savart e Ampere no século XVIII. A partir de uma
variedade de experimentos, pode-se obter a relagdo existente entre forca magnética e os
parametros de circuitos portadores de corrente

5.2 For¢ca Magnetostatica e Densidade de Fluxo Magnético

Consideremos dois circuitos portadores de corrente conforme ilustrado na Fig.5.1.
Experimentalmente observa-se a existéncia de uma forga de interacdo de origem magnética,
se existirem correntes ndo-nulas, /; e I, circulando em ambos os circuitos. A forca

magnetostatica pode ser medida experimentalmente e o moédulo, dire¢do e sentido desta forga
podem ser determinados como funcdo de /; e I, e dos pardmetros geométricos caracterizando

cada circuito. Esta relacdo experimental pode ser matematicamente representada pela
superposi¢do de contribui¢des diferenciais, resultantes da interacdo envolvendo cada par de
elementos diferenciais de comprimento compondo cada circuito. Com base na Fig.5.1, a
forca magnetostatica diferencial E(dﬁiz ) , exercida pelo elemento diferencial &' do circuito
Cy sobre o elemento diferencial 4] do circuito Cy, com localizagdes definidas pelos vetores

posicdo F'e ¥, respectivamente, é dada por,

nod & (X - ) -

8(dF,) = 1l x

anl% - Zf
.IJ Ij.
3 4
X

Fig.5.1 Geometria utilizada para formulagdo matematica da lei de Biot-Savart
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O parametro () aparecendo na Eq.(5.1) representa a permeabilidade magnética do
vacuo, com valor derivado do sistema MKSC,

o = 4m-10°7 Wb/(Am).
O Weber (Wb) ¢ a unidade utilizada para medir fluxo magnético, podendo ser expresso

em termos das unidades fundamentais do sistema MKSC. A anélise dimensional da Eq.(5.1)
fornece,

[ Mewton) (meﬁo](sgg)
[ Comlomb)

Weber =

O termo entre colchetes no segundo membro da Eq.(5.1) depende apenas dos
parametros caracteristicos do circuito C; e representa a influéncia do elemento diferencial &
sobre elementos diferenciais do circuito C,. Definindo,

5 ug i 8 (% - &)
an % - 2

(o) (5.2)

a forga total exercida por C| sobre o elemento 47 € obtida de,

ARy = Il % B, (5.3

B = J.agl j;“”flafx}{ z) (7o) (5.4)
anl % - 2T

sendo deﬁnldo como o vetor densidade de fluxo magnético, que representa o campo ou
influéncia de origem magnética resultante de uma corrente circulante no circuito Cj.

Uma vez determinado & 1da Eq.(5.4), a forga total sobre C, € obtida por integragao da
Eq.(5.3), resultando em,

Fq = j;fgdfx B . (5.5)
G
O termo vetorial & 'X{X - & '} na Eq.(5.2) fornece a dire¢do e sentido do vetor &5

em cada ponto do espago, resultante da agdo isolada do elemento diferencial 8. A
orientacdo da diferencial do vetor densidade de fluxo magnético pode ser determinada de
forma simples utilizando a regra da mao direita, conforme ilustrado na Fig.5.2.

A Eq.(5.4) pode ser utilizada para determinacdo das propriedades magnéticas de
circuitos portadores de corrente de geometrias variadas, como ilustrado nos exemplos a

seguir.

Exemplo 5.1: Campo £ de um fio retilineo, infinitamente longo, percorrido por uma corrente
L
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1
Fig.5.2 Geometria para determinagdo do vetor de um fio infinitamente longo percorrido por uma corrente /.

Consideremos a situagdo ilustrada na Fig.5.2, que serve para auxiliar na determinagao
do vetor F nas proximidades de um fio retilineo longo, que pode ser uma por¢io de um
circuito fechado onde circula uma corrente /. Bem préximo ao fio, podemos fazer uso da
aproximag¢do matematica que considera o fio como tendo um comprimento infinito. Uso da
Eq. (5.4), e dos parametros ilustrados na Fig.5.2, fornece,

5. -|'+°°|.J.Df.:£z'cifz x [rd, —2'd,)
o dnpd, - 24,[
ol [*®  dzrdy

Can 4:!1:[3‘2 +2'2)3Jf2

Como no ponto de observagédo o vetor a¢ ¢ fixo tem-se que,

_ Ird, pte dz'
leil:l ¢-|'

313
47 —'=’C‘¢‘ril1:[:r"2 +z'2} '
Ap6s o calculo da integral , obtém-se,
= _ Hof .
B =—
27 “ .

A Eq.(5.6), mostra que o campo Fdo fio retilineo infinitamente longo varia
inversamente com a distancia medida no plano perpendicular ao fio e o sentido ¢ aquele do

vetor azimutal. As linhas de campo sdo portanto circunferéncias fechadas, conforme ilustrado
na Fig.5.3.
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Fig.5.3. Linhas de campo para um fio retilineo percorrido por corrente.
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Exemplo 5.2: Forca magnetostatica entre fios retilineos paralelos.
Uma vez determinado o campo & produzido pelo fio retilineo longo, pode-se
determinar, por exemplo, a forca magnetostatcia de interag@o entre fios retilineos dispostos

paralelamente entre si e separados por uma distancia d, conforme ilustrado na Fig.5.4. A
forga total em um trecho de comprimento dz do fio percorrido pela corrente /, ¢ obtida da Eq.

(5.5),
dFy = Idzd, % By

Da Eq.(5.6) e da Fig.5.4, o campo produzido pelo fio 1 sobre o fio 2, ¢ dado por,

=  Hgf .

B =—2:'3m; (-d,)
dfy __bohh .
iz 2nd Y

A expressdo anterior mostra que a forga ¢ atrativa se ambas as correntes fluem no
mesmo sentido, sendo repulsiva para sentidos opostos dos fluxos de corrente.
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Fig.5.4. Geometria utilizada para determinagdo da forga
magnetostatica de interacdo entre fios retilineos percorridos por
correntes elétricas.

Passamos agora a generalizacao da lei de Biot-Savart para situagdes em que a corrente
esteja distribuida em uma superficie ou volume. Se a corrente produzindo o campo estd
distribuida em uma superficie de forma arbitraria, conforme ilustrado na Fig.5.5a, com a
distribui¢do de corrente sendo descrita por um vetor densidade superficial de corrente &, a
integral de linha na Eq.(5.4) ¢ transformada em uma integracdo de superficie, a partir da
substitui¢ao

Il — EdS',
resultando em,

5 J'S.:fS' up & X))« [ - 1)

. 5.6
4n|x - xf 2
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S
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Fig.5.5. Geometrias utilizadas no calculo do vetor densidade de fluxo magnético a partir da lei de Biot-Savart,
para: (a) distribuigdo superficial e (b) distribuigdo volumétrica de corrente
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Se a corrente se distribui em um volume, e ¢ descrita por um vetor densidade de
corrente J, tal como ilustrado na Fig.5.5b, o segundo membro da Eq(5.7) ¢ transformado em

uma integral volumétrica, a partir da substituigao,

Il — T4,

fornecendo,

P =J' dV g XY« (X - &) | 57
¥

= )3
4n% - X
A forca magnetostatica para o caso de distribui¢des superficiais ou volumétricas de

corrente sob a agdo de um campo & pode ser generalizada da mesma forma, a partir da Eq.
(5.5), resultando em,

By = J-.:fS' RE)=B(xY, (5.8)

&

para distribui¢des superficiais e,

By = J-.:ﬂf' J(EY< 21, (5.9)
¥
para distribui¢des volumétricas.
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Exemplo 5.3: Campo de um plano com distribuicdo de corrente superficial:

Consideremos a situagao ilustrada na Fig.5.6, onde uma corrente superficial existe em
um plano infinitamente extenso. A densidade superficial de corrente é constante sobre o plano

e definida por, K= Kya, (4/m). A corrente total que atravessa o segmento ab mostrado na
Fig.5.5 ¢ dada por,

E:I_l.
Ly = _[ Zidi
il .

Se o segmento atravessado pela corrente ¢ paralelo ao eixo y, a por¢ao que atravessa

um comprimento dy ¢ simplesmente, &f = £pd¥ Do Exemplo 5.1, o campo diferencial
produzido pela corrente d, ¢ dado por,

_ wod!  zd, -y,

g8 =——————=|d, T/
2| =x - -
2:!1:(22 +y2) }m‘z - Y,

2

onde o produto vetorial no 2°. membro aponta na direcdo de 45 . Desenvolvendo a expressio
anterior, obtém-se,

. nodi{za, + v, ) N nokalza, + va, )

dy

2:!1:(22 + yz) - 2:!1:{22 + yz)

Fig.5.6. Geometria utilizada para o calculo do vetor densidade de fluxo magnético para uma distribui¢ao
superficial de corrente no plano z=0.
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O campo total ¢ portanto,
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Koy +m[ +.m)

—_ _Hof | . ' zdy p oy
2m e (z +y2:] e | o izz+_y2i : . izz+y2i '

O 2° termo do 2° membro envolve a integragdo de um fungio impar, sendo portanto
nulo. A primeira integral ¢ calculada a partir das substitui¢des,

y=ztand, dv ZZ(SECBJEQ?EL

|7

y—»—00, 80— -——_,

z 2
¥ —> 400, B%HE
z 2
fornecendo,
lel=
g5 = _Hofo . | 22 2 (secB)? @9 oy o |Z|
=—-—43
em Y _HE zz{secﬁ}l 2T ‘P
2 s
= I-LDKU |Z| -
= b =- —
2 =z 7

Da Eq.(5.7) conclui-se que o campo de um plano de corrente infinitamente extenso ¢é
constante em todo o espaco. Essa ¢ uma situacao obtida pela idealizagdo matematica de uma
distribuicao de corrente ocupando todo o plano z = 0, ndo podendo ser realizada fisicamente.
No entanto, os resultados aqui obtidos servem para descrever o comportamento do campo nas
proximidades de uma superficie de corrente. As linhas de campo sdo paralelas ao plano e
dispostas conforme ilustrado na Fig.5.7.

Z &
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Fig.5.7 Linhas de campo do vetor densidade de fluxo magnético produzido por um plano de corrente

5.3. Potencial Vetor Magnético

A lei de Coulomb ¢ a relagdo experimental da eletrostatica que permite obter
especificagdes para o divergente e rotational do campo eletrostatico de uma dada distribui¢ao
de cargas. No caso magnetostatico, a lei de Biot-Savart ¢ a relagdo experimental fundamental
a partir da qual pretende-se obter especificacdes para o divergente e rotacional do campo &
produzido por uma dada distribuicdo de corrente, especificacdes essas necessdrias para uma
completa obtencdo daquela grandeza, conforme determina o teorema de Helmhotz. Antes de
procedermos com o desenvolvimento das equacdes de Maxwell para a magnetostatica, vamos
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definir uma fung¢do potencial, auxiliar para a determinagdo do vetor &, tal como realizado no
caso eletrostatico onde se definiu o potencial escalar, ttil na determinagio de & .

Considerando a lei de Biot-Savart, na forma mais geral, dada pelo Eq.(5.9),
reproduzida a seguir,

oo [ A E) < (- F)
-ﬂﬂ—f WP : (5.7)

Como ja demonstrado no Capitulo 2, o fator no integrando,

(Z-2)
|1z }?3

pode ser obtido da operagdo gradiente,

E X|; ﬁ[lf—lf'll

onde o operador ‘x:}, atua sobre as variaveis que definem o vetor posi¢do ¥ . Portanto, a Eq.
(5.7) pode ser escrita na forma,

Fazendo uso da identidade vetorial,

ﬁx(ﬁ}:‘?fxf+ﬁx}?’

1
N
com, V= “’?(X) e |X_X|,tem-se que,
—E(E')xﬁ[_l_ :ﬁrx[f“ﬂ BRATIEY
|z - & x-x|) |x-X%

9

¢ notando que o vetor .X'¢é um pardmetro constante na operagdo diferencial do 2° membro da
expressao anterior, tem-se que,

‘?xj‘f‘):ﬁ

e o campo & pode ser posto na forma,

B[X) J- [T;EJ(;)]
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Como o operador ¥ ndo atua nas variaveis de integracdo, pode-se expressar a ultima
relacdo na forma,

Seoy = dV pg I
‘ﬂﬂ:?KLJﬂﬁgg%' (5.10)

O vetor resultante da integragdo do 2° membro da Eq.(5.12) ¢é definido como o
potencial vetor magnético,

Hrjzjfﬁﬂﬂﬂfj, (5.11)

que desempenha para a magnetostatica um papel semelhante aquele do potencial escalar no
caso eletrostatico, pois pode ser formalmente utilizado como passo intermediario na

determinagdo do campo £. Uma analise dimensional da Eq.(5.13) indica que o vetor A ¢é

medido em Wh/m no sistema MKSC. Uma vez determinado A, o vetor & ¢é obtido utilizando
a Eq.(5.10), ou equivalentemente,

F=Vxd. (5.12)

Apesar de ndo ter uma interpretacao fisica imediata tal como a relacdo direta entre
potencial eletrostatico e energia potencial elétrica, ¢ facil notar a forma com que cada
elemento de volume de uma distribui¢do de corrente contribui para a composicao do potencial
vetor magnético. Com base na Eq.(5.11), a contribui¢do de um elemento de volume 4V’ da
distribuicdo de corrente, definido pelo vetor posi¢dao F', & um vetor diferencial an[:X ),
tendo a mesma dire¢do e sentido do vetor “T(X ), como pode ser observado da Fig.5.8.
Conseqlientemente, se a distribui¢do ¢ formada por um vetor densidade de corrente que
aponte em uma unica dire¢do em todos os pontos da distribui¢do, tal como ocorre quando a
corrente gerando o campo percorre um fio retilineo, o potencial vetor resultante serd paralelo

ao vetor J que define a distribuigao.

http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap5.htm 11/40



18/01/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 05 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011

V. dA

X

Fig.5.8. Contribui¢cdo de um elemento diferencial de volume para o potencial vetor magnético.
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Se a distribuicdo de corrente ¢ localizada em uma superficie caracterizada por uma
densidade superficial de corrente &, faz-se a substitui¢do, JaF" — £ds", resultando em,

i o ds wklE
Afx) = .Lﬁ—(fl} | (5.13)

Para uma distribuicdo linear a substitui¢io Ja¥" —> Jdl ' fornece,

b poldl!
A(x)= ﬁ—ﬂﬁ— 7 (5.14)
[

Exemplo 5.4: Campo de um fio finito.

Consideremos a determinagdo do potencial vetor magnético para o fio finito
percorrido por uma corrente /, conforme ilustrado na Fig. 5.9. Neste exemplo, a distribui¢ao
de corrente ¢ linear e o vetor densidade de corrente aponta em uma unica diregdo, i.e., a
dire¢do z. Conseqiientemente, o potencial vetor em todo o espago ¢ paralelo ao eixo z, e pela
simetria da distribuicdo, o potencial vetor dependera apenas das coordenadas cilindricas 7 ¢ z.
Nestas condigdes, sem perda de generalidade, o potencial vetor pode ser calculado, por
exemplo, no plano x=0.
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Fig.5.9 Geometria utilizada para o calculo do potencial vetor de um fio finito.
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Considerando o ponto de observagdo de coordenadas (0,y,z), mostrado na Fig.5.9, uso
da Eq.(5.16) fornece,

—y

X=yd,+zd, X'=2d,, Idl'=1d'é, .

h - b -
H{E) _ I holdz'a, I Wy ldz'a, =4,
e S e

4n|¥ - X (=2

p :J' L fedz" _ uan' dz'
: a 471:[}:2 +|:z—z")2]”2 an a [y2+|: 2]”2 .

z—z"
A solugdo da ultima integral ¢ obtida através da substitui¢ao de variaveis,

-z =ytanc, de'= ylsec C:L)g.:fll,
e os limites de integragdo passam a ser,

fa-z [ Bz
051=tan . o =tan 3
¥
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Y e y{sec&]zd& i e {sect}i}l .:1!’02 i _
2" 47 202 41 sec 41 Secmf& i
oy y[1+{tan0£] ] Y

7 7712
|.L|:|f1 (SEEO&Q + tat Oﬂg] |.L|:|f1 ‘E:'_Z-I_[.y +|:EZ'—Z]| ]
1 = 11
4 47

A, = 17z

seC 4y + tan o a—z+[y2+{a;—z]2]

A expressao geral para o potencial vetor em coordenadas cilindricas, pode ser obtida
fazendo-se a substituigdo, ¥ — ¥, que fornece,

Mnfln b— z+[r +h— Z:IE]IIz

47 —z+[r +a ij]

4, = 173
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O vetor & ¢ obtido a partir da Eq.(5.12),

- = oL 84 .
E=Vwxd=a,—=5a,

Esta operagdo diferencial ¢ mais simplesmente realizada na expressao integral para 4,
que equivale a utilizacdo da lei de Biot-Savart, fornecendo,

b b
i dz' 7 & -1/2
= l';':' — T |-;|:| J- .:;Ez'—[yz +{z—z')2]
vl [_}’2 +(Z—Z') ] b h

X

Iy -3
_ ot J-ci'z y +{z 2}2]

Empregando-se a substitui¢do de varidveis ja utilizada anteriormente, resulta,

! %2 y(sec)z L d 2
E, :%(—y}.l. d— 5 :—.4[I diicosd
T &y v [sec o) s o

—

B, = —:LLI{SEHCIQ —senctl}

A generalizacdo deste ultimo resultado em coordenadas cilindricas ¢ obtida com o uso
das das substituicoes,

R —&x%.:i[p,noplanc::x:[],

com os angulos o] e a2 relacionados as coordenadas r e z pelas relagoes,
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-1 2 —Z -1 E:'—z
oy = tan . Ty = tan
F F

ca expressﬁo para 0 campo s¢ reduz a,

-
—

B="1

(sen Cfy — SEN &1)&4] '

3
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5.4 Equacoes de Maxwell para a Magnetostatica

5.4.1 Formulacao diferencial

De acordo com o teorema de Helmholtz, uma condi¢do necessaria para especificagdo
de um campo vetorial, ¢ o estabelecimento do divergente e rotational deste campo. Da Eq.
(5.12), e utilizando a identidade vetorial dada pela Eq.(1.33), obtém-se,

VeB=10. (5.13)

A Eq.(5.15) ¢ uma das equacdes de Maxwell para a magnetostatica e especifica que o
vetor densidade de fluxo magnético possui divergéncia nula, independentemente da forma da
distribuicao de corrente produzindo este campo. Comparando a presente situagdo com o caso
elétrico, onde conclui-se que a divergéncia do vetor campo elétrico em um determinado ponto
do espaco era uma medida da densidade de carga naquele ponto, a divergéncia nula do vetor
Z permite concluir que ndo existem cargas ou monopolos magnéticos na natureza, i.e., as

linhas de campo F formam curvas fechadas no espago.

Para obtencdo do rotacional do vetor &, consideremos novamente a Eq.(5.12), ¢ a
operacao,

ﬁxgzﬁx[ﬁxﬁ} .
Utilizando a identidade vetorial dada pela Eq.(1.39),1.e.,
v x(‘_x'r:'x ﬁ) = ﬁ'[‘?-ﬁ)— vid

2

vem,

FxB=V(7ed)-v24. (5.16)

Consideremos o primeiro termo do segundo membro da equagdo anterior. Utilizando a
Eq.(5.11), tem-se que,
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‘?-H:‘?-J- .::EV'M
y 4nE - X ,

e notatndo que o operador ¥ atua apenas sobre as coordenadas do vetor ¥, vem,

@} | (5.17)

|-

N L Y 7,
47 -

=l
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Uso da identidade vetorial dada pela Eq.(1.26) fornece,

R )

Como o operador ¥ ndo atua sobre as coordenadas do vetor X',
portanto,

ﬁ-{é—fgﬂ = j(*?')'ﬁ[w_lfﬂ _ (5.18)

Consideremos agora a operacao diferencial utilizando o operador V', na forma,

i) e g g

Como no caso magnetostatico, a distribui¢do de corrente ¢ considerada estacionaria, tem-se
que,

e F)=0

resultando em,

v[%] _ A Z)ew [L}:—;XJ |

A operacao diferencial no segundo membro da equagdo anterior pode ser escrita na
forma,

v{; _
5

fornecendo,

|
|
!
i
Pl
| —
Pl
_ -

http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap5.htm

16/40



18/01/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 05 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011
o e I D
Vol = |=-FX)e¥V| =—=| . (5.19)
X - & % - %

Comparando as Egs.(5.18) e (5.19), obtém-se,

lea) i

e inserindo este ultimo resultado na Eq.(5.19), resulta em,

Copyright Versao Impressa 1994 by Eduardo Fontana
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A integral de volume do segundo membro da expressao anterior € realizada em toda a
regido de existéncia da distribuicdo de corrente. Sendo X a superficie que limita este volume e
# 0 vetor unitario sobre X dirigido para fora do volume V, a aplica¢do do teorema de Gauss
na expressao integral anterior fornece,

Ted= —“—”fﬁ'—ﬁ'j{‘?‘)
=

No exterior do volume V" a densidade de corrente é nula. Portanto, a condigdo de
continuidade da componente normal do vetor .7 na superficie T implica em,

AeilE)=0
e conseqlientemente,

Ted=0 (5.20)

Considerando agora o segundo termo do segundo membro da Eq.(5.16), seja a
decomposicdo do vetor A em coordenadas cartesianas, i.e,

A=a, 4, +3,4, +3, 4,

0 que permite escrever,

ViA=a,Vi 4, +a,V¢ 4, +a,V0 4,

Decompondo o vetor .J na forma,

F=a,J, +d,J, +d,J

X ey &

pode-se expressar a Eq.(5.11) na forma,
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~ ~ 9 . 2 . .
Para obter uma expressio para a operagdo diferencial ¥~ (i =x, y, z), consideremos

a equacgao de Poisson para o potencial eletrostatico de uma distribuicao de cargas suspensa no
vacuo, conforme expressa pela Eq.(2.32),

. (2.32)

A soluc¢do integral da Eq.(2.32) é dada pela Eq.(2.20) foi obtida no Capitulo 2, i.e.,

o( %) :J- Fia A %)

A Eq.(2.20) pode ser transformada na Eq.(5.21) a partir das substitui¢des, £n P Ha,
I:'( X') — J!.(X') e "I:'(X) — _,ﬂq-(}f) . Fazendo estas mesmas substituigdes na Eq.(2.32),

resulta em,
V4 = i =
A=—ugd; . i=xpy.z2,
Somando as componentes vetoriais em cada membro da equacdo anterior, resulta em,
) ) . . . .
d, VoA, +d,V A + VA, = —ughd,J, +dyJy + 4T,
ou equivalentemente,

ViA=—pgJ

(5.22)

A Eq.(5.22) representa a equagdo diferencial para o potencial vetor magnético, tendo

como fonte o vetor densidade de corrente. Inserindo as Egs.(5.20) e (5.22) na Eq.(5.16),
obtém-se finalmente,

VxB=pgJ. (5.23)

Em resumo, as equagdes diferenciais de Maxwell para a magnetostatica obtidas para

distribuicdes de corrente estacionarias no vacuo, sdo dadas pelas Egs.(5.15) e (5.23),
reproduzidas a seguir,

(5.15)
kS (5.23)
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5.4.2 Formulac¢ao integral

A partir da lei de Biot-Savart, obteve-se duas equagdes diferenciais para o campo &
representadas pelas Egs. (5.15) e (5.23), que juntamente com a expressdo para a forca
magnetostatica sobre um volume diferencial de corrente, obtida da Eq.(5.9),

dFg = arr H{ X) < BlF) (5.24)
sdo suficientes para descrever a magnetostatica e os efeitos mecanicos de origem magnética.
Relagdes integrais podem ser obtidas a partir das equagdes diferenciais de Maxwell

pela aplicacdo dos teoremas da analise vetorial. Integrando ambos os membros da Eq.(5.15)
em um volume V arbitrario, obtém-se,

Idrfﬁ'-ﬁ:m
v ,

e utilizando o teorema de Gauss, obtém-se a lei de Gauss para o magnetismo,

fﬁ-d§=0. (5.25)

E
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A Eq.(5.25) expressa o fato de o fluxo magnético através de uma superficie fechada de
forma arbitraria ser sempre nulo, uma indicacdo da inexisténcia de monopo6los magnéticos na
natureza.

Seja agora um vetor area diferencial 45 de uma superficie aberta S, e a operagio
produto escalar deste elemento com cada termo da Eq.(5.23),

A58V x B=p T eds

Realizando a integragdao de ambos os membros da equagdo anterior na superficie S,
resulta,
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2 We—

dﬁ-‘?x?:un.l-fidﬁ
&

Aplicando o teorema de Stokes no primeiro membro da expressao anterior, obtém-se a
lei circuital de Ampére para o campo 5,

§§-df=uu.|.f-d§. (5.26)

[ &

Na Eq.(5.26) S é uma superficie aberta qualquer limitada pelo caminho C, este ultimo
sendo utilizado para o célculo da integral de linha do primeiro membro daquela equagao.
Conforme pode ser observado nas trés situacdes ilustradas na Fig.5.10 a integral de superficie
do segundo membro da Eq.(5.26) representa a corrente total envolvida pelo caminho C.

A Tabela 5.1 sumariza as equagdes de Maxwell para a magnetostatica nas formas
diferencial e integral.

I “

Fig.5.10. Aplicagdo da lei circuital de Ampere para trés caminhos fechados com localizagdes distintas
relativamente ao volume da distribuig¢do de corrente.

Tabela 5.1. Formas diferencial e integral das Eqs. de Maxwell para a magnetostatica de
distribuicoes de corrente no vacuo.

| Forma diferencial | Forma integral I
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Equacoes de Maxwell ) Equacoes de Maxwell
Cel=0 (5.15) %B-dﬁ.’zﬂ (5.25)
z
%E-dﬁ:unj-j-dﬁ (5.26)
VxB=pgd (5.23) - I3
Forc¢a magnética Forc¢a magnética
dFy = arr J{ &)« Bl %) (5.24) | fB= J-VﬂfV' H&)x 3(x) (5.9)

5.5 Solucio de Problemas em Magnetostatica com o Emprego da Formulac¢io Integral

Na presente Secdo examinaremos algumas situacdes favoraveis a aplicagdo da
equacdes integrais de Maxwell na determinagdo do campo 5. Como nesta formulagio, o
campo E aparece no integrando das equagdes, sua determinagdo so sera possivel quando a
distribuicdo de corrente apresentar um alto grau de simetria. A lei de Gauss para o
magnetismo em conjun¢do com a lei circuital de Ampere podem ser utilizadas para
determinar as componentes de campo existentes para uma dada distribuicdo de corrente.
Consideragdes de simetria permitem identificar a dependéncia destas componentes com as
coordenadas. A determinagdo explicita do vetor 5 ¢é feita com o uso da lei circuital de
Ampere, utilizando-se um caminho de integracdo na Eq.(5.26) que garanta que a componente
de campo correspondente seja constante sobre este caminho. Em resumo, o emprego desta
formulacao requer obtengao, a priori, de respostas as seguintes questoes:

Copyright Versao Impressa 1994 by Eduardo Fontana
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a) De que coordenadas o campo depende?
A resposta a esta questao pode ser obtida analizando-se a simetria da distribuigao.
b) Que componentes de campo estdo presentes?

A resposta a esta questao pode ser obtida aplicando-se as duas equagdes integrais de
Maxwell para o magnetismo. Obviamente a lei de Biot-Savart também permite determinar as

componentes de & produzidas por uma dada distribuigdo de corrente

Se a resposta a estas questdes impossibilitar a definicdo de um caminho simples de
integracdo na Eq.(5.26), deve-se fazer uso das equagdes diferenciais de Maxwell ou da lei de

Biot-Savart para determinagdo de 5. O uso da formulagdo integral ¢ ilustrado através dos
exemplos a seguir.

Exemplo 5.5: Campo £ de um fio infinitamente longo percorrido por uma corrente /.
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determinagdo do campo produzido pelo fio
infinitamente longo, analisado no Exemplo
5.1, e ilustrado na Fig.5.11. O campo & foi
determinado naquele exemplo pelo uso da lei
de Biot-Savart. No exemplo presente, iremos
ignorar a validade da lei de Biot-Savart e
utilizar as equacdes integrais de Maxwell,
juntamente com algumas consideragdes de

simetria para determinagdo do vetor & .
a) De que coordenadas o campo depende?

7 & Consideremos novamente a
I

¥

Z 4
|
|
|

Fig 511, Geometria wtilizada na determinagio

do campo E deum fio infinitamente longo.

Fig 512  Bupetficie gaussiana  para
aplicaco  da  lei de Ganss do
magnetismo.

Para determinar a dependéncia das componentes de campo com as coordenadas
consideremos inicialmente a simetria da distribui¢do. Como a distribuicdo de corrente possui
simetria azimutal, i.e., o vetor densidade de corrente ¢ independente da variavel azimutal,
rotacoes arbitrarias do fio em torno do seu eixo mantém inalteradas as componentes do campo
desta distribuicao. O fato do fio ser considerado infinitamente longo permite a realizagao de
operagdes de translagdo ao longo do eixo do fio sem modificag¢do da distribui¢ao de corrente e
mantendo, da mesma forma, inalteradas as componentes de campo presentes. Definindo-se
um sistema de coordenadas cilindricas com eixo z coincidente com o eixo do fio, pode-se
concluir que o campo deve depender apenas da coordenada r deste sistema.

Conseqiientemente, considera¢des de simetria permitem escrever o campo & na forma,

iy

B=5(rla, +Bylrla, +B,(ra,

b) Quais as componentes de campo estdo presentes?

Consideremos a aplicacdo da lei de Gauss para o magnetismo utilizando como
superficie gaussiana o cilindro imaginario ilustrado na Fig.5.12,
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}?B-dﬂ':ﬂ = J-E-ai'S+ IB-.::?S+J-B-.:1‘S=D
= z'=2 z'=5 r=r. .

O vetor area diferencial em cada trecho de superficie ¢ da forma
dS = r'df'dr'a, s'=z, &S =—r'd'dr'a, =z, dS=rdd'dz'é, ;=

o que fornece

§B-d§ J- J-.:ing J- J-.:id;,uB ., +J-.:;Ez'-|- rrdieg,
= J-r'.:fr'-ll.:f:b'ﬁ’z {r')— J-r'.:fr'-l-.:ftb'ﬂz () + B, [r)2mr(z —2;)
n n N N

=B (ri2mr(z; —z) =0 = B.(r)1=0

Portanto, com o uso da Eq.(5.27) mostrou-se que a componente radial do vetor § é
nula.
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Consideremos o caminho fechado retangular ilustrado na Fig.5.13. Aplicando a lei
circuital de Ampeére para esse caminho e notando que a corrente envolvida ¢ nula, tem-se que,

2 L | 21 by
:fﬁ-df:ﬂ = J.E(rg)-ciz'ciz+ J-E(r')-cir'af,.+J-§(r1)-c£z'ciz+.|-§(r']-dr'ci,.
Z 2 * 23 "1
" n
=8,(n)- 8.0z -2) + IB,.(r')dr'—J-B,. (*dr'= 0
Fa Fa

= [EE(@)—BZ(q)](zz—zl):U = Bz(@}:ﬂz(q} = 5, = constante

Ou seja, a lei circuital de Ampere nos permite concluir que a componente axial do
campo Z deve ser constante. No entanto, como a distribui¢do é localizada e finita em » = 0,
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fisicamente o campo deve tender a zero com r —
o . Conseqiientemente, a componente axial do
campo deve ser nula em todo o espago. Vale
observar, que uma componente constante do
campo ¢ sempre uma solucdo matematica das
equagdes diferenciais de Maxwell e a existéncia
ou ndo desta possivel componente deve ser
determinada a partir de consideracdes fisicas. A
unica possibilidade de se obter um campo
constante em todo o espaco ocorre para o caso de
uma distribui¢do cuja corrente total € infinita,
sendo esta no entanto uma situacdo fisicamente
nao realizavel.

A partir das consideragdes anteriores
conclui-se que o campo E ¢ da forma,

| Para obtengdao da componente azimutal do
| vetor &, utilizamos a lei de Ampére ¢ um
Fig.5.13 Caminho retangular fechado para  caminho por sobre o qual o vetor F seja
aplicagio dalei circuital de Ampére. constante. O caminho ¢ uma circunferéncia de raio
r, conforme ilustrado na Fig.5.14, e que envolve a
distribuicao de corrente. Para este caminho tem-se que,

Bed =Hp f-d§=unf
Z &
Utilizando & = rd¢'dy {':' = ¢'52ﬂ} , resulta,

2n 2n
. : Hod
.|.B¢[rjrci¢ =pgl = 3¢(rjr.|..:f¢ =gl = Bylr) =$
0 0 ,
= _ Hod |
= F=-L
27[:"% ,

que corresponde ao resultado obtido no Exemplo 5.1.
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E facil verificar que se o fio considerado exibir um raio a e uma distribui¢do de

corrente uniforme em seu interior com vetor densidade de corrente, v = Jnd; , o campo obtido
sera dado por,

http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap5.htm 24/40



18/01/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 05 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011

J
~ HDTD?"% , PR
5= S
|-LI32EI P =]
r

Exemplo 5.6: Campo de um plano infinito
percorrido por corrente de superficie

Consideremos a situagao ilustrada na
Fig.5.15a, onde uma corrente de superficie
existe em um plano infinitamente extenso.
Como a geometria apresenta simetria de
translagdo ao longo da diregdes x e y, o campo
ndo depende destas coordenadas. Para
determinagdo das componentes de campo
presentes, consideramos a contribuicdo para o
campo de dois elementos de corrente d/; e dI,

eqiiidistantes de um ponto na regido z > 0. A

soma das contribui¢des resulta em um vetor

dE paralelo ao plano com o sentido indicado

| na figura. Aplicando o mesmo conceito para a

| determina¢do da componente de campo na

Fig. 514 Caminho wiilizado na determinagio  regijo z < 0, conclui-se que o vetor campo

do campo pela lei de Ampere. resultante da combinacdo de duas fitas de

corrente  simetricamente  localizadas com

respeito ao plano y = 0, ¢ dirigido em sentido contrario aquele obtido na regido z > 0.

Combinando elementos de corrente dois a dois, sobre todo o plano de corrente, concluimos
portanto que o vetor & resultante deve ser da forma,

5_ Bly{z]afy, pataz =0
—5'},{2}“‘;IJ . pataz <0

Fig.5.15 Plano infinitamente extenso percorrido por corrente de superficie.
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Considerando a Fig.5.15b, a aplicacao da lei circuital de Ampeére para o caminho
fechado ai indicado fornece,

%E-af:m = J.E-afh J.E-df+ Iﬁ-dh IE-dE:D

o o Cy s Cy
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Notando que sobre C, e C4 a integral de linha ¢ nula, resulta,

J'gy(zl)dﬁ J'gy(zz)dﬁo = 5, (0} 1)~ B, () )= 0

B, (z ] = B, (22) = 5, = constante

Concluimos portanto que a componente do campo ¢é constante na regido z > 0,
mudando de sinal na regido z < 0.

Para determinar a magnitude do campo, utilizamos o caminho mostrado na Fig. 5.15¢,
para a aplicacdo da lei circuital de Ampére, onde os segmentos paralelos ao plano, sdo

escolhidos sobre as retas (0,0,z) e (0,0,—z), com z > 0, resultando em,

fﬁ-.ﬂ‘: uu.l.f-ﬁdf

o o]

b

onde £} é o caminho sobre o plano, atravessado pelo vetor densidade superficial de corrente
£, e # é o vetor normal aquele caminho. No caso presente, temos,

J1 Ja F12
§§-cﬂd= J-BJ, {2)dy + J-BJ, (- z)dy = un.l.fidy&y
< Ja 21 » )

Utilizando a condi¢do B (—z) = —B,(z), tem-se que,

F1 Ha Fa

_[By (2)dy - J'By (2)dy = U-DJ. Kay edva, = 2B,(2){y -} =1oklys - )

Ja »l »l ,

I
_ —MDE ci},,paraz::-[]
= H=
Mok |
5 dy paraz <[
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E importante observar que as situagdes ilustradas nos Exemplos 5.5 ¢ 5.6, sio apenas
idealizagdes matematicas que servem de ajuda para a determinagdo de campos nas
proximidades da distribui¢do de corrente considerada em uma primeira aproximacao. Isso
porque, fisicamente, ndo existem distribui¢des de corrente que se estendam em todo o espaco
em uma ou duas dimensdes. No caso do plano de corrente, obtivemos um campo constante
em todo o espago pois o plano se estende infinitamente em duas dimensdes comportando
portanto uma corrente total infinita.

Em situagdes fisicas, a distribuicdo de corrente ¢ sempre localizada em uma regido
finita, ¢ como conseqiiéncia, o campo de distribuigdes fisicas deve decair a zero longe da
distribuicao. Pode se mostrar que o campo distante de uma distribui¢ao de corrente localizada

em uma regido finita decai pelo menos com 1/R? , onde R ¢ a distAncia do centro da
distribuig¢do de corrente até o ponto de observacao.

5.6 Dipolo Magnético

Como segunda aplicacdo da determinagdo do campo de distribuicdes de corrente,
vamos considerar, o campo produzido por uma espira circular percorrida por uma corrente /,
conforme ilustrado na Fig. 5.16. A determinacdo do campo dessa distribuicdo serve como
modelo para a determinag@o do campo magnético de atomos, onde a distribuicdo de corrente
representa o efeito do movimento dos elétrons ao redor do nucleo. Primeiramente
determinaremos o potencial vetor da distribuicdo, e em seguida, o vetor densidade de fluxo
magnético.
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Fig.5.16. Geometria para o calculo do campo de um dip6lo magnético.

O potencial vetor, ¢ obtido da Eq.(5.11),

iz J. ar g J(¥) (5.11)

2l i o

que para o caso de uma corrente filamentar, se reduz a,

o l
A(7)- jZ ol
c4nX- x|
Para o calculo da ultima expressdo integral, o vetor & ' é decomposto em coordenadas

cartesianas,
dl'= add' dy = cxci¢'[{&¢- '&xkx +(&¢,- '&yk}' ]: cxcfd,‘l'[—sen ¢'d, +eoosd'd, ]’

e a distncia que aparece no denominador € expressa na forma,

%~ xf= [z - 2)e(z- 2]
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Da Fig.5.16, tem-se que,

X-X'=Rip-ad,,
logo,
(X - Z)e{X- )= R* +a* - 2aRiy d,

Utilizando o vetor unitario #xindicado na Fig.5.13 vem,
dp=rsentd, +costd, = dp®d, =senba, » 4, = senﬁcos{dp— dp')
|jf - }_f'| = [Rz +a® — 2aR sen E'l:os(dp - ¢I}]1:g
in

i i —zend'a, +oosd'd, |dY
ﬂ{X): L;D;J. 5 [ 5 y) T2
d [R +a —EaRsenBcos{cb—cb” '

Antes de prosseguirmos, vamos determinar que componentes do vetor A estdo
presentes. Da Fig. 5.17, mostramos qualitativamente qual seria a orientagio do vetor 4, em
um plano de observagdo arbitrdrio que intercepta a espira circular perpendicularmente,
passando pelo centro da espira. Qualquer que seja a escolha do plano de observagdo, a soma
das contribuicdes para a integral, de elementos de corrente diferenciais produz um vetor A

resultante orientado perpendicularmente ao plano de observacdo. Conseqiientemente, o
potencial vetor apos integracdo devera formar linhas circunferenciais fechadas, ou seja, so
possuira a componente azimutal.

vista superior do
plano do anel fﬂ

Xy

e
dA, +dd,

I
D

_>
Idl

Fig.5.17. Contribuicao de dois elementos de corrente para o vetor dd .

A expressao integral para o vetor A pode ser obtida rigorosamente utilizando-se
técnicas de expansdo de fungdes em harmdnicos esféricos. No caso presente, vamos obter o

vetor 4 para o caso especial em que se observa o efeito do dipdlo a distancias grandes
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comparadas com as dimensdes da distribui¢do, ou seja, na aproximacdo R >> a. Neste
caso, temos,

2n
= 172
H(X): Lt'i'ﬁ-l.(— sen §'d, +roos ¢'afy IRE +a® - 2aR sen Bcos[d,‘l— d,'J']T '
T
n
e 1-112
la . — 2afsen Qcos ,
:L;D—ﬂ (—sen¢ax+cos¢ {1+ 2 (- 4) di
) i
2m
g fa . & —Ec;tf?.sanﬁcos[d) d,'J]I \
— + 1- o
e Jl[ sen §'d, +cos ¢'d, 72 | ¢
N
2m
|_L|:|f|:1 -
=R (—sen¢ax+c:os¢cz 1-
N
an
fa . AU Y- I N
+in—m (—sen¢Jax+cos¢ay}EmnBcos{cb—cb}dcb
N
2n
2
_.LLDI':I 1 1 a 1
= —snd'd +cos¢'d - d
411:}?:_'-( ¥ ¢~”{ 2R3]¢
0
anm
+“'3f“2 (- sen ¢'a, +cos ¢/, Jsen Bros(p— oMY
oy, sen ¢'dy +cos ¢'dy Jsen Boos
N

A primeira integral da expressdo anterior ¢ nula e da Segunda obtém-se

-{-)_ |_1.|:,fc;1:2 sen B

A )= 12 (—a:’fxsnand,‘)+.::t’7~:IJ Cos dp)

Notemos que a combinacdo linear de vetores entre colchetes ¢ exatamente o vetor
unitario azimutal no ponto de observagdo com coordenadas esféricas (R, 0, ¢), e portanto,

2 .
~r=y  Hpda” sen 8dy
Ax)- AR (5.27)

Ou seja, como afirmado anteriormente, as linhas de campo do potencial vetor sdo
circunferéncias fechadas, e a magnitude independe da coordenada ¢ do ponto de observagao.

O momento de dipo6lo de uma distribui¢do de corrente ¢ definido pela relagao,

v (Amp/mz) (5.28)
Para uma distribuicao filamentar de corrente, a Eq.(5.28) reduz-se a
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(5.292)

Copyright Versdo Impressa 1994 by Eduardo Fontana
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A generalizacao da Eq.(5.29) para distribuicdes superficiais e volumétricas de corrente
¢ obtida através das respectivas substituigoes Il — EdS e 1dl'— JdV, resultando em

7= %If‘xfa‘g'
I , (5.29b)
para correntes distribuidas sobre uma area S e
- 1 h 2l s0m
= EIX'XUHV
¥ (5.29¢)

Para a espira circular mostrada na Fig.5.16 , X'= ad, , @ '=add'dy Utilizando a Eq.
(5.29a) vem

an n
. f,:zz . . \ fﬂz . . N
I PR
0 0

Notando que,

SiIl Bfiq:l = ﬂz X&R

resulta,
_;ﬂ. _ LLDP:?"E ® &R
47R? (5.30)

Da Eq.(5.30), nota-se que, a menos da natureza vetorial, a expressao para o potencial
vetor longe do dipolo ¢ semelhante aquela para o potencial escalar do dipolo elétrico. Ou

seja, a dependéncia é do tipo 1/R? e o numerador contém um termo proporcional a
magnitude do momento de dipolo. E importante observar também que devido a ndo
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existéncia de monopolos magnéticos, a dependéncia de mais baixa ordem que pode ser obtida

para o vetor A produzido por uma distribui¢do de corrente localizada, deve ser do tipo 1/R2.
No caso eletrostatico, devido a existéncia de monopolos elétricos (cargas isoladas), a
dependéncia de mais baixa ordem para a fungdo potencial eletrostatico ¢ do tipo 1/R.
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O vetor densidade de fluxo magnético, ¢ obtido de,

B:‘;_-}-Xﬁ

Realizando-se as operagdes de diferenciagdo, o vetor & pode ser expresso na forma

5= 0 [3(meaglip -
3—41@23 [3(7 e aglag — ] (5.31)

Comparando com a expressdo para o campo eletrostatico a grandes distdncias de um
dipolo elétrico,

B=—L1 _[d5eagky- 7]

vemos que a configuragdo de linhas de 5 ¢ idéntica aquela obtida para as linhas de campo
associadas ao vetor .

5.7 Campo de uma Distribuicao de Dipolos
5.7.1 Vetor Magnetiza¢io

Considere-se o caso mais geral de
uma distribuicdo de dipolos em um
determinado volume V, conforme ilustrado
na Fig.5.18. Apesar da natureza discreta da
estrutura da matéria, do ponto de vista

o

dﬁ =_}jl,{f};"} A macroscopico pode-se assumir que O0S
: dipolos estejam distribuidos continuamente
A0 no interior do volume V. Sob esse ponto de

vista, utiliza-se a descricdo usual para o
volume diferencial de um meio material, ou
seja, ele deve ser grande comparado com
distancias interatOmicas, e ainda assim
pequeno comparado com a escala tipica de
variagdo das grandezas que definem o
campo eletrostatico.

Para computar-se o momento de

Fig 518 Geometria para a  determinacio do dipolo liquido em um dado volume

catpo da matéria polarizads.
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diferencial dV' do material localizado no vetor posi¢do E*, introduz-se o vetor magnetizagio
M, definido pela relagio:

= (2 (5.32)

Da defini¢dao dada pela Eq.(2.40), pode-se notar que a unidade S7 dessa grandeza ¢ o
A/m . Dessa expressdo, dado dV’ e o valor do vetor magnetizagdo, obtém-se diretamente o

momento de dipolo liquido no volume diferencial. Assim, o vetor Af ¢ uma grandeza do tipo
densidade volumétrica de dipolos, que fornece a magnitude, direcdo e sentido do momento de
dipolo liquido em um volume diferencial dV. A menos da natureza vetorial, o vetor
magnetizacdo fornece uma representacdo da densidade local de dipolos na matéria, tendo
papel semelhante aquele desempenhado pela densidade de corrente em um meio condutor.

Utilizando-se a Eq.(5.30), com o auxilio da Eq.(2.32), obtém-se a contribuicdo do
volume diferencial dV’ para o potencial vetor no ponto ¥, na forma

(7= y XEX—:&;') . HEE-2)
4% - Z|

e o potencial total naquele ponto ¢ obtido integrando-se as contribui¢des elementares sobre o
volume V, ou seja,

Fiial I-LDH[EI)X[*?_F)QW.
i '[’ ant - 2f (5.33)

A Eq. (5.33) é uma expressao que permite computar o potencial, € por conseguinte, o

vetor 5 da matéria magnetizada. Existem materiais ferromagnéticos que sdo capazes de reter
magnetizacdo, mesmo na auséncia de um campo aplicado. Os atomos ou moléculas desses
materiais formam dipolos permanentes que em principio sao orientados aleatoriamente devido
as vibragdes térmicas. Quando se aplica um campo no material, suficiente para vencer o efeito
térmico, ¢ possivel obter-se alinhamento dos dipolos, que pode persistir mesmo na auséncia
do campo externo.
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2.5.4. Correntes de magnetizacio e vetor campo magnético

Uma questdo importante no estudo de magnetostatica ¢ a determinag¢do de campos na
presenca de meios materiais. Como discutido na se¢do anterior, dipolos magnéticos na
matéria fornecem uma contribui¢ao para o potencial vetor e o objetivo da presente analise ¢
caracterizar as contribuicdes advindas de correntes livre e de correntes atdmicas, ou seja,
aquelas ligadas aos atomos ou moléculas . Em esséncia, um meio material pode ser
caracterizado magneticamente como formado por dipolos magnéticos e correntes livres em
suspeng¢do no vdcuo.
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Considere-se o volume V' do meio
material contendo uma distribuicdo de
dipolos, caracterizada pelo vetor

magnetizacgio A, e pela distribuicio de
corrente livre ¥ I, conforme ilustrado na
Fig.5.19. O potencial vetor observado no
ponto X ¢é obtido por superposicdo
utilizando-se as Eqgs.(5.11) e (5.33), o que
fornece,

Fig 519 Geometria para o cdleulo da fungio
potenicial associada aum medo waterial

ﬁ@ﬁIWﬂ@%V iwﬂ@%@;EMV

i -F] T alzoaf

(5.34)
Na segunda integral da Eq.(5.34) pode-se utilizar a relagdo,

(2-2) _ 5 1
-z ([F-F

com o operador ¥ atuando apenas nas coordenadas do ponto .E*. Com base nessa relagio, a
dependéncia espacial do integrando do segundo termo da Eq.(2.42) pode ser posta na forma,

HEPE-Z)_ pteherr| L
|z - 21 Z-%
Fazendo-se uso da Eq.(1.31),
Tx{fl)=—AxT7+ 7 x A
A=M, f—— ! —
com as substitui¢des, |X_ = , resulta em
bl _Rﬂ:_lﬂﬁxmfy@xﬁgi
Z-2) |2~ A 2~ 7|
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Inserindo-se esta ultima expressao na Eq.(5.34) e arranjando-se os termos do segundo
membro, obtém-se,

O R E o (Lo

474,?—551 41 |X—X'

A aplicagao da identidade vetorial dada pela Eq.(1.49) na segunda integral da
expressao anterior permite escrever o potencial vetor na forma,

iz)- | M 7,2+ 7 i (2] s (@)
y o AmE- X 4m|% - %
(5.35)

onde # ¢ o vetor unitario normal dirigido para fora da superficie X que limita o meio material,
conforme ilustrado na Fig.5.19.
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A Eq.(5.35) expressa a forma -caracteristica com que o vetor magnetizacao,
representativo do meio material, contribui para o potencial vetor. O numerador do integrando
do primeiro termo da Eq.(5.35) representa uma densidade de corrente equivalente,

Teq = J1 + T (5.36)

com a densidade de corrente de magnetizacio Jm definida a partir da Eq.(5.35), i.e,

T =7 x4 (5.37)

Com essa identificacdo, a contribui¢do do volume do material para o potencial vetor
ou equivalentemente, para o o vetor densidade de fluxo magnético, em um ponto do espago ¢
aquela proveniente da densidade equivalente de cargas, definida pela Eq.(5.36).

A integral de superficie no segundo membro da Eq.(2.43) representa a contribui¢do da
superficie do material para o potencial vetor. O numerador do integrando desse termo
equivale magneticamente a uma densidade superficial corrente de magnetizacio,

Ey=Mxh (5.38)

2

Com a introdugdo da magnetizagdo do material pode-se determinar de que forma esse
parametro deve ser levado em conta na forma diferencial da lei de Ampére, dada pela Eq.
(5.23). Notando-se que o segundo membro dessa equagdo representa a densidade de
corrente, com correntes livres e dipolares simultaneamente levadas em conta, com base na
Eq.(5.36) pode-se escrever a Eq.(5.23) na forma

VxB= I-J-Eljeg
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Inserindo-se a Eq.(5.36), com o auxilio da Eq.(5.37), na expressdo anterior obtém-se
7 x (B gt )= e,
Dessa ultima expressdo, pode-se definir uma grandeza de campo auxiliar, cuja equacao

fica expressa inteiramente em termos da densidade de corrente livre. Basta notar que o
rotacional do vetor

.
Hn

H=

depende apenas da densidade de corrente livre Ji . Esse novo campo auxiliar ¢ denominado
de vetor campo magnético, sendo medido em A/m no sistema SI. Com a introdugdo do vetor
&, alei de Ampére em forma diferencial assume a forma

—

Ve =Jp (5.40)

—y

com os vetores &, 5 e iif, satisfazendo a relacdo constitutiva

B =pold + i) (5.41)

Com a introdugdo do vetor campo magnético, a magnetostatica fica descrita pelas Eqgs.
(5.15) e (5.40), levando-se em conta a relagdo constitutiva, dada pela Eq.(2.41), entre os

vetores &, F e #f. A vantagem de introduzir-se o vetor campo magnético na formulagio é
que nesse novo ponto de vista, a densidade de corrente que aparece na lei de Ampeére,
representa apenas o movimento dos portadores livres no material, com o efeito das correntes
atdmicas ou moleculares sendo levado em conta na Eq.(5.41). Observe-se que o vetor
densidade de fluxo magnético € aquele que leva em conta todas as fontes de carga possiveis
na matéria, ou seja, livres ou ligadas. O vetor campo magnético, por outro lado, aparece
como grandeza auxiliar, com rotacional diretamente relacionado a densidade de corrente livre,
facilitando assim o tratamento das equagdes de Maxwell.
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5.8 Tipos de meios materiais

5.8.1 Meios lineares

Existem certos materiais que ndo exibem momento de dipolo liquido na auséncia de
um campo aplicado. Na presenca de um estimulo magnético, correntes atdmicas sao induzidas
nos atomos ou moléculas. Materiais diamagnéticos sdo aqueles cuja corrente induzida tende a
produzir um campo de reacdo que se opde ao campo externamente aplicado. Em materiais
paramagnéticos a magnetizagao induzida se da com refor¢co do campo aplicado. Em ambas as
classes de materiais, a magnetizagdo ¢ linearmente relacionada com o campo aplicado por
uma relacao do tipo
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M=y,H (5.42)

com y¥;; < 0 para materiais diamagnéticos e y;; > 0 para materiais paramagnéticos. Esse
parametro ¢ denominado de susceptibilidade magnética e é adimensional.

Assim, em meios lineares, diamagnéticos ou paramagnéticos, as Eqs.(5.41) e (5.42)
permitem obter a relagdo de linearidade entre os vetores & e &,

B=ud (5.43)
onde
w=pg{l+ 1, ) (5.44)

¢ denominado de permeabilidade magnética do material. Note-se que Wipg =1 para

materiais diamagnéticos e Wipg =1 para materiais paramagnéticos.

5.8.2 Meios nao-lineares

A estrutura de materiais ferromagnéticos ¢ tal que seus atomos ou moléculas
constituintes exibem um momento de dipolo permanente. Na auséncia de um campo externo,
vibragdes térmicas mantém os dipolos orientados aleatoriamente, resultando em uma
magnetizacdo média nula. A aplicagdo de um pequeno campo no material pode ser suficiente
para vencer a barreira térmica produzindo um alinhamento dos dipolos. O acoplamento dos
dipolos devido aos campos dipolares pode ser suficientemente forte, de forma que retirando-
se 0 campo externo, o material seja capaz de reter uma magnetizagdo residual que s6 pode ser
quebrada revertendo-se o campo externo, ou aquecendo-se o material ou através de choques
mecanicos. Materiais desse tipo, além de serem capazes de reter magnetizacdo permanente,
exibem uma rela¢do ndo linear entre campo e magnetizacdo. O tratamento de campos
magnéticos na presenca de tais materiais ¢ feito utilizando-se as equagdes da magnetostatica
conjuntamente com a relacao constitutiva mais geral expressa pela Eq.(5.41).
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5.9 Condicoes de Contorno

A forma como ¢ feita a transicdo de campos entre meios distintos ¢ ditada pelas
condi¢des de contorno examinadas a seguir. Para isso, considere-se a interface entre os meios
1 e 2 conforme ilustrado na Fig.5.20. Nessa figura estdo desenhados um cilindro imaginario
de altura Ak e area de base AS, bem como um caminho fechado C com segmentos de
dimensdes Al e Ah. Ambas as figuras estdo parcialmente contidas em cada meio. As

N e

grandezas de campo, na regido bem proxima a interface, sdo representadas pelos vetores

(Hl : 31) e {H 2.5 ), nos meios 1 e 2, respectivamente. O vetor unitdrio tangente a interface ¢

representado pelo pardmetro #, com # representando o vetor unitirio normal a interface,
dirigido do meio 1 para o meio 2.
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Fig 520 Trecho da interface entre dois meios distintos e
geormetria utilizada para a determinacie das condicdes

de contorne.

Utilizando-se a lei de
Gauss para o  campo
magnético

}?E-dﬁ:o

E

com X correspondendo a
superficie cilindrica mostrada
na Fig.5.20, no limite em que

Ah 0, conclui-se
imediatamente que a

componente normal de & tem
de ser continua, i.e.,

(Ez —51)'ﬁ =0

(5.45)

Aplicando-se a lei de Ampére para o caminho fechado mostrado na Fig.2.23, obtém-se

fim 5 s ifﬂ'-.;ff: Hy®ihi—Hoihl =lm 45 g J-:f-ﬁ.;fs
oy

onde ¢ o unitario dirigido no sentido do polegar, ao se aplicar a regra da mao direita ao
caminho fechado C da Fig.5.20. No limite o segundo membro da tltima expressao reduz-se a

densidade superficial de corrente na interface, ou seja,
(7, -H,)ei =F ez
e essa ultima relagdo pode ser posta na forma vetorial

ax(B -8,)=F

(5.46)

Essa ultima relagdo demonstra que a presenga de uma densidade superficial de
corrente na interface causa uma descontinuidade na componente tangencial do campo

magnético.
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Problemas

5.1 Determine o vetor &, resultante da configuracio do par de planos condutores
infinitamente extensos, percorridos por correntes de superficie,

= &
KI :kl'ﬁx E1Tl ZZE .

Efz =lkqd, emz=—

o | R

Determine a relagdo entre k; e k, , de forma que:

a) o campo entre planos seja nulo.
b) o campo nas regides z > a/2 ez < - a/2 , seja nulo.

5.2 Calcule o vetor § no centro de uma espira quadrada de lado a, percorrida por uma
corrente /.

5.3 Dois fios paralelos infinitamente longos, separados por uma distancia d sdo percorridos
por correntes /| e [,. Considere a regido definida por um plano paralelo a ambos os fios e

eqiiidistante dos mesmos. Defina um sistema de coordenadas adequado e determine o
vetor 5 nesse plano para os seguintes casos:

a) [1 :12
b) I1=-I

5.4 Uma distribuicao superficial de corrente dada por
£ =Kya,

existe na superficie cilindrica de raio a. Admitindo que essa distribui¢do esteja imersa no
vacuo determine o vetor § em todo o espago.

5.5 Sobre a superficie da esfera de raio a, circula corrente distribuida com densidade

superficial K= (KEI SEf B)§¢ , onde K (A/m) é uma constante. Admitindo que o centro da
esfera corresponda a origem do sistema de coordenadas, determine:

a) A corrente total que atravessa a semicircunferéncia R=a, $ =0,0 <0 <m.
b) O vetor B na origem.

5.6 Considere um cabo coaxial infinitamente longo centrado no eixo z, conforme ilustrado na
figura seguinte. No condutor interno de raio a, existe uma distribuicdo uniforme de
corrente definida pelo vetor densidade de corrente,

I
=——d
=
Tiar”
onde / ¢ a corrente total no condutor interno. O cilindro externo de raio b tem espessura
desprezivel e conduz uma corrente total / no sentido -z, conforme ilustrado na figura.

Determine o vetor campo magnético para0<r<a,ar<b er>b.

!
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>

1

1

Prob. 5.6

5.7 Um disco circular de raio a e espessura ¢ << a, esta localizado no plano z=0, com centro
no ponto (x=0, y=0, z=0). Admitindo a existéncia no disco de uma densidade de corrente

T "o~ . . .- .
J=lrtdy (A/mz), onde n ¢ um niimero inteiro positivo, determine:

a) a corrente total que atravessa o segmento de reta definido por z=0, $=0, 0 <r <a.
b) o vetor § na origem.

5.8 Uma esfera de raio a, imersa no vacuo, ¢ magnetizada permanentemente com um vetor
magnetizagdo constante jf . Determine
a) as correntes de magnetizacao de volume e de superficie
b) osvetores § € A no centro da esfera.
¢) o momento de dipolo da esfera

d) osvetores 5 e A auma distAncia R >>a

5.9 Um cilindro de raio a e comprimento L estd magnetizado com vetor magnetizagcao
constante, dirigido paralelamente ao eixo de simetria do cilindro. Determine os vetores &
e A em um ponto arbitrario do eixo de simetria do cilindro.

5.10 Carga ¢ distribuida com densidade uniforme p no interior de uma esfera de raio a.
Admitindo que a esfera esteja executando um movimento de rotagdo, em torno de um eixo
passando pelo seu didmetro, com velocidade angular constante ®, determine:

a) o vetor magnetizacdo em um ponto qualquer no interior da esfera
b) as correntes de magnetizagdo volumétrica e superficial

c) osvetores § e & no centro da esfera

d) o momento de dipolo magnético da esfera

e) ovetor § em um ponto localizado a uma distancia R>>a do centro da esfera.
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