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1.1 Campo Vetorial e Escalar

O eletromagnetismo lida essencialmente com grandezas escalares e vetoriais. Por grandeza escalar,
entende-se uma grandeza fisica que possa ser quantificada por um Unico parametro, como por exemplo, a
massa de um objeto ou a carga de um corpo carregado. Uma grandeza vetorial, por outro lado, requer
parametros adicionais para uma mais completa especificacdo, como por exemplo, magnitude, linha de agdo e
sentido. Esse € o caso, por exemplo, da velocidade de um objeto em movimento. Um outro conceito que
surge no estudo de eletromagnetismo ¢ o de campo. Na maioria das situagdes de interesse o campo ¢ uma
forma conveniente de representagdo do efeito produzido por uma fonte fisica em cada ponto de espaco, a
cada instante de tempo. O campo serd escalar ou vetorial, se a grandeza fisica a ele associada for de
natureza escalar ou vetorial, respectivamente.

O estudo detalhado do eletromagnetismo requer familiaridade com as propriedades de vetores,
escalares e de campos escalares e vetoriais. Algumas destas propriedades sdo examinadas a seguir.

1.2 Algebra Vetorial

Um vetor ¢ representado geometricamente por um segmento de reta orientado conforme ilustrado na
Fig. 1.1, onde o comprimento da seta ¢ proporcional a magnitude do vetor, e a orientagdo da seta indica a
direcao e sentido do vetor.

Fig 1.1 Eepresentacio geométrica de um
vetor

Vetores satisfazem algumas propriedades quanto a soma e produto, descritas a seguir:

1.2.1 Soma

A soma de vetores ¢ realizada geometricamente, a partir do deslocamento paralelo de um dos vetores
até a extremidade do outro, conforme ilustrado na Fig.1.2. O vetor resultante se estende na dire¢ao da
diagonal do paralelogramo formado pelos dois vetores. A partir dessa definicdo, a soma de vetores satisfaz
as propriedades:

e Comutatividade: A+F=Z+4
e Associatividade: ( + 5+ 0= 4+ [B + C)
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Fig. 1.2 Procedimento geométrico para efetuar a soma

entre dois vetores.
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1.2.2 Produto

Outro tipo de operagdo entre vetores € o produto, que pode resultar em uma grandeza escalar ou
vetorial.

Produto escalar

O produto escalar entre dois vetores 4 e & ¢ definido por

e =|4|Bcosar |
(1.1)

onde |"q| e |B| sdo as magnitudes dos vetores 4 e 7, respectivamente, e é o menor dos angulos entre eles. A
partir dessa defini¢do, a magnitude de um vetor pode ser obtida da relagao

- - =12
A= (303

A operacao produto escalar, satisfaz algumas propriedades, tais como:

el

-E:El

sl

e Comutatividade:

o(f+C)=AeB+AeC

el

e Distributividade:

Produto vetorial

Este tipo de produto gera como resultado um vetor. Define-se esta operacao pela relagao

AxB= Qﬁ"_ﬂsen OL)II . (1.2)

onde, conforme ilustrado na Fig.1.3, é o menor dos dngulos entre os vetores 4 g &, i € um vetor de
magnitude unitaria, perpendicular ao plano que contém os vetores 4 e &, € cujo sentido € aquele do polegar,
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quando simula-se com a mio direita a rotagdo do vetor 4 em dire¢do ao vetor f.

>

Xb

- § #
U o

A

Fig.1.3 Disposicao dos vetores na operacao produto vetorial.

Algumas das propriedades satisfeitas pelo produto vetorial seguem diretamente da defini¢do e das
propriedades de soma de vetores. Duas dessas sao:

-5

e Anti-comutatividade: Aw D=
e Distributividade: AX{B+C)
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1.2.3 Decomposicao de vetores

No espago tridimensional, um vetor arbitrario pode ser especificado em termos de trés vetores
ortogonais. Quando esses vetores possuem magnitude unitdria eles formam uma base ortonormal no espaco
tridimensional. Uma base ortonormal de vetores d; , d, € d; satisfaz as seguintes propriedades:

L 5 leei=j . 193
. . = .= LI, =1 4,
o d 0seizj J

A base ortonormal é também uma base ciclica de vetores se

iiz- K&J- = Eg;i".i: Cil;:’

onde:

lee iz j=#k=i, ei,jk fotmam uma permutacio ciclica a partir da sequéncia 123
Sgp =97 lse i# j# k=i,e i,k formam uma permutagio acichica apartr de 123
O para dots indices 1guais
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Uma seqiiéncia ciclica a partir de 123 gera como resultado as combinagdes, 231, 312, etc. Uma

seqiiéncia aciclica ¢ obtida trocando-se um dos indices da seqiiéncia ciclica, como por exemplo, a seqiiéncia
213.

A decomposi¢do de um vetor 4 em uma base ciclica ortonormal requer a determinagdo dos
coeficientes 4 , Ay e A5 | tal que

A= Aa)+ Agdy + Aadsy |

Os coeficientes da decomposi¢do sdo denominados de proje¢des do vetor 4 nos vetores de base, e
essas projegoes sao obtidas simplesmente a partir da operacao produto escalar com cada vetor de base. Por
exemplo, a proje¢ao A4; ¢ obtida do produto escalar

;i'cil = {J":llcil +ﬂ2ci2 + 1‘13&3:] 'cil = 1‘11&1 'cil +J":12ci2 '&1 +ﬂ3&3 '&1 = J"ll

Realizando-se a mesma operagdo com os outros vetores de base, obtém-se

Utilizando-se a decomposi¢do de vetores em uma base ciclica ortonormal, as operagdes de soma,
produto escalar e produto vetorial entre dois vetores 4 & podem ser representadas respectivamente por,

. 3
A+ B=3{4+5)a |
=1

3
AeB3=3 45
i=1

303 303 3
AxB=% T4 Blaxa)=3 3 Yew 4 By
i=l j=1 ] ] =
Para o produto vetorial, a soma resulta em

Ax B = {4y By — 43 By)ay +(4s By — 4 B3)éy +{4 By - 4 By)as (1.3)

que também pode ser posta na forma de um determinante,

d  dy dz
AxB=det|4 4 4
By By B

(1.4)
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Pode-se simplificar a notacdo de somatorio utilizada nas varias operagdes descritas anteriormente,
convencionando-se que a ocorréncia de indices repetidos no segundo membro dessas operagdes indique
somatorio no indice correspondente. Por exemplo, na operagao produto escalar, pode-se representar o
resultado na forma simplificada

AeB =45 (1.5)

[~ L

onde a dupla ocorréncia do indice i no segundo membro da Eq.(1.5) indica i
a representagdo simplificada ¢ da forma

1 . No caso do produto vetorial

AxB=ty A B & (1.6)
33 3
nLon n
onde a dupla ocorréncia dos indices i, j € k, no segundo membro indica a soma tripla =1 j=l k=1

1.3. Alguns sistemas de coordenadas

Em problemas de teoria de campo, a escolha de um sistema de coordenadas adequado ¢ fundamental
para obtencao de representagdes simplificadas dos campos envolvidos. O sistema mais adequado ¢
geralmente determinado levando-se em conta a geometria da regido de existéncia dos campos. Varios
sistemas de coordenadas podem ser definidos para atender uma larga gama de situagdes. Os trés sistemas de
coordenadas mais comuns e freqiientemente utilizados no estudo de eletromagnetismo serao tratados no
texto, e esses sdo descritos a seguir.

1.3.1 Coordenadas cartesianas

Neste sistema, as coordenadas de um ponto no espacgo sao definidas a partir de trés eixos x, y, z,
perpendiculares aos planos x = 0, y = 0 e z = 0, respectivamente, conforme ilustrado na Fig.1.4. Qualquer
vetor neste sistema de coordenadas pode ser representado como combinacao linear dos trés vetores unitarios,
a,=d,, d2=dy, dy=d,, paralelos aos €ixos x, y, z, respectivamente. A origem do sistema cartesiano € a
interse¢do dos planos x=0, y=0 e z=0. A localizacdo de um ponto no espago pode ser representada pelo
vetor posi¢ao

A = xdy +yd, +zd,

tendo uma das extremidades na origem do sistema, conforme ilustrado na Fig.1.4. A distancia do ponto P a
origem ¢ obtida de,

|f| = [(xa’fx +yd, +z&2)- (xcx’fx +yd, +z.:iz)]m = [xz +y2 +Zz)”3

http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap1.htm#mozTocld329036 6/40



18/01/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 01 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011

Fig.1.4 Representagcdo de um ponto e vetores de base no sistema de coordenadas cartesianas.
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1.3.2 Coordenadas cilindricas
Neste sistema as coordenadas de um ponto no espago sdo representadas pelos parametros:

r = distancia até a origem da projecdo do ponto no plano xy.

¢ = angulo azimutal, que representa o desvio angular do vetor proje¢ao no plano xy relativamente ao
eixo x.

z = coordenada axial do ponto.

A base de vetores neste sistema ¢ formada pelos vetores unitarios ortogonais as superficies,
= constante, que representa a equacao de uma superficie cilindrica,

constante, que representa a equagao de um semi-plano,
constante, que representa a equagao de um plano.

.
¢

Essas superficies e os vetores unitarios correspondentes,

4 =d,, dy =dy,d3 =d,
estdo representados na Fig.1.5. E importante observar que a seqiliéncia de vetores unitarios da base deste
sistema, esta escrita na forma de uma seqiiéncia ciclica, conforme definido anteriormente. Notemos também
que diferentemente do que ocorre com os vetores de base do sistema de coordenadas cartesianas, neste
sistema os dois primeiros vetores de base variam com a coordenada ¢.
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Sistema de coordenadas cilindricas

Fig.1.5 Vetores de base e superficies coordenadas do sistema de coordenadas cilindricas.

1.3.3 Coordenadas esféricas

As coordenadas de um ponto neste sistema de coordenadas sdo representadas pelos parametros
ilustrados na Fig.1.6, a saber:

R = distancia do ponto a origem,
0 = angulo polar, que representa o desvio angular do vetor posi¢do em relagdo ao eixo z,
¢ = angulo azimutal, comum ao sistema de coordenadas cilindricas.

A base deste sistema ¢ formada pelos vetores,

4 =dp . dy=dg , d3 = d,

2
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que sao perpendiculares as superficies,

R = constante , que representa a superficie de uma esfera.
0 = constante, que representa a superficie de um cone.
¢ = constante , que representa a superficie de um semi-plano.

O espago tridimensional é gerado pelas condigdes, R =0 , 0=8= e U= < 27. As superficies
coordenadas, bem como os vetores de base estdo ilustrados na Fig. 1.6. Neste sistema de coordenadas, o

vetor posi¢do ¢ representado por <& = fdg |

A

Il

dp
P(ROD)

o ( é:h

9 G,

/! X=Rd, Y

¢

Sistema de Coordenadas Esféricas

Fig.1.6 Base de vetores e superficies coordenadas do sistema de coordenadas esféricas.
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1.4. Transformacao de coordenadas e vetores

1.4.1 Cartesianas-Cilindricas

Existem situagdes em que torna-se necessaria a transformagao de vetores e coordenadas de um
sistema de coordenadas para outro. Considere-se inicialmente um vetor 4 representado no sistema de
coordenadas cartesianas. Qual seria a representagdo desse vetor, por exemplo, no sistema de coordenadas
cilindricas?

Essa questao pode ser resolvida com o emprego das propriedades basicas de vetores. Para isso, seja
4 da forma

A=, + 4,3, + 4,4,

O objetivo ¢ determinar as componentes A Ay 24 deforma que o vetor 4 assuma a representacio

A= A8, + Ayay + 4,2,

As componentes incognitas podem ser obtidas pelo calculo das projecdes

Aeg, = A,a, a3, + A,d, 84, + A4, %8, = A4, %4, + 4,4, 94,

"I¢=

I
)

-&4’ = ﬂx&x 'ci¢ +ﬂf&}’ -&4’ +.t‘gz|:iz -&¢ = ﬂxdx -':idl +ﬂy&y

I
)

A,
Ay =Aeg, = 4,4, 08, + Ayd, 04, + Ayl 04, = 4,

Os produtos escalares entre vetores unitarios nessas ultimas expressoes, sao obtidos com base na
Fig.1.7, resultando em,

d, ®d, =cosd , &, ®dy =cos (BO+d)=—send |

~

dy od, = cos{P0—d)=send | dy ®dy =cos ¢,
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4 a_]-‘ portanto,
dy a. A =cosdd, +sm dd,
1'11, = —sin i, +cos¢1ﬂf
Ay = 4
' .
ﬂ,{_

Fig 1.7 Disposigiio dos wvetores unitarios dos
sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas

no plane xw
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Esse sistema de equagdes lineares relacionando as proje¢des no sistema de coordenadas cilindricas
aquelas correspondentes ao sistema de coordenadas cartesianas pode ser posto na forma matricial

A, cosd  zend 04 A,
Ay [=|—send cosd O ﬂy .
A, 0 0 1/ A,

¢ essa forma matricial determina a lei de transformacao de vetores entre os dois sistemas.

Pode-se representar a lei de transformagao através da equagdo matricial

*"i‘nbz = ?{‘b}fi‘;}lz (1.7)

onde,

4 4,

~r¢z =| 4 | . "ium:vz =| 4

HZ ﬂz
e

cosd zend 0
f(dp}: —zend  cosd O {1.8}

0 0 1

Nas Eqgs.(1.7) e (1.8), foi introduzida a representacao matricial de vetores em um sistema de
coordenadas. Com se pode observar na Fig.1.7, o efeito da matriz 7 é produzir uma rota¢io do sistema xy,
de radianos no sentido anti-horério, em torno do eixo z, A matriz 7 possui um determinante unitario € sua
inversa ¢ igual a sua transposta. Essa matriz é portanto uma matriz unitaria e satisfaz a rela¢ao

TT =3
onde
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18/01/2019 Eletromagnetismo 1 - Capitulo 01 - Web Version - Copyright Eduardo Fontana 1994 - 2011

il
==

1 0
=0 1
0 0

¢ a matriz identidade.

Matrizes de transformagao resultantes de rotagdo ou translacdo de eixos s@o unitarias pois essas
transformagdes ndo alteram a magnitude de um vetor ou mesmo a orientagao relativa entre vetores. Para
demonstragdo dessa afirmativa, seja a operacao produto escalar entre vetores, que na representacao matricial
assume a forma

B
AeF =M B+ By+ A By={4 Ay A)| By [=4F
By (1.9)

Transformacgdes de rotacdo ou translagdo de eixos ndo alteram a magnitude e orientagdo relativa de
vetores e se tal transformacao for representada pela matriz ¥, tal que

A=Mi e B'=MEB (1.10)

o produto escalar no novo sistema de coordenadas pode também ser escrito como,

ded=ded= 4 F = (i) (iF)= 4157 0B (1.11)

Il

Igualando-se as Eqgs. (1.9) e (1.11), resulta,
ATE = 'F

e essa ultima relacdo so se verifica se a matriz g satisfizer a propriedade

MM =5

Copyright Versao Impressa 1994 by Eduardo Fontana
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1.4.2 Cilindricas-Esféricas

Seguindo o procedimento descrito na se¢do anterior, considere-se agora o vetor J expresso em
coordenadas cilindricas e a obtencdo de sua representacdo em coordenadas esféricas. Seja portanto,

A= A.a, + 43y + A2,
e quer-se determinar a representacdo correspondente em coordenadas esféricas
A= Apap + Agdg + Ay dy

Seguindo as etapas ja descritas na se¢do anterior, € com base na Fig. 1.8, obtém-se

http://www3.ufpe.br/fontana/Eletromagnetismo1/EletromagnetismoWebPart01/mag1cap1.htm#mozTocld329036 12/40
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Ap sen B 0 cos B[ A

Ay = cosB 0 —sen@ || A
A 0 1 0 A,

que pode ser posto na forma,

A Beg = g (B)Erq:z

com,
send 0 cosh
E{B}: cosd 0 -zend

0 1 0 (1.12)

A transformacao inversa ¢ obtida de,

Ayy =[566)] Frey

ZA

Fig.1.8 Disposicdo relativa dos vetores de base nos sistemas de coordenadas cilindrica e esférica.

1.4.3 Cartesianas-Esféricas

Essa transformagao ¢ obtida pela aplicacdo sucessiva das transformagdes anteriores, ou seja,

HRE'Ii] =5 (E')Anpz

Ay, = ﬁ‘bﬁzyz

= Ay = SO0}y,

e a transformagdo inversa ¢ simplesmente,

Ly, = [70)] [560)] ueg
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1.5. Integrais

Em eletromagnetismo operacdes de integracao e diferenciagdo sao geralmente efetuadas no espaco
tridimensional e envolvem campos escalares e vetoriais. Essas operagdes sdo revisadas a seguir.

1.5.1 Integral de linha de uma func¢ao

Seja f{x,y,z) uma funcdo definida em uma regido do espaco tridimensional € uma curva ou caminho C
contida nessa regido. A equagdo de uma curva no espago tridimensional ¢ obtida a partir da interse¢ao de
duas superficies, cada uma representada por uma relacao entre coordenadas do tipo,

S(x,,2)=0

onde S ¢ uma fun¢do arbitraria das variaveis x, y e z. Conseqlientemente, uma curva no espago
tridimensional corresponde a solugdo do sistema de equagdes

sy (xv,zy=10
e (x.».2)
8y (xy,z)=0
Define-se a integral de linha de f'sobre C, com respeito a variavel x, pela relagao

Filx v, 2%
Z

onde o subscrito C sob o sinal de integracao implica que a fungao escalar f(x,),z) ¢ calculada sobre os pontos
compondo o caminho C, resultando em uma fun¢ao f-(x,y,z). Portanto, para efetuar-se esta integragao ¢

necessaria a utilizacao do sistema de equagdes definindo a curva C, o que implica
felny.z)= F(x)

Defini¢cdes semelhantes se aplicam a integrais de linha com respeito as variaveis y € z ou com respeito
a variaveis compondo sistemas de coordenadas curvilineas em geral.

Exemplo 1.1: Seja a fungio f{x,y,z)=2x+y+z° ¢ o caminho C, limitado pelos pontos (0,0,0) e (1,1,1) e
definido pela intersecao entre os planos,

Para calcular a integral de f sobre C com respeito a variavel y, utilizam-se as duas equagdes anteriores
para obter,

2 2
Jo=2y+ty+y =3y+y
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€ portanto
J-f(x,y,z) dr= | By+y2)ay=1116
[
A integral de linha com respeito a uma das coordenadas do caminho ¢ apenas um caso particular da
situagdo mais geral envolvendo a integragao com respeito ao deslocamento ao longo do caminho. Seja /

uma variavel que mede o comprimento ao longo da curva C. A integral de linha de f'sobre C com respeito a
variavel / é definida pela relagao,

J-j' (x, .20 dl

Ly
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E possivel reduzir-se essa ultima expressao para uma integral com respeito a uma das variaveis do
sistema de coordenadas considerado, no caso, o sistema de coordenadas cartesianas. Para isso, seja o vetor
41 tendo magnitude d/ e dire¢do tangente a curva C. Sua decomposicao em coordenadas cartesianas ¢ dada
por

dl = drd, +dya, +dza,

Para efetuar-se o calculo da integral com respeito a variavel x, por exemplo, calcula-se o efeito de um
pequeno incremento dx sobre as coordenadas y e z da curva C, resultando em,

ciy:@cix ciz:%dx

ax ox

portanto,

- I -
el :.-:JE’J{.:;tJr +a.::t~JJ +aaz

2
|.:ff|= dl edl = dx 1+[@] +[az]

¢ a integragcdo com respeito a variavel / reduz-se a,

5 Lf2

2

_ AL
-llf(x,y,Zde—-llf(x,y,Z) 1+(ax] +(EXJ dx
r: c

No calculo dessa tltima integral, € necessario expressar-se as variaveis y € z em termos da variavel x,
o que equivale ao calculo da fungdo f'sobre a curva C.
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1.5.2 Integral de linha de um vetor

A fungdo escalar no integrando da integral de linha pode representar uma das componentes de um

campo vetorial & (x..2). Seja um caminho C e um vetor ; tangente a curva C em cada um de seus pontos.
Define-se a integral de linha da projegdo de F sobre C por,

J-{F‘ o)l

C’

Dados dl e § , define-se o vetor deslocamento diferencial ao longo da curva por, 4 = 47, € a ultima
integral pode ser posta na forma,

J.{ﬁ oi)di = J-ﬁ-.:ff
Z Z

Para um caminho formando uma curva fechada, denota-se

J-ﬁ-.;fE‘: ifﬁ-.;ff
[ [

Essa ultima integral ¢ também denominada de circulacio de 7 sobre C.

A decomposicdo do vetor deslocamento diferencial nos sistemas de coordenadas cilindrica e esférica
¢ obtida com base nas Figs. 1.9a ¢ 1.9b e a integral de linha de um vetor, nos trés sistemas de coordenadas
considerados, pode ser expressa como a soma de integrais com respeito a uma unica variavel conforme
delineado a seguir,

Cartesianas
J-F‘ ol = J-Fx .:fx+-|-Fj, .:fy+JIFz dz
iZ iZ Z i
Cilindricas
J-F 0l = J.F,, .:;t‘r+JIF¢ f«.g.f¢+-|lF‘g dz
iZ iZ i iZ
Esféricas
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J-F‘ ol = J-FR dR+J-FE, R.:I‘B+JIF¢ Rsen 6dd
Z Z

Z Z
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ZA . Rer
Ya R
¢ rdd BN pide
W R S 1T
e L _::__'::;_;-,I -'JT
Pt Ef -A: 1'!""";|!
i::_-‘i_ ; : | N ’_
Rstnbdd "~ e y
1"\... T _
> X Tl >
X b i
()@ =drd, +rdba, +dzd, (b) @ = dRag + RdBag + Rsen ¢dda,

Fig.1.9 (a) Proje¢des no plano xy do vetor deslocamento diferencial no sistema de coordenadas cilindricas.
(b) Componentes do vetor deslocamento diferencial no sistema de coordenadas esféricas.

Exemplo 1.2: Para o caminho fechado C mostrado na Fig.1.10 calcular a circulagdo do campo vetorial,

—

N L
F = xyd; +¥"dy em coordenadas cilindricas.

Primeiramente transforma-se 7 utilizando-se a matriz de transformagdo dada pela Eq.(1.8)
Y cosd  send oy A
EM =| —zend cosd 0 yz
0 0 1 0

0y 50

2
cA mvoosdh+y° sen d r* sen
1 C_:] =| — xvsen ¢+y2 cosd = ]
T4 . 0 0

(2,0)

Fig 1.10 Geometria utilizada no
Exemplo 1.2, onde fez-se uso das transformagdes de coordenadas,

x=rcosd , y=rand
Portanto em coordenadas cilindricas,

F=rt sinn e,
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Com base na Fig.1.10, as equagdes para os caminhos 1, 2 € 3 em coordenadas cilindricas sao

FZ=[:| ’Z=|:| Z=|:|
T T I T
b== Zxp>2 b=
T g 2 , Oyig 2 4 RN OTER. 4
D=r=2 reeng =2 202 = r w0
| dl = dra, | df =dra, +rdd4, | 47 = dra,
portanto
§F-d§: J.F,, .:fr+JIF,, .:fr+-|-F,, dr
Z ] g '

Sobre os trés caminhos, tem-se
2 T r
oy A =rt Uyt F =tz 5 A =2 senZ:— .
r

resultando em

2 2.7 0 .
= = 3 r 4
§Fi¢ﬂ:-|- F a!'r+‘|- 2rdr+-|- —a!'rzg
>, 0 2 2.7 ﬁ
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1.5.3 Integral de superficie

A integral de uma funcao sobre uma superficie ¢ uma extensao do caso unidimensional. Seja S uma
superficie e f(x,),z) uma funcdo escalar. Seja f((x,y,z) o valor dessa funcdo calculada sobre pontos da

superficie. Define-se a integral de superficie de f como sendo

J-fs {x,y,z]dﬂ' .

o
onde dS é um elemento diferencial de area sobre a superficie S. Se f; é a projecdo de um campo vetorial 7 ao

longo da dire¢do normal a superficie, denota-se,

J-F-ﬁ.:fﬂ' )

&
como sendo o fluxo do vetor & através de S, onde ; € o vetor unitario normal a superficie em cada ponto.
Se a superficie ¢ fechada, e o vetor ; aponta para fora do volume limitado por S, denota-se,

§F-ﬁd§ )

&
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como sendo o fluxo liquido de 7 para fora da regido limitada por S. Note-se que se o vetor 7 for tangente a
superficie em todos os pontos, entdo o fluxo liquido ¢ nulo. Sera mostrado adiante que o céalculo do fluxo de
um campo vetorial para fora de um volume limitado por uma superficie S auxilia na determinacdo de fontes
de campo no interior do volume considerado.

E conveniente incorporar-se o carater vetorial do vetor normal a superficie diretamente no elemento
diferencial de area dS. Para isso, define-se um vetor area diferencial em cada ponto da superficie por,

45 = dSi

O vetor 45, apontando em um dado sentido, tem magnitude igual ao produto de comprimentos
diferenciais ao longo da superficie, e conseqilientemente as representagdes desse vetor nos trés sistemas de
coordenadas aqui considerados s3o dadas por:

e (Cartesianas: dS = dydza, +dxazd, +drdyd,
e (Cilindricas: Ay = rdddzd, +drdzdy +rdrddd,
e Esféricas: dS = R* sen Sdtddd p + & sen Bdid dag + RdRA O3,
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1.5.4 Integral de volume

A integral de uma fung¢@o ou vetor em um volume ocorre freqiientemente no estudo de

Eletromagnetismo e em outras areas da Fisica. Seja fuma fungéo escalar e F um campo vetorial, ¥ um
volume no espaco tridimensional e ¥ um volume diferencial. Denotam-se

J-f.:ﬂf, J-ﬁ.:ﬂf
¥ I

como sendo as integrais de volume das grandezas f'e 7 , respectivamente. A escolha mais adequada para
representacdo do elemento diferencial de volume depende da geometria do volume de integracdo. O elemento
diferencial dV ¢ o produto de trés comprimentos diferenciais, e as representagdes correspondentes nos trés
sistemas de coordenadas sdo:

e (artesianas: &V = dxdydz
e (Cilindricas: dV = rdrdidz
e Esféricas: 4V = R?dR sen 6d8dd
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1.6. Operacoes diferenciais com vetores

1.6.1 Gradiente

Seja uma superficie descrita no sistema de coordenadas cartesianas pela equacao f(x,),z)=C. Na
Fig.1.11a estdo ilustradas duas superficies adjacentes S; e S,, descritas respectivamente pelas equagdes,

N fxyz)=C
S, : fixyz)=C+dC

onde dC>0 ¢ um pequeno incremento diferencial na constante C. O deslocamento do ponto P para o ponto QO
ilustrados na Fig.1.11a, é representado pelo vetor deslocamento diferencial,

dl = dxd, +dya, +dzd,

L
Syz)=C ey =C+dC
() ) {©

Fig.1.11 Geometria das superficies e disposicdo de vetores utilizados na definicdo do gradiente de uma
fungao.

A variagdo df , na fungdo /', devido a esse deslocamento pode ser obtida utilizando-se o termo em
primeira ordem de uma expansao de Taylor para funcdes de trés variaveis

df = gl:;t’:1:+ﬁ.c:{y +idz
x ay &
que pode ser expressa na forma do produto escalar
s/ A . . . = -
df = [ax a_iﬂj’ émz %J o(dxa, +dya, +dza,)=TVf edl
onde
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Vi =|a, i+af} T e ¥
o Ay &
¢ denominado de gradiente da funcio f. Esse vetor ¢ resultante da acdo do operador vetorial
V=|a, i+.:::fj, E+cilg 9
o 5y i

sobre a fungdo £, gerando como resultado um vetor.

Para pontos P e Q bem proximos e situados sobre S; conforme ilustrado na Fig.1.11b, a varia¢do na
funcao f¢,df =0, i.e.,

df =0=Vfedl

o que indica que o vetor ¥/ ¢é perpendicular a superficie S, no ponto P. Orientando-se o vetor gi de forma a

torna-lo paralelo e no mesmo sentido do vetor ¥ , a magnitude de 47 assume seu valor minimo, resultando
em

arv = df = |V i = |ﬁf|=ﬂ£
thity

ou seja, o vetor ¥f tem como magnitude a maxima taxa de varia¢do da fungdo /' no ponto P e aponta no
sentido dessa maxima variagdo. Definindo-se um caminho curvilineo passando perpendicularmente a familia
de superficies S; descritas por equagdes do tipo, f(x,),z)=C;, conforme ilustrado na Fig.1.11c, permite

expressar o gradiente na forma simples
- d
‘{.a’f = fiu i
du (1.13)
onde u ¢ a varidvel que mede comprimento ao longo da dire¢do normal ao conjunto de superficies e g, € o
vetor unitério, tangente a essa trajetoria e orientado no sentido de crescimento de u.
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1.6.2 Operador Nabla

O operador ¥ pode atuar sobre escalares ou vetores. Operagio sobre uma fungio escalar resulta no
vetor gradiente. A representacdo do vetor gradiente € feita com os vetores unitarios escritos a esquerda dos
respectivos operadores diferenciais, como na Eq.(1.13). Isso porque, em sistemas de coordenadas curvilineas,
vetores de base em geral dependem dessas coordenadas, e portanto essa notagao evita que os operadores
diferenciais atuem sobre os vetores de base. Da Eq.(1.13), o operador ¥, quando decomposto em uma base
de vetores unitarios, terd como componentes as derivadas com respeito aos comprimentos diferenciais
medidos ao longo dos respectivos eixos coordenados, assumindo a forma geral,

. .8 a3 _ 3
?=ﬂ1—+ﬂ2—+ﬂ3—
ol oy ¥ (1.14)
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onde d/; ¢ o comprimento diferencial ao longo do eixo i. De acordo com essa expressdo, as seguintes
representacoes sao obtidas nos sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas:

Cilindricas:
V =4, E+af¢ i+az 2
or ¢ oz (1.15)
Esféricas:

= g dy & dy @
Pt
AR R 38 Rzend b (1.16)

1.6.3 Divergente

O divergente ¢ uma fun¢ao escalar resultante de uma operagado diferencial sobre um vetor. Considere-
se um sistema ortogonal de coordenadas generalizadas, representadas pelas varidveis u, v e w. Os elementos
diferenciais de comprimento associados a essas variaveis sao definidos por

dll=h1du, d12=h2a’v, dl3=h3dw .

Os parametros 4, sdo fatores de escala, fungdes das coordenadas, que multiplicados pelos respectivos
elementos diferenciais du, dv e dw, produzem os comprimentos diferenciais correspondentes. Na Tabela
1.1, estdo tabulados os parametros 2 correspondentes aos trés sistemas de coordenadas mais utilizados.

Tabela 1.1 Pardmetros / e varidveis correspondentes em trés sistemas de coordenadas

u \% w hl h2 h3
Cartesianas X y z 1 1 1
Cilindricas r [0} z 1 r 1
Esféricas R 0 (0] 1 R Rsenf

Seja o cubo curvilineo de volume & = iyl hdudvdw, ilustrado na Fig.1.12, com centro no ponto

Play vy, wy }, e um campo vetorial

F(u,v,w] =, &, (v, w)+ 3,5, v, w) + &, (v, w)

Define-se o divergente de 7 no ponto P pela relagio,

divF = lm — §Feds

AV =0 AT

5 (1.17)

que mede a densidade volumétrica de fluxo liquido do vetor 7 para fora de um volume diferencial com
centro no ponto P. Com base na geometria ilustrada nas Figs.1.12a e b, € possivel determinar-se
formalmente uma expresséo para o divergente em termos das componentes de 7 e das coordenadas u, v e w.
Para isso basta computar-se o fluxo do vetor 7 para fora do volume diferencial, através das seis superficies
do cubo curvilineo. Na Fig.1.12b, estdo indicadas as superficies S; e S, , € a superficie intermediaria S, .

Sendo 4, o vetor normal a superficie intermedidria, obtém-se para o fluxo através dessa superficie
@, (ug) = Feg, A8 = F, hobndvdw

Os fluxos através das superficies que t€ém em comum o vetor unitario &,, podem ser expressos em

termos de Fu (24 a partir das expansdes de Taylor em 12, ordem
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ey

@, (ug +dul2)= @, fug )+ 3 2 .:%u . para o exterior do cubo atraves de )
u
ey

@, (ug —dui2)=@, fuy )- 3 ¥ .:I’?u . para o mterior do cubo atraves de Sy
u

(a) &)

Fig.1.12. Cubo curvilineo utilizado no calculo formal do divergente de um campo vetorial.
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Assim, a contribuigdo das superficies S| e S, para o fluxo total para o exterior da regido limitada pelo

cubo pode ser obtida de

oD F,, i b
&, fug +duis 2)— @, lug —dul2)= % gy = Bl E)a‘ucfv.:fw
Eu Eu
A contribui¢do das outras superficies ¢ obtida fazendo-se permutagdes ciclicas sobre os respectivos

indices e coordenadas, resultando em,

@, (g +avi2)— D, [y —dvfz):wﬁmmw ,

¥

A #y ey )

@, (wy +awi2)— D, fwy —dw/2)= dudvetw

W

donde
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ff Feagl = {@ dudveiw + w duchvchvw+ w cx‘ucx‘vcfw] drchvcve

u W W
&

Inserindo-se essa ultima expressdao na Eq.(1.17), fornece

o (a{a%)+amw+a{FWWJ
Ay bag b By 3, 3

W

(1.18)

Utilizando-se os parametros da Tabela 1.1 e a Eq.(1.18), as seguintes expressdes sao obtidas nos trés
sistemas de coordenadas:

. a7
XVE div il = an + s + an
O Oy % (1.19)
_ A
re divF:la{rF"}+l ¢+5‘Fz
SO (1.20
> : aF
Red: dz'vF:La[R FR}J, 1 9fentR) 1 9

R? Rsen® B4 Rsen® 8y (1))

A divergéncia de um campo vetorial, indica a existéncia de fontes ou sumidouros associados a esse
campo. Se a divergéncia em um ponto ¢ nula, o fluxo total que entra ¢ o mesmo que sai em um volume
arbitrariamente pequeno circundando o ponto considerado, indicando assim uma certa conservagao das linhas
de campo naquele ponto. Se a divergéncia € positiva, existe um fluxo liquido para o exterior do volume
diferencial ao redor do ponto considerado, indicando a presenga de uma fonte capaz de produzir essas linhas
de campo. Finalmente, quando a divergéncia ¢ negativa, existe um fluxo liquido convergindo para o interior
do volume diferencial, indicativo da existéncia de um sumidouro de linhas de campo no ponto sob
consideracao.

Considerando-se a Eq.(1.19), pode-se escrever o divergente de um campo vetorial na forma

divF = [ax +a, ai+.:iz ;] o{r.a, + Py, +F,a )=TeF
¥ a

3]
ax
Ou seja, no sistema de coordenadas cartesianas, o divergente de um campo vetorial ¢ obtido
diretamente do produto escalar do vetor ¥ com o vetor 7. Essa expressdo também se verifica em qualquer
sistema de coordenadas, mas deve-se levar em conta que em outros sistemas os vetores de base dependem

das coordenadas, e que os operadores diferenciais atuam sobre os vetores de base. Por exemplo,
considerando-se o sistema de coordenadas cilindricas e a Eq.(1.17), tem-se

= = [, 8 % a . 8 N " "
?'F:{ﬂrg"'jab"'ﬂng'(Frﬂr+F¢‘-’I¢+Fzﬂz)
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Antes da realizagio dos produtos escalares, deve-se observar que os vetores @y e dy dependem da
coordenada . A forma explicita dessa dependéncia ¢ obtida decompondo-se esses vetores na base de vetores
do sistema de coordenadas cartesianas. Com base na matriz de transformacao dada pela Eq.(1.8), tem-se que,

d, = cosdd, +sen ¢d,
dy =—sen §d, +cos d,')ci‘JJ
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Diferenciagdo desses vetores com respeito a variavel § fornece

bo%:
E?_t;: —sen $dy +oosddy =dy
a4y . .
B_tb = —cos¢d, —sen ¢d, = -4,
Levando-se em conta essas propriedades no desenvolvimento da operacio 77 e 7 , resulta em
- - aF, aF, & O, ar,
Ger=Zr Tz T, G, ——+F,dy +& —¢+F¢ (—a,)
o a o4 r b i
_ 9 +£+F_r+laﬁ‘¢' =lf5‘(f"Fr)+laF¢ + P
& 5 ror o r o dz
Comparando-se essa ultima expressao com a Eq.(1.20) tem-se
divF =V eF
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1.6.4 Rotacional
O rotacional ¢ uma operagao diferencial realizada sobre um vetor, produzindo como resultado um

outro vetor e ¢ util na determinagao das propriedades de circulagdo de campos vetoriais. Com base na
Fig.1.13, define-se o rotacional de um campo vetorial # pela relagao
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3

]
N N
raif = d; b o g —— 1 F 0l
1 ﬂ.ﬂ%ﬂﬁgi
/ &

K Verifica-se da defini¢do dada pela Eq.(1.22) que cada
componente do vetor rotacional € a razdo entre a circulagdo do
campo vetorial e a area limitada pelo caminho de integracao,
calculada no limite quando essa area tende a zero. No célculo da

C Eq.(1.22), a orientagdo do caminho ¢ definida de forma que a area
I por ele limitada esteja sempre situada a esquerda no decorrer do
percurso de integracdo. O vetor unitdrio normal a area diferencial ¢

orientado no sentido da extremidade do polegar ao simular-se a

trajetoria de integracdo com a mao direita.

(1.22)

Fig 1.13 Geometria utilizada para
o calculs do rotacional de um

campo vetorial

Considere-se um sistema genérico de coordenadas
curvilineas (u, v, w) e a geometria ilustrada na Fig.1.14 para o calculo da componente u da Eq.(1.22).
Admitindo-se um campo vetorial da forma

A= &, &, {u,v,w} +§va{H,V,W} +cinw{u,v,w} ,

a integral de linha da Eq.(1.22) reduz-se a

i‘:;ﬁ-.:ff=-|'ﬁ-df‘+‘|;ﬁ-df+-|'ﬁ-df+-|'ﬁ.dfz LDt L,
>, ] y & Cy

Fig.1.14 Geometria para o calculo do rotacional em termos das componentes do campo vetorial 7

Supondo-se conhecidas as integrais de linha sobre os dois caminhos que cruzam o centro do retangulo
curvilineo, as integrais ao longo dos quatro segmentos indicados na Fig.1.14 podem ser obtidas a partir das

expansdes de Taylor em 12. ordem

al,, dv al,, dv
h=torig mh=b -5y
i, dw i, dw
S S St R P i N
3 ¥ A 2 4 vy o

onde,

1= Rindv , I, = Fyndw,

sdo as integrais de linha intermediarias no sentido crescente das variaveis v € w, respectivamente.
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A integral de linha resultante ¢ portanto,

2 {E(kaz} E{Fv’g@}}

- o af
Fegl =gy ® _ gw—Y = gvd -
e e

e e
Z

A érea do retangulo diferencial ¢ aproximadamente,

MS, = Inhdvdw

e a componente u do rotacional, obtida da Eq.(1.22),

| 2)_ 48]

(mﬁ}u =limug 0

oy s v
donde
orF), - ! {a{mg}_aw@)}
fahy | v oW (1.23)

As outras componentes sao obtidas realizando-se permutagdes ciclicas nos indices e coordenadas, o
que fornece:

foe), = {a{ﬁm B(thg}}

Phg | Ow o (1.24)
ocB), ] [B{Fu?ﬂz}_aiﬂﬁﬁ]}
Yokl A B (1.25)
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As Equagoes (1.23)-(1.25) sdo validas para um sistema ortogonal de coordenadas curvilineas
generalizadas. Nos trés sistemas de coordenadas mais usados e com base na Tabela 1.1, essas expressoes
assumem as formas:

Cartesianas:
= oF, oF aF, aF aF,  am
ratf =g,| 2% tay| 2222 g, Fo_ oy
v @ & o o (1.26)
Cilindricas:
- 185, OF aE. AR a4, (WF] oF
rotR =d, | - —= _ +§¢( ro_ 2]_'_‘3_2 ( 4‘)_ r
rooh oz v or r & A (1.27)
Esféricas:
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2 {BWBFU_BF&}&_% 1 aﬁ_é‘ﬁ%)}%@_%

m.ﬁﬁ =
Feind 28 i El o ging A a5 A= E—JB] (1.28)

A operacdo st F pode ser obtida diretamente do produto vetorial do operador %7 com o vetor 7,
levando-se em conta a operacao diferencial sobre os vetores unitarios do sistema de coordenadas curvilineas.
Por exemplo, no sistema de coordenadas cilindricas obtém-se formalmente

.- 8 dy 2
?XF:{&,.—+_¢—+QZ BzJ (aF +a¢F¢+ﬂzF)

Em coordenadas cilindricas os vetores . ¢ % dependem apenas da coordenada ¢, conforme descrito
na Sec. 1.6.3. Efetuando-se os produtos vetoriais entre vetores unitarios obtém-se

~ o [o8m 3R 4 [ B, e AR aE, a5,
VA =d, x %?+a23 +?>< a—¢{arﬂ)+a—¢(%F¢)+a33—¢ +d, *|d, —— > +dy — %

d, OF, axF, ax,
=d, > —dy > +r 7 +diy % —d, £+ﬁ><[—(ﬂrﬁ')+ (%%)J

LA (15@ BF¢J+A(EF aﬂ] ﬂi[n VOB e aFJ
-4 TN ar sy T BT B T

r

.
_&%_’_n[laﬁz BF¢J+G(8F aﬁ] [g F]
Ty T e T & )T ar ap

= 7 A(IBF BF¢J+ [BF,, BF2]+&E(B(F) BF,,]
s = _ — | — _
Tl T &) e T e T A T gy

Comparando-se essa ultima expressao com a Eq. (1.27) fornece

rotF =V =k (1.29)

Existe uma segunda forma de defini¢do da operagdo rotacional que envolve uma integragdo na
superficie fechada que limita o ponto considerado. Essa defini¢do ¢ util no desenvolvimento de algumas
relagdes integrais e pode ser desenvolvida com base na geometria do cubo curvilineo ilustrado na Fig.1.12a.

Seja 45 o vetor area diferencial em cada face do cubo e dV o volume diferencial correspondente. O
rotacional pode entdo ser definido na forma

- 1 - -
FotF =lim AV =0 NG §ff§ w
(1.30)
Note-se que a Eq.(1.30) tem uma forma semelhante a Eq.(1.17) a menos da natureza vetorial. Para
verificar-se que o resultado obtido com essa nova defini¢ao ¢ idéntico aquele obtido da Eq.(1.22), considere-
se as contribui¢des das superficies S| e S, para a integragdo de superficie, expressas em termos da

contribui¢do da superficie S, conforme ilustrado na Fig.1.12b. Na superficie S, tem-se
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Iy = J-.:fs*‘x F & hobndvdwd, x (@, ) +a,F, +d,F, )= bybadvdw{ F,d,, — F,a, )

4p
Copyright Versao Impressa 1994 by Eduardo Fontana
Copyright Versao ebook 2011 by Eduardo Fontana

De forma semelhante aquela descrita anteriormente as integragdes nas superficies S| € S, podem ser

expressas como as expansdes de Taylor em 12, ordem

- L 3l
I=|asxpor+ &0
| Bu
A
T al,
fy=|a¥xF=-|F-%%0
2 B

onde o sinal negativo na tltima expressao ¢ decorréncia de a normal para o exterior da regido na superficie S,

apontar no sentido do vetor ~ @ . Assim a contribuigio das superficies S; e S, é dada por

- = & & . .

I +71, = du Eﬂ = dudvaw—— [ (Fa, - F,a8,)]

que pode ser reescrita na forma

I + 1, = dudvd [?33% 2 (a7, )= i, i{kzﬂu}}r [?ﬂsz i{?ﬁzﬁw )=, 2 (ﬁﬂzﬁiu}}
Ty e ha i

A partir desse resultado, as integra¢des nas quatro superficies restantes podem ser obtidas realizando-
se permutagdes ciclicas nas coordenadas, resultando em

§d§>< F= .:fu.:fv.:fw{&u;el [%{@Fw | %{kzﬁv}}+ &b [% (i 7, ) - %(@Fw ]}

&

+§wﬁﬂ3[§£(ﬁﬂz e (%F )}”33 [;(ﬁﬂzfﬁﬁ— ° 7y ‘iu):|

v
m[gw-gm}mgw-gw I

Pode-se mostrar que os ultimos trés termos do segundo membro da expressdo anterior sao todos
nulos. Para isso, ¢ suficiente mostrar que um deles se anula e utilizar a correspondéncia ciclica entre os
termos. A demonstracao ¢ como segue. Considere-se o vetor deslocamento diferencial

d¥ = du%+dv£ +|:in
s e tha

que no sistema uvw pode também ser escrito na forma
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dX = duby &, +dvind, + dwhsd,

A igualdade dessas duas relagdes fornece

. 1af | 13% 1 3%
Qy STy T iy T o ——
by B by v by Ow
Assim, o primeiro dos trés ultimos termos da integral de superficie pode ser escrito na forma
3 3 ‘% 3%
by Py | —Und, - —hd by Ry
5] 2020)- 2nan) |- nr| X 2T .

e o mesmo resultado se aplica para os dois ultimos termos. Com esse resultado a integral na superficie do
cubo curvilineo reduz-se a

§d§>«: F= dudvdw{ciu}zl [%{kgﬂw - %{kgﬂ,}}+ d,h [% (i 7, ) - %{E@Fw }}

5
+ &wﬁzg[%ﬁzz B,)- % (n 7, )]}

Utilizando-se esse Ultimo resultado juntamente com a expressdo AV=hhyhydudvdw, na defini¢cao
dada pela Eq.(1.30) obtém-se finalmente

a

m:ﬁ={;; [ (7)) - a{ksz}} i {a(kl F)- (-3335' )} 2 [a(ﬂng) a(ﬂleH}}

2hg [ A o i | Ow ey [ Ou v

o que corresponde ao resultado contido nas Egs.(1 .23)—(1.25).
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1.7. Identidades vetoriais

O operador 77 pode operar sobre escalares ou vetores ou combinag¢des de produtos dessas grandezas e
varias identidades vetoriais podem ser obtidas da definig¢do basica do operador 7 conforme ilustrado a seguir:

1.7.1 Vof £)
Utilizando-se a notagdo compacta e a defini¢do do produto escalar, tem-se
Tol )= 4,7, o 2,4)]
d
= —

onde ¢ subtendida a soma nos indicesiej e 4 . Utilizando-se a regra da cadeia para a operagdo de
diferenciagdo, obtém-se

-

7 -(fﬁ): d; 8V, 2 qu.}+ & -(a‘fj. ﬂj. )?!.f + 3 8V, (a‘fj.ﬂj.)
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= [a;4;) olav,)f + 7 {av) ola;4)
donde

Velid)=AeTr+ Ve (1.31)

Utilizando-se o procedimento delineado anteriormente, obtém-se
Vo ) = a4 x V| 12,4, + 4 <(a, 4,09, 5 + 73 <V a4,

a,4)x(a7,)7 + slav) a4,
donde

V()= —AxTr + fTx A (1.32)

173 Vi

A divergéncia do gradiente de um escalar ¢ denominada de Laplaciano que ¢ um operador diferencial
de 2a. ordem encontrado freqiientemente em teoria de campos. Utilizando-se a Eq.(1.14), e os parametros 4
definidos anteriormente, o gradiente de um escalar pode ser expresso como

O - - 4

7 =4, F, +4,F, +4,7,
S k3 o Cutu T A Sy

O divergente do vetor F =7 ¢ obtido da Eq.(1.16), resultando em

grpo ! [ [*‘?2**33@?’] (%@f} {»‘sﬁzz a:fﬂ
by iy Bui g dv)o owl by | (133

Utilizando-se os parametros da Tabela 1.1, obtém-se as seguintes expressdes nos sistemas de
coordenadas considerados neste capitulo:

Cartesianas
Py Aty 5o
vif= §+ §+ {
2 4 (1.34)
Cilindricas
2 1 8 &
ﬁf:“—[jj+7—7+—%
rée &yt ey & (1.35)
Esféricas

1 2 A 1 2 1 2
?2f=—2—[32i]+2——(5mﬁ£]+ 5 ?j
R2 AR\ AR} Rsenodd 9) Ri*(en8) 90° (1.36)
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1.7.4 ‘?K(ﬁf)

Considere-se a determinacdo do rotacional do gradiente de uma fungdo escalar. Utilizando-se a
notagdo compacta, com indices repetidos representando soma, o gradiente e o rotacional podem ser
representados por,

_’fzii
Ezj- Buj-
~ - 1 2
vxE =%a(ﬁﬁ;)%kak
ol

onde, ¥1 =¥, W3 =V . U3 =W Fazendo-se ’Ezj a“j , obtém-se
ﬁﬁla(}glaj\'n 1 @y

4 = — E--kﬂk = s Iy

;%.'Egj. 3&% L J ;gj E?uj u ;%;gj &g@uj b

ar

Para uma fungéo f'com 22. derivada continua tem-se que, Cheyduy  Ouyouy Portanto, fixado o

indice k , e fazendo-se uso da propriedade Zijk = ~ ik | conclui-se que,
TxF=Tx(Tr)=0 vy (1.37)

Essa identidade implica que: qualquer campo vetorial obtido do gradiente de uma funcdo escalar é
irrotacional.

1.7.5 7o[7x F)

Considere-se agora o divergente do rotacional de um vetor. Para isso, a Eq.(1.16) € expressa na forma
compacta,

1 J
LI
Iyl oy

Ved= }|El~'f—;|

com indices repetidos indicando soma, e o ultimo fator na expressao anterior, satisfaz a,

|Eyk |+ |EJ-;-;;| _ {1 para os trés indices distintos

2 0 com dots dosindices 1guais
Seja
- = = ) 1 8 )
A=VxF= 44 = %a(%ﬂiﬁm)gfmﬂi

cuja divergéncia €,
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o o 1 8 [&k 3 i
VeV E) =5 E[ﬁz}?ﬁzm By m)]sfmiL

"Iy

onde nessa ultima expressao tem-se uma soma sobre os indices repetidos i, j, k, /, m. Notando-se que,
E i |Ezjk | = Sl |Eﬁci |

e este termo sera ndo nulo para cada valor do indice i, se a seguinte condicao for satisfeita,
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Quando esta condi¢do ¢ satisfeita, tem-se que,

bk
Elmi |Ez'_;l'.fl: | = Sl ﬁ =1
portanto,
Fo{Fx )= (), )%
= i B

Para F,, com 2% derivada continua tem-se

L 2

Fl=——Ih,F
o )= 5 o)
e utilizando-se a propriedade Zj; = —E3n7, obtém-se finalmente,
VelxF)=0vF (138)

Essa identidade implica que: qualquer campo vetorial derivado do rotacional de outro vetor, possui
divergéncia nula.
1.7.6 Outras identidades vetoriais

Existem outras identidades envolvendo operadores e vetores que sao de importancia no formalismo

matematico da teoria eletromagnética, algumas das quais listadas a seguir. A demonstragao dessas expressoes
¢ geralmente realizada seguindo procedimentos semelhantes aqueles delineados anteriormente.

Ae{FxC)=BeoxA)=CelixB) (1.39)
Ax(BxC)={dec)E (05} (1.40)
Ao B)=(AeV)E+Fe ) a+ Ax([@x B+ Ex[Fxd) (141
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(1.42)
Tx{dxEB)= AT e B)-BF e A)+(Fev)i-[de V)5 (1.43)

(1.44)

1.8. Alguns teoremas da analise vetorial
Virias relagdes integrais sdo de importancia no formalismo matematico da teoria eletromagnética e

algumas destas sdo descritas a seguir.

Copyright Versao Impressa 1994 by Eduardo Fontana
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1.8.1 Teorema de Gauss

A definigdo da divergéncia de um vetor expressa pela Eq.(1.15), pode ser posta na forma

Tl dD
] = —
dr
dS ¥ uxo liqui \% A4
) com representando o fluxo liquido do vetor A
7 para fora da regido diferencial em torno do ponto P.
~ b Essa ultima relagao permite obter o fluxo liquido a
- I.I | [ 'A.I /). . . .
A ; partir do conhecimento do divergente e do volume
- aipelTl_ 1 Bt : . .
O RT R - diferencial uma vez que
8 o e
B = ~Eo-
P p keI I
L b | 1 — —_
e R e A0 = T e Adv (1.45)
e T T et Rty el ST T
S o e Y | 4 - -
AN i b — A generalizagdo dessa expressdo para o caso
Ll segpleempe AL , . ..
V . L T R de um volume macroscopico V limitado por uma
e K _Lﬁ,‘.__j__l__[_ Lo . superficie fechada T pode ser obtida com base na
R Y e Fig.1.15. O volume ¥ é subdividid lement
Bl ig.1.15. O volume V' ¢ subdividido em elementos
':-' d 4

diferenciais , e sobre cada elemento a Eq.(1.45) ¢

Fig 115 Geometria utilizada na demonstracio utilizada para calgular o fluxo liquido para fora do

do teorema de Causs elemento d1ferenc1§1 Fie volume. Efetuando-se a soma
' dos fluxos diferenciais de cada elemento,

componentes de fluxo calculadas sobre superficies
comuns a elementos adjacentes se cancelam. Conseqiientemente, ao se somar as contribui¢des diferenciais,

as unicas componentes de fluxo que nao se cancelam sao aquelas calculadas sobre a superficie 7. Dessa
forma, pode-se escrever,

.lld@:ifdg-ﬁ
E

que leva ao teorema de Gauss,

§d§-}i: J-ﬁ o AdV
T V (1.46)
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onde 45 = #dS & o vetor area diferencial dirigido para fora do volume V.
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1.8.2 Teorema de Stokes

A defini¢@o do rotacional de um vetor dada pela Eq.(1.19) pode ser expressa na forma,
3o (T Flmtim o g — fF el
AoV Fl=tm w50 5g
Z

onde # é um vetor unitirio normal ao elemento de area AS, e C é o caminho de integracio, orientado de
acordo com a regra da mao direita. Essa relagdo permite obter a circulagdo do campo vetorial a partir do
conhecimento da projecdo do rotacional na direcdo normal a superficie limitada pelo caminho. Definindo-se
no limite,

h\\'\.

C~ 7 \ ds <

pode—se €SCrever,

S — .:ﬂ:mnﬁ_m§ﬁ-df

l ie(7xF)-2
- donde
df :dﬁ-(‘?x F} (1.47)

A Eq.(1.47) pode ser generalizada para o célculo de
_ _ N circulagdo de um campo vetorial, qualquer que seja a forma e
Figl16  Geometria wutilizada na  tzmanho do caminho, conforme ilustrado na Fig.1.16. A
demonstragfo do teorema de Stokes superficie ¢ subdividida em elementos diferenciais, e sobre cada
elemento, a Eq.(1.47) ¢ utilizada para o calculo da integral de
linha no caminho limitando o elemento de superficie correspondente. Efetuando-se a soma dessas circulagdes
diferenciais sobre todos os elementos da superficie, integrais de linha calculadas sobre segmentos comuns a
elementos adjacentes se cancelam. Conseqiientemente, ao somar-se as contribui¢des diferenciais, o tnico
segmento que contribui para a integral de linha do vetor # é o caminho C limitando a superficie S. Pode-se
escrever portanto,

J-.:ﬂ = §F-df
i

resultando no teorema de Stokes,
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}?F-d‘:j(ﬁx[ﬁ)-dﬁ

I (1.48)
Uma outra identidade integral envolvendo o rotacional de um campo vetorial decorre diretamente da

Eq.(1.30). Com base naquela equagdo e seguindo procedimento semelhante aquele que levou a Eq. (1.46)
pode-se mostrar que

-ll‘_?xﬁ.:f}’= ifdﬁ;xﬁ

v T (1.49)

onde X ¢ a superficie fechada que limita o volume V, conforme ilustrado na Fig.1.15.

1.8.3 Identidades de Green

As identidades de Green seguem diretamente do teorema da divergéncia e sdo uteis no formalismo
das fungdes de Green para determinacao de campos. Considere-se duas fungdes fe g, que sdo utilizadas para

gerar o0s vetores, ¥f ¢ ¥g . Utilizando-se a identidade vetorial expressa pela Eq.(1.26), obtém-se,
‘?'Wg)=‘?f"?g+ﬁzg (1.50)
VeleTr)=VeeTr+gviy (1.51)

Efetuando-se a diferenca entre as Eqs.(1.50) e (1.51) e integrando-se o resultado em um volume 7,
resulta em

‘[,chﬁ" (677 - 77¢)= -['dV{E‘FEf— )
Aplicando-se o teorema de Gauss, expresso pela Eq. (1.46), no primeiro membro, resulta em

§d§- (677 - /72)= LdV[g?Ef—ﬁzg:]
. (1.52)

que ¢ o Teorema de Green. Procedimento semelhante aplicado a Eq.(1.50), leva a primeira identidade de
Green,

§d§-ﬁg = -['.:ﬂ-’(‘?f-‘?g +1v2g)

S (1.53)
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1.8.4 Teorema de Helmholtz

O Teorema de Helmholtz estabelece que um campo vetorial ¢ univocamente especificado em uma
regido, se forem conhecidos seu divergente, rotacional e sua componente normal sobre a superficie que limita
a regido. A importancia deste teorema na teoria eletromagnética é consequéncia da forma de representagao
matematica do comportamento de campos eletromagnéticos em termos de operacdes de divergéncia e
rotacional. Para demonstrar-se o teorema, seja um vetor 4 definido em uma regido limitada por uma
superficie fechada , tal que,

‘.:x:-t
’1:11

¥ x

b-.-l

=f

com ¥,/ especificadas em toda regido, conjuntamente com a componente normal de A sobre , Ay (E)
Admitindo-se a existéncia de um vetor distinto & satisfazendo as mesmas propriedades, ou seja

b:lL b:u
1l

L "ﬂl {]l

F
I
() 4,(3).

a unicidade do vetor 4 ficara demonstrada se a condi¢do, 4 = 7, for satisfeita. Para isso, constroi-se o vetor,
U=A-8

que satisfaz as propriedades,

= =

® .
Lo
1

=

E o)
noo

L] fan] L)

Como 77 é irrotacional, da Eq.(1.37), pode-se definir uma funcio , tal que,
E_J} = %':I:' s
e a divergéncia nula de 7 fornece

Telva)=vid=0

Utilizando-se a 1. identidade de Green dada pela Eq.(1.53), com f= g =® , resulta em

§d§-@‘?@ =§d§- &7 = dVU‘?@f +¢-v3¢n]= .:ﬂf|‘?¢:|2

E =
donde
~ 2
§.:£S®Un (T)= .[, av|v el
=

Dado que Z%, [Z) =0 vem
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2
-[,dV|U| .y

—d _ _
Como a grandeza |U| ¢ positiva definida, a integracdo de volume sé serd nula se 77 = ) para qualquer
ponto no interior do volume, o que implica 4= &, como se queria demonstrar.
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Problemas

1.1)  Considere a fungio, W= f(E 'f), com ¥ =ady +hdy +ed, o A= xdy+ydy +23;  Mostre que

?HJ:Eﬁ ..
g ,onde w=keof .

1.2) Calcule o valor da integral de linha,

Jll::c::s i dy
r

Z

onde C ¢ o segmento de reta orientado do ponto (a,0,0) ao ponto (a,a,0).

1.3)  Determine,

J-{sen ¢, +rcosddy + tan d,')ciz)-.:ff
Z

onde C ¢ o arco de circunferéncia orientado, definido por =3, z=0, 0<¢=<n/2.

- o i i
1.4)  Dado o campo vetorial A=x"dy +yzdy + 798, | determine o fluxo desse vetor através da superficie
definida pelas condi¢des, {z=4, 0 <x <3, 1<y <2}.

Aegd

S B S . . . ,
1.5)  Para o campo vetorial A=x"yd, determine T , sobre a superficie ~ do cubo cujos vértices
estao localizados nos pontos,

(0,0,0); (1,0,0); (1,1,0); (0,1,0)
(0,0,1); (1,0,1); (1,1,1); (0,1,1)

Admita que as seja o vetor area diferencial dirigido para fora da regido limitada por X.
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1.6)  Use o teorema de Gauss e determine a resposta da questao anterior, pelo célculo de uma integral de

volume na regido limitada por X.

1.7) Dado o campo vetorial A=y (K)dg  mostre que Vxd=

1.8)  Dado o campo vetorial A= frdy , mostre que Ved=10.

1.9)  Calcule as seguintes integrais:

Z [ [ [

3 2 2 2

onde C ¢ a circunferéncia z=0, r = 1.

1.10) Calcule as seguintes derivadas e expresse suas respostas na base de vetores do sistema de

coordenadas esféricas.
dip g Bdp 04, B4, A4, 4y 94y oy
28 b AR P8 dd BRI 88 Ay AR

1.11) Calcule as integrais de superficie:

{&Rcos&fg §&acosﬁd3 {&Rsenﬁdﬂ' §&asen&h"3

= s I ,» E 5 E
§‘3R cos gy §cxfa cos el §&R serl iy gafa sen
E s I ,» E > E

onde X ¢ a superficie esférica R = 1.
1.12) Calcule as integrais de volume

J.ciR cos 8dF J.ciR cos qefl” chia cos Bl J-.:iﬁ, sen QB

v , ¥ , ¥ ,

onde V é o volume esférico R < 1.

1.13) Utilize o teorema de Stokes em uma superficie fechada, com o auxilio do teorema de Gauss, para

mostrar que

-Lci?‘?-(‘?xﬁ)=ﬂ

1.14) Use o resultado da questdo anterior para mostrar que Ve (1? b H) =0,v4
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1.15)  Verifique que para uma fun¢do f'e um elemento diferencial de deslocamento & , tem-se que

df-‘?f:dfizdf o ,
& , onde df ¢ a diferencial de f.

1.16) Utilize o resultado da questdo anterior, juntamente com o teorema de Stokes, para mostrar que
Idﬁ-%{ﬁf}: 0

&

1.17)  Aplique o resultado da questdo anterior em uma area de integragdo diferencial para mostrar que
Tx(¥r)=0.v 5

1.18) Demonstre a Eq.(1.49)

1.19) Verifique que o gradiente de uma fungao escalar y pode ser obtido da defini¢ao

- _ 1 -~
Vi =lm up ﬁlﬂﬂg

onde X ¢ uma superficie fechada que limita o volume diferencial AV e 45 & o vetor area diferencial

dirigido para o exterior do volume AV
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