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1. i) Se H é um espago com produto interno entao [|u| = supy, =1 |(u,v)|.

ii) (Hellinger—Toeplitz) Seja H um espaco de Hilbert e T : H — H um operador tal que
(Tu,v)g = (u, Tv)g para cada u,v € H. Prove que T é limitado.

iii) Seja H um espago de Hilbert real ndo nulo e 7' um operador auto-adjunto. Prove que
IT(| = sup |(Tw,u)|.

ueH
lwll =1

i) Seu = 0 oresultado é 6bvio. Se u # 0, temos que |(u,v)| < [[u|z||v] e assim, sup)j,; =1 [(w, v)| <
[l?

Jlull. Por outro lado, se u # 0, [|ul| = 14I° = ‘(u ﬁ)] < sup 1 (4, 0)]-

ii) Suponhamos que A nao é limitado, entdo para cada n inteiro positivo existe w,, em H com
|lun || = 1 tal que ||Auy| > n. Com cada u, construimos os seguintes funcionais lineares de H:

fn(u) = (Au, uy,) = (u, Auy,)

Temos: o
| fa(w)] < [lull [[Aun||  (fn é limitado )

|fr(uw)|] < ||Au|, paracadan ((f,) é pontualmente limitado )

Logo, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe uma constante C' > 0 tal que || f,,|| < C, para
todo n. Se calcularmos f,, em Au,, resulta

Fa (Aun) = [[Aun||* < O Aug |-

portanto,
n < ||[Au,|| < C, para cadan € N,
0 que é um absurdo. Assim, A é limitado.
iii) Temos que, |(Tz,x)| < a||z||?, onde a = sup{|(Tu,u)| : ||ul| = 1}. Da identidade

(T(z+y)z+y) —(T@—y).z2-y)

(Txay) = 4

Logo, pela identidade do paralelogramo temos para x,y € H com ||z|| = |ly|]| = 1 que

1
(T ) <5 (e + I + [l - yl?)

2
<o (=% + lyl?)

=Q.

Pelo item i), segue que ||Tz|| < a e assim, |T|| < a = sup{|(Tu,u)| : ||u|| = 1}. Consequente-
mente,
1T = sup [(Tw,u)l.

u€EH
llull =1

2. Sejam E e F espagos de Banach e T € K(E, F). Assuma que R(T) é fechado. Prove que:

i) T é um operador de rank finito.

ii) Se dim N(T') < oo entdo dim F < oo.

i) Como F' é um espago de Banach e R(T) é fechado em F, segue que R(T) é um espago de
Banach. Em seguida, aplicamos o Teorema da Aplicagdo Aberta para T : E — R(T) e
obtemos que existe § > 0 tal que

BR(T) C 5T(BE),



ii)

ii)

onde Bp(r) e Bg sdo as bolas unitarias abertas de R(T') e E, respectivamente. Assim, temos

BR(T) C 5T(BE)

Como T é um operador compacto, T'(Bg) e, consequentemente, Br(ry sdo compactos. Clara-
mente, Brr) € a bola unitdria fechada de R(T'). Logo, R(T') é de dimensao finita.

Seja Ey o complemento topoldgico de N(T') em E. Temos que Ty := T|g, : By — R(T) é
bijetor. Isso pode ser visto diretamente pelo ”1° Teorema do Isomorfismo” T : E/N(T) —
R(T) ¢ bijetor e como E/N(T) = Ej o resultado segue. Podemos ver diretamente também,
pois se © € Ey e Ty(x) = 0, temos que T'(x) = 0, ou seja x € Ey N N(T') = {0} e assim, Ty
é injetor. Para a sobrejetividade, dado y € R(T'), temos que y = T(x + u) com x € N(T)
eu € Fy e assim, y = T(u), j& que T'(z) = 0, o que mostra que y = Tp(u), concluindo a
demonstracao que Tj é bijetor.

Seja T € L(E,FE) com E um espago de Banach. Defina o conjunto resolvente, espectro e o
conjunto dos valores proprios. Mostre que o conjunto dos valores préprios estd contido no
espectro e que essa inclusao pode ser estrita se o espago tiver dimensao infinita.

Prove que o espectro o(T") de um operador limitado é compacto e o(T) C [—||T|], ||T]|].
1) O conjunto resolvente, denotado por p(T), é definido por
p(T)={AeR: (T —\): E— E é bijetor};

2) O especto de T é o(T) = R\p(T);
3) Dizemos que A é um auto-valor de T" e escrevemos A € VP(T) se N(T'—=XI) # 0, N(T —\I)
é chamado auto-espaco associado a . Para qualquer espago de Banach F, tem-se

VP(T) C o(T),

pois se T nao ¢ injetor, também é bijetor. Se dim E = oo, pode ser que ocorra VP(T) € o(T),
por exemplo, considerando o operador shift right T : /2 — ¢? dado por

T(U17U2,U3,"') = (07u17u27"')7

temos 0 € o(T) e N(T — \I) = {0}, ou seja, VP(T) = 0.
Vamos mostrar que se |A| > [|T||, entdo T — AI é bijetor. Dado f € E, considere

Sv = \f"1(Tv - f).

Mostremos que S é uma contracao,

— _ _ T
18, = 8ol = X (T f) = A (@0 = Pl = W ru = 1ol < Bl ju = .
——

<1
Por conseguinte, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tnico v € E tal que
AN Tv—f)=Sv=v= (T - X)v=f.

Para compacidade, mostremos que o seu complementar p(T') é aberto, visto que assim teremos
o(T) fechado e subconjunto de um compacto. Para tanto, sejam Ao € p(T') e f € E, defina

Sa(w) = (T = XoD) " (f + (A= o) v).
Mostremos que existe r > 0 tal que se A € B(\g, r), entdo S é uma contragao. Note que
83w = Sxell = [|(T = A1) ™ (= 20) (u = w) | < 1A= Xol |(T = Ao) || llu = o],

. . _ 1
assim, basta considerar r = T —xT)=1] Para se obter

1
|Sav — Syl < §Hu — .

Logo, Sy tem um tnico ponto fixo para cada A satisfazendo |[A — Ag| < 7, ou seja, (T — AI) é
bijetor para cada |A— Ag| < r. Portanto, para cada Ao, B(Ag, ) C p(T') e assim, p(T) é aberto,
por conseguinte o(7T) é fechado, e em jungao de ser subconjunto de um compacto, segue que
o(T) é compacto.



4. Prove que todo espaco de Hilbert separdvel de dimensdo infinita é isometricamente isomorfo ao
2
espacgo £°.

Considere (e,,)nen uma base hilbertiana para H. Seja T : H — (2 definida para cada h € H por:

T(h) = ((en, 1)),

n=1

Note que para todo h € H, T((h) € £? pois, pela Desigualdade de Bessel para Espagos com Produto

Interno:
o0

T3 = [[((en, )3 =D (e, h)* < |[A]J* < o0

n=1

E assim, ||T'(h)||2 < co. Observe também que T é linear, pois para todos h,h' € H temos que:
T (h+ 1) = ((en,h+ 1)) = ((en, h) + (en, 1)) = ((en, h)) + ((en, 1)) = T(h) + T(I')
E paratodohe He aeR:
T(ah) = ((en, ah)) = (a(en, h)) = a((en, h)) = T'(h)

Agora mostraremos que T' é uma isometria. Como (e,,) é uma base ortonormal para H, todo h € H
pode ser escrito de forma tinica como h = Y7 | (e,, h) e,. Portanto, temos que:

Ih]|* = (Z (ens ) ens  (ex, h) 6k> =Y (ens ) (ensen) =D (ensh)* = I T(H)I3

n=1 k=1 n=1 n=1

Tirando a raiz em ambos os lados, obtemos que | T'(h)||2 = ||| para todo h € H. Assim, T ¢ uma
isometria e, portanto, é limitada e injetora. Por fim, mostramos que T é sobrejetora. Seja (x,)
uma sequéncia em ¢2. Defina:
[ee]
hx = Z TECk
k=1

Observe que h, converge, pois pela Identidade de Pitagoras para Espagos com Produto Interno e
como (x,,) € (%

(oo}
all* =D el < 0o
k=1

E vemos que:

T(hr) = ((en,hr)) = <<6n,zxk6k>> = (an ||€n||2) — (‘Tn) .
k=1

Portanto, T' é sobrejetora.

5. Seja H um espago de Hilbert separdvel e T um operador compacto, simétrico e nao nulo de H.
Prove que existe um sistema ortonormal completo de H formado por autovetores de T. Escreva
uma expressao para 1 em termos da base de autovetores.

Quando dim H < oo segue de dlgebra linear. Suponhamos que dim H = oco. Se o(T) = {0}, o
resultado segue do Corolario 0.4 e do fato que todo espago separavel admite uma base hilbertiana
e assim, Tv; = 0 = Ov;.

Sejam {A,,} o conjunto dos autovalores distintos e nao nulos de T'. Sejam Ao = 0, Ey = N(T—0I) =
N(T) e E, = N(T — A\,I). Temos que 0 < dim Ey < oo e que 0 < dim E,, < oo pelos Teoremas 0.2
e 0.3.

Mostremos que H é soma hilbertiana de (Ey,)n>0.

i) (En)n>0 sao dois a dois ortogonais.

De fato, sejam u € E,, e v € E,, com m,n >1em # n. Assim, Tu = A,u e Tv = Apv. De
onde, (Tu,v) = A\p(u,v) e (u,Tv) = (Tv,u) = A\ (u,v). Entao, (A, — Ap)(u,v) = 0 e assim,
(u,v) = 0. Agora considere u € Ey e v € E, com n > 1. Assim, u € N(T) ou seja, Tu = 0.
Logo, Ay (u,v) = (A\yu,v) = (Tw,u) = (v,Tu) = 0. Como A, # 0 segue que (v,u) = 0.
Portanto, (E,),>0 s@o dois a dois ortogonais.



ii) Seja F' o espaco vetorial gerado por (E),)n>0. Mostremos que F' é denso em H.
- T(F) C F.

De fato, seja = € F. Entdo z = Zf:o a;e; com e; € E; para cada i = 0,...,k. Assim,
Tr = Zf:o AiTe; = Ef:o a;\ie; € F.
FT(Ft) c F-.

Seja u € F*+ assim, (u,v) = 0 para cada v € F. Dado v € F qualquer, temos que (T'u,v) =
(u, Tv) = 0, pois T(F) C F. Logo, Tu € F*.

=Ty :=T|p: : F+ — T(F+) C F+ é compacto e auto-adjunto.

Fo(Ty) = {0} e assim Ty = 0.

De fato, suponhamos que existe A € o(Tp)\{0} = VP(Tp)\{0}. Assim, N(Top—A\I) # {0}, logo
existe u # 0 tal que u € N(Tp — AI), ou seja, Au = Tou = T'|pru = Tu, de onde A € (Ap)n>1.
Dessa forma, existe ng tal que v € Eyg C F e como u € F+ concluimos que u = 0. Portanto,
o(Typ) = {0} e assim Ty = 0.

FFL={0} e F" = {0}.

De fato, segue da afirmacio anterior que F+ C N(T) = Ey C F. Como F N F+ = {0} segue
que F+ = {0}. Por outro lado, se u € F temos que (u,v) = 0 para cada v € F. Em
particular, (u,v) = 0 para cada v € F', ou seja, u € F+ = {0}.

FF=H.

Temos que F C H é um subespaco vetorial fechado, logo H = F @ F =F @ {0} =F.

F Existe uma base hilbertiana de H formada por vetores proprios de T'.

Finalmente, Ey = N(T) e E, = N(T — \,I) sao fechados pois T € K(H). Pelo Teorema
0.1, Ey = N(T) C H é separavel, logo tem base hilbertiana (v € N(T),Tv =0 = 0v) e E,
tem base de autovetores por construcao. Podemos escolher uma base hilbertiana em cada F,

formada por vetores proprios de T'. A uniao dessas bases é uma base hilbertiana de H formada
por vetores préprios de T'. Por fim,

onde (e,,)nen € a base construida.
Utilizamos os seguintes resultados:
Teorema 0.1. Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base hilbertiana.
Teorema 0.2 (Alternativa de Fredholm). Seja T € K(E), entao
a) N(I —T) tem dimensao finta;
b) R(T — 1) € fechado e R(I —T) = N(I —T*)*;
¢) N(I —T)={0} se, e somente se, R(I —T) = FE;
d) dim N(I -=T)=dim NI —T%*).
Teorema 0.3. Seja T € K(E) com dim E = co. Entao,
a) 0 € o(T);
b) o(T)\{0} = VP(T)\{0};
¢) Uma das sequintes situacoes ocorre:
e (1) = {0};
e o(T) é fechado;
e o(T)\O ¢ uma sequéncia que converge para 0.
Coroldrio 0.4. Seja T € L(H) auto-adjunto com o(T) = {0}. Entao, T = 0.



