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1. (2,0)

i) Seja H = (? (real). Denote por C' = {z = (z,,) : ¥, > 0 para cada n € N}.
a) Prove que C é convexo e fechado.
b) Calcule a projegdo de H sobre C.
ii) Seja f(x) =sen(z) e H = L?[—x, 7. Calcule a projecdo de f sobre o subespaco de H gerado
por {1,z, 2% 23}.

2. (1,0) Seja H um espaco de Hilbert e (z,),cy uma sequéncia tal que z,, — x na topologia o(H, H')
e ||zl = ||z||m- Sem utilizar Milman-Pettis, prove diretamente que x,, — x em H.

3. (2,0)

i) Se H é um espago com produto interno entao ||ul| = sup, =1 |[(u,v)|.

ii) (Hellinger—Toeplitz) Seja H um espago de Hilbert e T : H — H um operador tal que
(Tw,v) g = (u, Tv) gy para cada u,v € H. Prove que T é limitado.

iii) Seja H um espaco de Hilbert real nao nulo e T um operador auto-adjunto. Prove que

1T = sup [(Tu,u)].
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4. (2,0) Sejam E e F espagos de Banach e T' € K(E, F'). Assuma que R(T) é fechado. Prove que:

i) T é um operador de rank finito.

ii) Se dim N(T') < oo entdo dim F < oo.

5. (1,0) Enuncie os Teoremas de Lions-Stampacchia e Lax-Milgram e demonstre apenas Lax-
Milgram.

6. (2,0) Seja T € L(H) um operador auto-adjunto. Sejam

m= inf (Tu,u)geM= sup (Tu,u)p.
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Mostre que se A < m entao A € p(T) e que m € o(T).

7. (1,0) Prove que todo espago de Hilbert separdvel de dimensao infinita é isometricamente isomorfo
a0 espaco £2.



