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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo da existéncia, unicidade e estabilidade para a equacao

nao linear de Kawahara
Ut + Uy + Ugzr + upu:(; — Uggazx = 0 (p = 17 2) ;

em um dominio limitado. Para provar a existéncia e unicidade, usamos técnicas de
semi-discretizacao para o caso p = 1 e, para o caso p = 2, utilizamos a teoria
de semigrupos. Ao adicionarmos uma dissipacao localizada, obtemos um decaimento
exponencial (quando ¢t — o0) da energia associada as solugoes da equagao de Kawahara.
Isto foi feito combinando estimativas de energia, técnicas de multiplicadores e argumentos
de compacidade, fazendo com que o resultado de estabilizacao ficasse reduzido a provar uma
propriedade de continuacao inica para a equacgao de Kawahara. Tal propriedade foi provada

usando um resultado devido a J. C. Saut e B. Sheurer (ver [38]).
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Abstract

This work is dedicated to the study of existence, uniqueness and stability for the

nonlinear equation for Kawahara
Ut + Uy + Uggr + upur — Uzgzes = 0 (p = 17 2) )

on a bounded domain. To prove the existence and uniqueness, we use techniques of finite
differences for the case p = 1 and semigroup theory for the case p = 2. Under effect of a
localized damping mechanism, we obtain an exponential decay (as t — oo) for the energy
associated to solutions of Kawahara equation. Combining energy estimatives, multipliers and
compacteness argument, the stabilization result was reduced to prove a unique continuation
property for the Kawahara equation. This property was proved using a result due to J. C.

Saut and B. Sheurer (see [38]).
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Introducao

Equagoes que modelam o movimento de ondas em meios dispersivos, lineares e nao
lineares, tem suas raizes na descoberta de uma Onda Solitaria por John Scott Russel. Por
volta de 1834 ele observou ondas criadas na superficie da dgua em um canal, que pareciam
se propagar de forma constante e sem mudar de forma. Russel realizou varios experimentos
deste fenomeno que ele chamou de ”Ondas Solitarias”.

Apéds isto, outros cientistas como George Airy e George Stokes se interessaram pelo
assunto desenvolvendo e analisando principalmente os modelos matemaéticos dos fendmenos
observados anteriormente em laboratérios. Apesar de certo avanco, varias perguntas ficaram
sem respostas concretas, como por exemplo, por que se realiza uma propagacao constante
de uma onda de forma permanente sobre a superficie da dgua? O préximo grande avanco se
encontra no trabalho de Joseph Boussinesq por volta de 1871. O modelo matematico dele
inclui, implicitamente, varias situagoes as quais originaram outras importantes equagoes.

Em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Diederik Korteweg e
Gustav de Vries, que relata uma modelagem matematica essencial sobre Ondas Solitarias
observado por Russel. A forma original da equagao principal do artigo é:

3 g (15 3 1
=3 1(2” +2an+3ﬂnm)x,

onde n é a elevacao da superficie de liquido sobre o seu nivel de equilibrio [ > 0, a > 0 é

uma constante relacionada ao movimento uniforme (propugao linear) do liquido, g > 0 é a

B _ T

5 " g é a constante relacionada as forgas capilares do tensor

constante de gravidade e 3 =

T e da densidade p, constante e positiva.



Podemos dizer que tais equacoes que descrevem os movimentos de ondas, sao uma das
mais familiares nas quais os efeitos dispersivos estao presentes. De modo simples, podemos
dizer que a dispersao de uma onda ¢ o fendmeno no qual a velocidade de onda depende da
sua amplitude (ou na frequéncia, no caso de um envelope de ondas), ver [17] ou [28] para
mais detalhes.

O sistema de equacgoes

w4+ [(1 4 au)w], — %wzm =0, )

Uy + Wy + QWW, — gwmt =0,

descreve a propagacao unilateral das ondas dispersivas na superficie de um liquido e foi
originado por Boussinesq. Sua dedugao pode ser encontrada em [2] ou [4]. Fisicamente, as
variaveis redimensionadas u e w estao relacionadas a amplitude e comprimento de onda,
respectivamente. A fim de obter um modelo matematico mais relevante em termos de
a e [ e ao mesmo tempo mantendo a propagacao em um unico sentido, considerou-se
algumas mudancas de varidveis em (1) e obteve-se duas equagoes que modelam a propagacao

unidimensional de ondas longas com pequenas amplitudes, a saber

up + Uy + %auuw + %umm =0 KdV,
Up + Uy + %auum + %umt =0 BBM.

A primeira das equagoes é a famosa equagao de Korteweg-de Vries (KdV) e a segunda
é a BBM, em uma homenagem aos matematicos Benjamim, Bona e Mahony, ver [2], [4], [5]
ou [7].

Para analise matematica, é conveniente modificar os termos a e [ relacionados a

amplitude méxima e comprimento de onda, respectivamente. Para isto, podemos fazer o = 2

w

e = 6. Assim, podemos reescrever as equagoes KdV e BBM como

Up + Uy + Uy + Ugyy = 0 KdV,
Up + Uy + UUp + Uggr = 0 BBM.

Existem varios artigos que estudam diversos aspectos dessas equacoes, dentre eles podemos

destacar [5], [7], [14], [19], [24], [25], [27], [28], [33], [36], e [37].
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Em 1972, Takuji Kawahara, em um artigo intitulado ”Oscillatory Solitary Waves
in Dispersive Media” (ver [23]), generalizou a equagao da KdV, denominada equacao de
Kawahara ou Equacao de KdV generalizada. Equacoes diferenciais dispersivas de quinta
ordem descrevem a propagacao de ondas de pequenas amplitudes em uma dimensao.
Problemas relacionados a fluidos e fisica de plasmas sao, em geral, formulacoes fisicas que

sao representadas por equagoes do tipo Kawahara. A Equacao de Kawahara é dada por
3

Tal equacao difere da KdV, por possuir um termo a mais, a derivada de ordem cinco. Uma,
dentre muitas, das formulagoes da equacao de Kawahara foi desenvolvida através do modelo

que estuda ondas de gravidade capilar em um canal de comprimento longo e de fundo plano

ver [22] e [39].

A X
2

()

1 u
Q (1 2 Uy

Fig. 1 - O problema onda-agua

Para tal estudo considera-se um fluxo irrotacional de um fluido viscoso incompreensivel
em um canal ”infinitamente” longo de profundidade fixa com fundo impermeavel sob a
influéncia da gravidade e tensao superficial.

Com isto, da mesma forma que na KdV, existe o interesse de estudar problemas de
valores iniciais e de fronteira, tais estudos foram iniciados em [3], [11], [12], [24], entre
outros. Contudo, métodos para estudo de tais problemas, nas equacoes de KdV e Kawahara,

diferem entre si por dois tipos de problemas: Problemas colocados em um quarto do Plano



([6], [10], [18], [42]); e problemas de valores iniciais e de fronteira sobre um intervalo finito,
que é o caso que atrai o interesse neste trabalho.
Este trabalho ¢ dedicado, primeiramente, ao estudo da existéncia e unicidade de solugao

da equacao de Kawahara em um dominio limitado:

Up + Uy + U'pua: + Ugze — Uzzzae = 0 €m QTa
w(0,T)=u(L,t) =u, (0,T) = u, (L, T) = upe (L, T) =0, t€(0,T), (2)
u(z,0) =wug(z), x€(0,L).

Ao longo do trabalho assumiremos o dominio Qr = {(z,t) e R* : x € (0,L) C R, t € (0,7)},
e p =1, 2. Nas questoes relacionadas ao estudo de existéncia e unicidade do sistema (2)
serao utilizados dois processos distintos, a saber, no caso p = 1 utilizaremos o método da
semi-discretizagdo com respeito a varidvel ¢, ver [26], para mostrar a existéncia de solugao.
No caso p = 2 a existéncia serd demonstrada via teoria de semigrupos.

A partir da existéncia e unicidade obteremos uma taxa de decaimento para a energia

associada a solugao do sistema

Up + Uy +upux + Ugzzr — Uzzaze +CL<I>U =0 em QTv
w(0,T) =u(L,t) =u, (0,T) =uy (L, T) =ug (L, T)=0, t€(0,T),
u(x,0) =ug(z), z€(0,L).

onde a fun¢do a = a (x) é nao negativa em (0, L) e satisfaz

ac€ L>®(0,L) e a(x)>ay>0qs. em w,

com w sendo um subconjunto nao vazio de (0, L) .

A anadlise descrita acima foi dividida em trés partes:

No Capitulo 1 apresentamos os resultados cldssicos que serao utilizados no
desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2 utilizamos o método da semi-discretizacao com respeito a variavel ¢
para encontrarmos existéncia e unicidade de solucao global do problema acima no caso

p = 1. Neste capitulo utilizamos a linha de raciocinio analogo ao trabalho de G. Doronin



e N. Larkin, ver [15]. Além disso, provamos o decaimento exponencial da solucao (t — o)
quando adicionado um amortecimento localizado.

No Capitulo 3 utilizamos o método de semigrupos para encontrar a existéncia e
unicidade de solugao global do problema acima no caso p = 2. E como no capitulo anterior,
mostraremos o decaimento exponencial da solucao quando t — oc.

Vale ressaltar que o decaimento exponencial abordado nos Capitulos 2 e 3 foram
conseguidos, inspirados nos trabalhos de Rosier [36], Pazoto [34], Menzala-Vasconcelos-
Zuazua [33], que utilizaram técnicas de multiplicadores e de ”compacidade-unicidade”.

No Apéndice provamos resultados de continuacgao tinica necesséarios para o método que

usamos para obter a estabilidade para a equacao de Kawahara nos Capitulos 2 e 3.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Neste capitulo fixaremos algumas notacoes e daremos definicoes e resultados essenciais

a continuidade do trabalho.

1.1 Espacos Funcionais

Dados 2 C R™ um aberto e uma fung¢ao continua f : 2 — R, define-se suporte de f, e
denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f(z) # 0}. Assim, supp(f) é um
subconjunto fechado de 2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay, ..., ;) é denominada de multi-indice e
sua ordem é definida por |a| = a1 + ... + .

Representa-se por D® o operador de derivagao de ordem |a|, isto é,

ol

DY = ——.
a1 "
Oxi*...0x

Para o = (0,0, ...,0), define-se D% = u, para toda fungao u.
Por C§° () denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das funcoes
infinitamente diferenciaveis definidas, e com suporte compacto, em ).

Um exemplo cldssico de uma funcao de C§° (€2) é dado por

Exemplo 1.1 Seja Q C R"™ um aberto tal que By (0) = {x € R"; ||z|| < 1} compactamente
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contido em ). Consideremos f: € — R, tal que

1
ellzl’=1 " se ||lz|| < 1

f(z) = ,
0, sellz] =1
1
n 2
onde © = (x1,%9,...,x,) € |z|| = (fo) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que
=1

feC>®(Q) esupp(f) = By1(0) € compacto, isto é f € C§° ().

Definigao 1.1 Diz-se que uma sequéncia (o), ey em Cg° (2) converge para ¢ em C§° (Q2),

quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Existe um compacto K de 2 tal que supp(p) C K e supp(p,) C K,V n € N,
(1i) D*p, — D*p uniformemente em K, para todo multi-indice «.

Observagao 1.1 E possivel (ver [40]) dotar C° (Q) com uma topologia de forma que a

noc¢ao de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢ao 1.1.

O espago C§° (2), munido da convergéncia acima definida, sera denotado por D (2) e
denominado de Espago das Funcoes Testes sobre (2.

Uma distribuigao (escalar) sobre € é todo funcional linear continuo sobre D (£2). Mais
precisamente, uma distribuicao sobre 2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfazendo as

seguintes condicoes:

(i) T(ap+ ) = T (p) + BT (¢),Va, BeR eV, ¢ e D(Q),

(it) T é continua, isto é, se (), oy converge para @, em D (2) , entao (1" (¢n)),,cy cOnVerge

para T (¢), em R.

E comum denotar o valor da distribuicao T em ¢ por (T, @) .

O conjunto de todas as distribuigoes sobre () com as operagoes usuais é um espaco
vetorial, o qual representa-se por D’ (£2) .

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.



Exemplo 1.2 Sejau € L. (). O funcional T, : D (2) — R, definido por

loc

(T, ) = / u () ¢ (z) da,

¢ uma distribuicio sobre Q univocamente determinada por w (ver [31]). Por esta razao,

identifica-se u & distribuicao T, por ela definida e, desta forma, L},. () serd identificado a

uma parte (propria) de D' ().
Exemplo 1.3 Consideremos 0 € ) e o funcional § : D (2) — R, definido por

(00,0) = ¢ (0).

Em [31], vé-se que &y € uma distribuicao sobre ). Além disso, mostra-se que 6y nao € definido

por uma fungao de L} ().

loc

Definigao 1.2 Diz-se que uma sequéncia (1), em D' () converge para T em D' (Q2),

quando a sequéncia numérica ((T5,, p)), ey convergir para (T, @) em R, para toda ¢ € D (£2).

Definigao 1.3 Sejam T uma distribui¢ao sobre ) e a um multi-indice. A derivada D*T

(no sentido das distribui¢ées) de ordem |«| de T' € o funcional definido em D () por
(D°T, ) = (-1)*T. D), VpeD(Q).

Observagao 1.2 Decorre da Defini¢ao 1.3 que cada distribuicao T sobre § possui derivadas

de todas as ordens.

Observagao 1.3 DT ¢é uma distribuicio sobre ), onde T € D' (Q). De fato, vé-se
facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (), oy convergindo
para @ em D(Q). Assim, (DT, p,) — (D*T,¢)| < |T,D%, — D*p)| — 0, quando

n — OoQ.

Observacao 1.4 Vé-se em [32 que a aplicacao D* : D' (Q2) — D' (2) tal que T +— DT é

linear e continua no sentido da convergéncia definida em D' ().



Dado um nuimero inteiro m > 0, por W™? (Q), 1 < p < oo, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m, sobre €, das (classes de) fungoes u € LP () tais que D% € L? (Q),
para todo multi-indice o, com || < m. W™P (Q) é um espago vetorial, qualquer que seja
1 <p<oo.

Munido das normas

B =

[ullyympy = Z / | D% (z)|Pdz | , quando 1 < p < o0
0

laf<m

[ullypmee) = Y supess|[D*u(x)|, quando p = oo,
|a|<m e

os espagos de sobolev W™ (§2) sao espagos de Banach (vide [32]).

Observagao 1.5 Quando p = 2, o espago W™? (Q) € denotado por H™ (), o qual munido

do produto interno

(U V) () = Z /QDO‘U (x) D% (x) dx

la|<m

¢ um espaco de Hilbert.

Consideremos no nosso trabalho o subespaco de H! (0, L) definido por
V={ueH (0,L); u(0)=0}.

Em [31] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do H' (0, L) sdo equivalentes
em V. Assim, consideraremos V munido do produto interno e norma dados respectivamente
por

((u,0)) = (ua, va) ul* = fual”,
onde (+,-) e |-| denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L? (0, L) .

Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < 00, 0 espago de

Banach das (classes de) fungoes u, definidas em |0, T'[ com valores em X, que sao fortemente

mensuraveis e ||u (¢)|% é integrdvel a Lebesgue em 0, 7], com a norma

T :
N ( [ o dt)

9



Por L*> (0,T; X)) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em
10, T com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (t)||y possui supremo essencial

finito em ]0, 7', com a norma

[u (t)HLOO(O,T;X) =supess ||u (¢)]|y -
t€]0,T|

Observagao 1.6 Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espago L?(0,T;X) € um

espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(1, 0) o0y = / (u(t), v () y dt.

Consideremos o espago L” (0,7 X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert separdvel, entao

podemos fazer a seguinte identificacao
L7 (0,5 X)] =~ L7 (0,T; X'),
onde (1/p) + (1/¢q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificagao
[L'(0,T;X)] ~ L= (0,T; X') .
Essas identifica¢oes encontram-se detalhadamente em [29].

O espaco vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,T) em X é denominado de

Espago das Distribuigoes Vetoriais sobre |0, T'[ com valores em X e denotado por D’ (0,7; X) .

Definicao 1.4 Dada S € D' (0,T;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a
[

distribuicao vetorial sobre |0, T[ com valores em X dada por

(255 - cor (22 v v

Exemplo 1.4 Dadas v € LP(0,7;X), 1 < p < o0, e ¢ € D(0,T) a aplicagio T,
D(0,T) — X, definida por

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T), logo
uma distribuicao vetorial. A aplicagao u — T, € injetiva, de modo que podemos identificar

u com T, e, neste sentido, temos LP (0,T;X) C D' (0,T; X).

10



Consideremos o espaco
W™ (0,T;X) = {ue L?(0,T;X); ¥ € L?(0,T; X), j=1,...,m},

onde u') representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicoes vetoriais. Equipado

Cco1m a norma
P

HUHme 0,7:X) <ZH“ HLP OTX> ’

WP (0,T; X) é um espago de Banach (vide [1]).

Observagao 1.7 Quando p = 2 e X € um espago de Hilbert, o espago W™P (0,T; X) serd
denotado por H™ (0,T; X), o qual, munido do produto interno

(u,0) gm0y = D (u, UO))LQ(O,T;X) ,
=0
¢ um espago de Hilbert. Denota-se por Hi* (0,T; X)) o fecho, em H™ (0,T;X), de D (0,T; X)
e por H-™(0,T; X) o dual topoldgico de HJ" (0,T; X).

Lema 1.1 (Imersao de Sobolev) Seja Q0 um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

2
(i) Se n > 2m, entao H™ (Q2) — L? (), onde p € [1, n 1 :

n—2m
(i1) Se n = 2m, entao H™ () — LP(Q), onde p € [1, +o0[.

(i1i) Sen=1em > 1, entao H™ () — L™ (Q).

Aqui o simbolo < denota imersao continua.

Prova: Ver [8].

Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

c 2n
) S 2 tao H™ (Q2 LP(Q d 1 )
(i) Se n > 2m, entao (Q) — (),ODGP€{7n_2m[
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(ii) Se n = 2m, entdo H™ () < L? (), onde p € [1, +o0|.

(iii) Se 2m > n entdao H™(Q) < C* (Q), onde k é um inteiro nao negativo tal que

k<m—(n/2) <k+1.

. , C . ~
Aqui o simbolo < denota imersao compacta.

Prova: Ver [8].

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bg = {f € E';|f]| <1} €

compacto pela topologia fraca * o (E', E), onde E é um espago de Banach.
Prova: Ver [8].

Lema 1.3 (Lema de Lions) Sejam O um aberto limitado de R", (g.,),, € g fungdes de
L1(0), 1 < q < o0, tais que:

HgmHLq(o) <C e gn—94qs emO.
Entao g, — g fraco em L1 (0O).
Prova: Ver [30].

Lema 1.4 (Du Bois Raymond) Seja v € L} (). Entdo

loc

Ju@t@rts =0, ¥ o € D@)
Q

se, e somente se, u =0 quase sempre em 2.

Prova: Ver [32].

Teorema 1.2 (Teorema de Unicidade de Holmgren) Seja P um operador diferencial
com coeficientes constantes em R™. Seja u solucao de Pu =0 em Q1, onde Q)1 € um aberto
do R™. Suponha u =0 em Q, onde Q2 € um subconjunto aberto e nao vazio de Q1. Entao
u =0 em Q3, onde Q3 € um subconjunto aberto de ()1 que contém Qs e tal que qualquer

hiperplano caracteristico do operador P que intersecta (Q3 também intersecta Q5.
Prova: Ver [21].
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1.2 Interpolacao de Espacos de Sobolev

Os resultados que aqui enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem ser
encontrados em [29)].

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, com imersao continua e densa, X — Y.
Sejam (-, )y € (-, )y 0s produtos internos de X e Y, respectivamente.

Indicaremos por D (S), o conjunto de todas as fungoes u’s definidas em X, tal que
a aplicacdo v — (u,v)y, v € X ¢é continua na topologia induzida por Y. Entao,
(u,v)x = (Su,v)y define S, como sendo um operador ilimitado em Y com dominio D (.5),
denso em Y.

S é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando a decomposicao espectral
de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?, # € R. Em particular usaremos A = S'/2.

O operador A, é auto-adjunto, positivo definido em Y, com dominio X e
(u,v)y = (Au, Av)y, Vu,v € X.
Definicao 1.5 Com as hipdteses anteriores, definimos o espaco intermedidrio
X,Y],=D (Alfe) , (domz/m'o de Alfe) ,0<60<1,

com a norma

1/2
lell ey, = (el + 4]l )

Observermos que:
1. X = [X)Y],—=Y.
2 ullixy, < llellx” ully-
3. S5e 0 <ty <6 <1 entdo [X,Y], — [X,Y],.
4. [[X, Y]oo X, Y]GJ@ = [X, Y](1_0)90+991-

Teorema 1.3 Sejam 2, um subconjunto do R", s > % Entao,

du 1
HS = : H? (Q — =0, 0<jj<s——>.
0 {U RS ( )7 87]J ’ ) S 2}
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Teorema 1.4 Sejam €2, um subconjunto do R", s; > so > 0, s1 e sy diferentes de k + %,

keZ. Ses=(1—0)s;+0sy#k+ %, entio

27

[Hg' (2), Hg® ()], = Hg ()

1
=H;(Q), coms=(1—0)m#k+ =

[Hy (9) 1 ()] >

0

com as normas equivalentes.

1.3 Desigualdades importantes

Teorema 1.5 (Ehrling) Suponha que Q0 satisfaz a propriedade do cone uniforme, ver [1],
e seja €9 > 0 qualquer. Entdo existe uma constante § = 0 (g9, m, p,2) tal que para quaisquer

0<e<eg,inteiro) <j<m—1euec WP (Q) vale a sequinte estimativa:

1/p 1/p

o o =i
Mol | <o | DDy | 4057 ([l oy

laf<j laj<m

Prova: Ver [1] ou [8].

Lema 1.5 (Desigualdade de Gronwall) Seja z(t) wma fung¢do real absolutamente

continua em [0, a[ tal que para todo t € [0, a[ tem-se

2 (t) —C—i-/otz(s)ds.
Entao z (t) < Ce', ¥Vt € [0, a].
Prova: Ver [9] ou [31].

Lema 1.6 (Desigualdade Discreta de Gronwall) Seja k, uma sequéncia de nimeros

reais nao negativos. Considere a sequéncia ¢, > 0 tal que
¢0§§9m

n—1 n—1
Gn < got+ Y Dot Y ksds, n>1
s=0 s=0
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com go > 0 e ps > 0. Entao para todon > 1

(o )5

s=0 s=0

Prova: Ver [16].

Lema 1.7 (Desigualdade Diferencial de Gronwall) Seja u(t) uma fungdo nao negativa

e diferenciavel em [0,T], satisfazendo

u'(t) < f)u(t)+g(t)
onde f(t) e g(t) sao fungoes integrdveis em [0,T]. Entdo
t 3 s
w(t) < eJof@ir {u (0) + / g(s)eJo f<7>dfds] Ve [0,T].
0
Se f(t) e g(t) sao fungdes nao negativas, entao a expressao torna-se
t t
u(t) < efof(f)dT {u (0) + / g (s) ds} ,Vte[0,7].
0

Prova: Ver [16] ou [9].

Lema 1.8 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Seja Q@ C R™ wum aberto limitado.

Se u € Hg (), entdo existe uma constante C > 0, tal que
2 2
ullz2) < ClIVullz2@ -
Prova: Ver [1] ou [§].

Lema 1.9 (Desigualdade de Young) Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < oo e

1 1
1 < g < oo, tais que — + — =1, entao
P q

a? b
ab < —+ —.
p q

Prova: Ver [8].
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Lema 1.10 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(2) e g € L1(Q), com 1 < p < o0
1 1
e—+-=1, entio fg € L' (Q) e
P q
Ifalaxer = | 1ol < 1oy Nl

Prova: Ver [8].

Lema 1.11 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg) Seja u € Hj () entdo existe
c >0 tal que

1/2 1/2
HuHLoo(Q) <c HUHL/z(Q) HuxHL/?(Q) :

Prova: Ver [1] ou [8].

1.4 Método das Diferencas Finitas

Em problemas (béasicos) onde se utiliza as estimativas a priori, o método das diferengas
finitas pode ser muito importante. O seu interesse principal é que a estrutura das equagoes
aproximadas por discretizagao (diferengas finitas) seja muito préxima da equagao que
queremos resolver. Sua principal desvantagem reside nos cédlculos tecnicamente pesados. Em
geral, existem trés possibilidades de discretizagao em problema de evolugao: Discretizacao
Completa, Discretizacao da Variavel Tempo, Discretizacao do Espaco. Trataremos neste
trabalho a resolucao de uma equacao de evolucao usando o método das diferencas
finita, particularmente, a discretizagao da varidavel tempo na qual consiste basicamente

un— n—1

em substituirmos o operador d/dt pelo quociente diferencial e analisarmos o

comportamento da solu¢ao de um determinado problema quando k£ — 0.

1.4.1 Meétodo da Semi-discretizacao

Dados os espacos de Hilbert
VcHCV (1.1)
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e um operador A definido por

Ae L(V; V),

(1.2)
(Av,v) > avl}, a>0,veV,

por meio do método da semi-discretizacao, mostraremos, o seguinte resultado:

Teorema 1.6 Suponha que (1.1) e (1.2) sejam satisfeitas. Seja K um conjunto convezo

fechado de V. Se

fer?,1T;V) (1.3)
¢
uy € K, (1.4)
existe uma tnica funcdo u, tal que
we L2(0,T;V)NL>®(0,T; H), (1.5)
u(t) € K gq.s., (1.6)
/OT (u'(t) + au(t) — F(t), v(t) — u(t)) dt + % 0(0) —uo|* >0, Yo(t) € K ¢s..  (1.7)

Antes de provarmos o teorema faremos aqui algumas notagoes a serem utilizadas. Seja

k=At=— 1.8
< (18)

e denotaremos por u" uma aproximacao de u no instante nk. Seja

1

(n+1)k
fr= E/nk f(o)do, n>1. (1.9)

Tomemos

u’ = ug (1.10)

e definamos u™ por:

un_un—l
(T,v—u”) + (Au™ — ffo—u") >0, YveK,

weK (1<n<N-1).

(1.11)
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O sistema (1.11) é uma desigualdade variacional elipitica. Observe que (1.11) pode ser

escrita como
n—1

k

Dizemos que a desigualdade (1.11) é uma semi aproximagao da desigualdade (1.7).

1
(Au”%—Eu",v—u")z(f"%— ,v—u”),VvEK.

Prova do Teorema 1.6:

Existéncia: Naturalmente tudo depende das estimativas a priori sobre {u™}. Assim, seja
ur(t) =u" em [nk,(n+ 1)k[, 0<n <N -1 (1.12)
Demonstraremos que
Lema 1.12 Quando k — 0, temos
up € L*(0,T; V)N L>®(0,T; H) . (1.13)
Prova: Seja vy escolhido arbitrariamente em K. Tomando v = vy em (1.11) e fazendo

w" = u" — vy,

deduzimos
1
% (w” — w"_l,w") + (Aw™, w") < (f" — Avg, w"),
onde apés multiplicarmos por k e denotarmos |||, |-|, |||, as normas de V, H e V'

respectivamente, temos

1

n n—112 n n—112 n n n
5 [P = [ P = w0 ]+ k< kL Avol, o). (1.14)

Dai, usando a Desigualdade de Young,

1 k k
5 (1" = [ ) + ke | < 52w + 5 17 = Avol?
e, portanto,
k
wrl? = W kel < S v, TSRS N-T (L1D)
(0%
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Somando em n, deduzimos
n 3 a||2 o2, k 3 a_ 2
]+ ak Yt * < w4+ =377 = Awll?. (1.16)
g=1 q=1
Mas desde que f € L?(0,T;V’) e juntamente com (1.9), obtemos
EY IS = Aw|2 < C.
q=1

onde C independe de k. De (1.16), temos

w*| < C,
Nl (1.17)
B et < .
q=1
Dessa forma segue-se imediatamente (como kN = T') as seguintes estimativas
u"| < C,
(1.18)

N-1
kY lluwl* < C,
q=1

as quais implicam (1.13), de acordo com a defini¢ao (1.12).
Passagem ao limite em k. Por (1.13), podemos extrair subsequéncia, ainda denotada por

uy, tal que
ur — u fracoem L*(0,T;V) e

up — u fraco—sxem L>(0,T;H).

(1.19)

Seja K o conjunto fechado e convexo das fungoes v € L? (0,T;V) tal que v(t) € K q.s..

Temos que u; € K, para todo k e como K é fracamente fechado em L? (0,T; V), temos que
uwe K, (1.20)
Assim u satisfaz (1.5) e (1.6), restando mostrar que satisfaz (1.7). Considere v satisfazendo

ve O (0,T];V), v(t) € K, V¥t > 0. (1.21)
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Seja
v"=v(nk),n=0,...,N —1,

v = Funcao escada definida por: vg(t) = v™ em (nk,(n+ 1)k),

(1.22)
O = Fungao Linear por partes, continuas em [0,77] tal que,
Op(nk) =v""1 n=1,2,... et (0)=1"
Note que
T ~ N-1 ,(n+1)k ~ N-1
dvy, dvy, n n—1 ,n n
/0 (%,vk—uk) dt = HZ/M (%,Uk—uk) dt:; (U — "0 —u ), (1.23)
e que
T N-1
/ (Aug, v — ug) dt = krz (Au™, 0™ —u™). (1.24)
0 n=0
Entao, se definirmos,
fr=f"em [nk,(n+1)k), n=0,...,N—1, (1.25)
temos
T N-1
/ (foove —w) dt = kS (F7,0" — ") (1.26)
0 n=0
Agora fazendo em (1.11) v = v" , e multiplicando por k, temos
(" —u" " =) + k(A" — f7 0" =) > 0. (1.27)
Notemos que somando e subtraindo o seguinte termo (u™ — u™!,v™ — u™), obtemos,
(,Un _ vn—l’ " — un) + k (Aun _ fn7vn _ un) — (un _ un—l,vn _ un)
1
—|—k’ (Aun _ fn’ " — un) + 5 <|,Un _ un|2 _ |Un71 _ un71|2>
1 1
+= <|Un —u" = (,Unfl _ un71)|2> Z - <|Un _ un|2 _ |,Unfl _ un71|2> .
2 2
Somando em n,
N-1
Z [(,Un_vn 1,1)” _un)+k(Aun_fn,Un_un)] >
n=1 (1.28)
Ly v N-1]2 _ 1,0 012
§|v ul |00 —u®]” > —=|v(0) —



Por (1.23), (1.24) e (1.26), deduzimos de (1.28) que:
T /o~ T
dvy, 0,0 0
— v — Uy | + (Aug, v — ug) dt — k (Au’,0° — u?)
0 dt 0
+k (0% —u?) + 3 10(0) — u|*> > 0.

Quando k — 0, &% — o' em L?(0,T;V), f — f em L?(0,T; V"), na medida que

T T
lim inf/ (Aug, ug) dt > / (Au, ) dt.
0 0

Finalmente como kf — 0 em V' quando k — 0, segue de (1.29) que

/0 (v, 0 —u) + (Au — f,v —u)|dt + % [v(0) — uel> > 0,

(1.29)

(1.30)

para todo v satisfazendo (1.22). Mais se v é dado como (1.7), existe v; verificando as

condigoes (1.21) e que v; — v em L?(0,T;V) fraco, v, — v em L?*(0,7;V"). Tomando

v =wv; em (1.30) e passando o limite, deduzimos (1.7).

Unicidade: Sejam u; e us duas solugbes quaisquer e w = % (u1 + ug). Defina w, (n>0)

por

nw,, + wy = w, wy,(0) = uo,

fazendo v = w, na desigualdade (1.30), temos

T

T T
2/ (w),, wy —w) dt—i—/ [(Auy, wy, — uy) + (Aug, wy — uz)] dt—2/ (f,w, —w)dt > 0.
0 0 0

Mas
T T )
/ (w;,wn—w)dt:—n/ |w;]‘ dt < 0.
0 0
Assim,

T T
/ [(Aug, wy, — uy) + (Aug, w, — u)] dt—2/ (f,w, —w)dt > 0.
0 0

Fazendo n — 0, segue que w, — w, dai

T
—/ (AUI — Ug, U] — UQ) dt 2 0,
0
o que implica u; = us. |
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1.5 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares
Para teoria de semigrupos lineareas citamos como referéncias [20], [43] e [35].

Defini¢ao 1.6 Seja X um espago de Banach e L (X) um operador linear e limitado de X .
Diz-se que uma aplicagio S : RT — L (X) € um semigrupo de operadores lineares limitados

de X se
1. S(0) =1, onde I € o operador identidade de L (X);

2. S(t+s)=5()S(s), Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo € de classe C° se

3. lim [|(S () = I)al =0, Vo € X.

t—
Proposicao 1.1 Todo semigrupo de classe C° € fortemente continuo em RT, isto €, se

t € R* entao
limS (s)z =S5 (t)x, Vo € X.

s—t

Defini¢ao 1.7 O operador A: D (A) — X definido por

h—0t+

D(A) = {x € X: lim %x exz'ste}

. S(h)—1
A(x) = lim ——— D (A
(2) = lim ————a, Yz € D(4)
¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposigao 1.2 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° é um operador linear

fechado e seu dominio € um espaco vetorial denso em X.

Proposicao 1.3 Seja S um semigrupo de classe C° e A o gerador infinitesimal de S. Se

x € D(A), entao S(t)x € D(A),Vt>0e

d
%S(t)x =AS(t)x =S5 (t) Ax.
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Definicao 1.8 Seja S um semigrupo de classe C° e A seu gerador infinitesimal. Colocando

Ag=1, A1 = A e supondo que Ay_1 esteja definido, vamos definir Ay por
D(Ay) ={zx € D(Ay1): A1z € D(A)},
Apr = A(Ag_1z), Vo € D (Ay) .
Proposigao 1.4 Seja S um semigrupo de classe C° e A o gerador infinitesimal. Entdo
1. D (Ag) é um subespago de X e Ay € um operador linear de X ;

2. Sex € D(Ayg), entao S (t)x € D(Ag),t>0e

k
%5 () = ApS () z = S (t) Apz, Yk € N;

3. ND (Ag) € denso em X.
k

Lema 1.13 Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada x € D (Ay),
k
], = > Al
j=0

o funcional ||, € uma norma em D (Ay), e D (Ay) munido dessa norma € um espago de

Banach.

Definigao 1.9 A norma acima é dita norma do grifico. O espago de Banach que se obtém

munindo D (Ag) da norma acima serd representado por [D (Ag)].

Definicao 1.10 Seja A um operador linear de X. O conjunto dos X\ € C para os quais o
operador linear \I — A € inversivel, seu inverso € limitado e tem dominio denso em X, é

dito congunto resolvente de A e é representado por p (A).

Seja X um espaco de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X e X*. Para

cada x € X, definimos
J(x) = {a" € X (w,27) = |l«]|* = [[«"]*} .
Pelo Teorema de Hanh-Banach, J (z) # 0, Vo € X.
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Defini¢ao 1.11 Uma aplica¢io dualidade é uma aplicagio j : X — X* tal que j(z) €
J(x), Yo € X, além disso
17 (@)l = ll=| -

Definicao 1.12 Diz-se que o operador linear A : X — X € dissipativo se, para alguma
aplicacao dualidade, j
Re (Az,j(z)) <0,Vx e D(A).

Teorema 1.7 (Lumer-Phillips) Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de

contracio de classe C°, entdo
1. A é dissipativo;

2. RO —A) =X, \>0.

Reciprocamente, se
1. D(A) € denso em X;
2. A € dissipativo;
3. R(Ao— A) = X, para algum Xy > 0,
entio A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe CV.

Corolario 1.1 Seja A um operador linear fechado, densamente definido tal que D (A) e
R (A) estao ambos num espago de Banach X. Se A e seu operador dual A* sio ambos

dissipativos, entdo A gera um semigrupo de contracoes de classe C°.

Considere o seguinte problema semilinear de valor inicial

du (t) _
— FAut) = f(Lu®), t>t, (1.31)
U(to) = Uo,

onde A é um gerador infinitesimal de um semigrupo S (t), t > 0, de classe C°, com dominio

X, Banach, e f: [tg, T] x X — X é continua em ¢t e satisfaz a condi¢ao de Lipschitz em u.
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Teorema 1.8 Seja f : [to, T] x X — X continua em t € [ty, T| e uniformemente Lipschitz
em X. Se —A é um gerador infinitesimal de um semigrupo S (t), t > 0 de classe CY,
em X, entdao para todo ug € X o problema de valor inicial (1.31) possui uma tunica solugdo

u € C([to, T]; X). Além disso, a fungdo ug — u € Lipschitz continua de X em C ([ty, T]; X).

Y

Corolario 1.2 Se S e f satisfazem as condigoes do Teorema 1.8, entdo para toda g €

C ([to, T]; X) a equagao integral

possui uma unica solugio w € C ([ty, T]; X).

Teorema 1.9 Seja f : [tg,00) x X — X continua em t parat > 0, localmente Lipschitz em
u e uniformemente continua em t em intervalos limitados. Se —A é um gerador infinitesimal
de um semigrupo S (t), t > 0 de classe C°, em X, entdo para todo ug € X existe tya < 00
tal que o problema de valor inicial (1.31) possui uma unica solugdo u € [0,tmax). Além disso,
S€ tmax < 00 entao

lim |lu(t)]y = oc.

t—tmax
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Capitulo 2

Equacao de Kawahara com Nao

Linearidade do Tipo uu,

Para um ntmero real 7' > 0 denotemos Q7 = {(z,t) e R*: 2z € (0,L) CR, t € (0,7)}.

Em @Qr consideramos a equagao unidimensional nao linear de Kawahara
Ut + Uy + Uy + Ugzz — Uzzzzs = 0, (2.1)
sujeito as condicoes iniciais e de fronteira, respectivamente dadas por
u(z,0) =wuo(x), € (0,L), (2.2)

w(0,T) =u(L,t) = uy (0,T) =ty (L,t) = tpe (L, 1) =0, t € (0,T). (2.3)

Aqui v : Qr — R é a funcdo desconhecida e os subscritos denotam as derivadas
parciais. A partir de agora, ||-|| e (+,-) denotam a norma e o produto interno em L? (0, L),
respectivamente. Simbolos como ¢, ¢y, ¢;, C, Cy e C;, © € N, sao constantes positivas que

aparecem durante o texto.
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2.1 Solucao do Problema Linear

Neste capitulo, com as notagoes do capitulo anterior, consideramos o seguinte problema

de valor inicial e de fronteira:

U + Uy + Upper — Ugggar = 07 (I, t) € QT; (24)
u(0,t) =u(L,t) = uy (0,t) = uy (L, 1) = uge (L,t) =0, t €(0,7), (2.5)
u(x,0) =wug(z), z€(0,L), (2.6)
onde
ug € H° (0, L). (2.7)

Consideramos o problema auxiliar estacionario
AU + Ug + Ugzy — Uzgzze = 9, T € (0’ L) ) (28)

w(0) = (L) = 1, (0) = s (L) =ty (L) = 0, (2.9)

onde a é um nimero real positivo e ¢ = g (z) é uma fungdo dada. No sistema (2.4)-(2.6)
os subscritos denotam as derivadas parciais. Para o problema (2.8)-(2.9), temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.1 Seja g € H*(0,L), s > 0. Entdo para todo a > 0 existe unica solu¢ao
u(z) € H(0,L) de (2.8), (2.9) tais que

||UHH5+5(0,L) < C(a) gl Hs(0,L) *

Prova: Ver [13].
Para resolver (2.4)-(2.6) exploramos o método da semi-discretizagao, ver [26] ou [30].
Definamos

h = VN eNe

r
N
u" (z) =u(x,nh), n=0,...,N, com v’ (z) =g ().
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Além disso,

h=————n=1...,N,
uy = u (z,0) = f (z,0) — Dug (z) — D3uq (x) + DPuq (),
fr(x)=f(z,nh) e fo(x)=f(z,0).

Aproximamos (2.4)-(2.6) pelo seguinte sistema,

n n—1

n n n _ prn—1

Ve e (0,L),

u" (0) =u" (L) = u} (0) = ul (L) = ug (L) =0,

xT

u’ (x) = ug (v), v € (0,L).

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Lema 2.1 Sejam uy € L?(0,L) e f(x,t) € C*(Qr). Entdo, para todon = 1,...,N, as

solugoes u™ € H (0, L) de (2.10)-(2.12) sdo unicamente definidas.

Prova: De fato, como % > 0e f~! e L?(0,L) aplicamos o Teorema 2.1 sucessivamente

para verificar que todo u™ (z), n = 1,..., N, sdo unicamente definidas e u" € H® (0, L) para

todo A > 0 fixado. [ ]

Vamos enunciar o teorema principal desta secao.

Teorema 2.2 Sejam ug € H? (0,L) e f € H' (Qr) N L?(0,T; H?(0,L)). Entdo existe uma

unica solugdo u (x,t) de (2.4)-(2.6) tal que

ue L*(0,T;H°(0,L)) N L*(0,T; H" (0, L)) ,
ug € L= (0,T;L%(0,L)) N L* (0,T; H* (0, L)) .

Prova:

Existéncia: Para provar a existéncia de solugao de (2.4)-(2.6) é suficiente passar o limite

em (2.10)-(2.12) quando h — 0. Para isto precisamos das estimativas a priori independente

de h > 0.
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Estimativas I:

Multiplicando (2.10) por 2 (1 + ) u™ e integrando em (0, L), temos

9 rL L L
E/ (u* —u™ L (1 + ) u")d:v+2/ (1+z)u™, u?) dx+2/ (1+z)u™ ul,,)dr
0 0 0

9 / (14 o) un ut,) de =2 / ((1+2)ur, f) de
(2.13)

Analisaremos cada termo de (2.13).

o [, = 2/L(u”—u_ (14 z)u™)dz.

2 [t 2 [t
E/o u")dx — E/o ((1+x)u”*1,u”) dx

>2/L 1+ ) |u"| do — 1/L(1+x)|u"1|2dx—1/L(1+x)|u"|2da:
hJo hJo hJo

1 L n 1 g n—1|2

E/o —|—a:]u]d:c—g/0 (1+2) [u""|" da.

.5_2A(u+xm,u /|m|m

L
013:2/ (1 +z)u™ ul,,)de.
0

Notemos que

d

dl'( ) xx

Assim, utilizando integracao por partes e as condigoes iniciais,

1—2/Ld< V(14 2)d —/Ld|ﬂ%1+)d
3= deu,um x)dx deux x)dx

=0 =0
A /_/%

- ~ L L
=2(1+2z) " ,um)| — 2/ (u™,ul)de — (14 z) ]u"|2|§ —|—/ |u§\2dx
0 0

L
— -2 ) o+
0

Além disso, temos que

d n n
() = [l ().
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Portanto,
2
I3 =3 Jug||”
L
o [, = 2/ (14 x)u™,ul, ) do.
0

Observemos que
Logo, integrando por partes e usando as condicoes de fronteira,

L d L
0 dx 0

=0

A

~ L L
0 0

L L
0 0

Observemos que

dr (un>ugzx) = (ug,ugm) + (una u;:cazac) = (un’ szm) = % (unvugx:c) (ug>ugzx)
€
d(nn)(n n)+(nn):>(nn> d(nn)(n n)
— (Uu,.,u = (u u u.,.,u u..,u = — \U,., U — (u u .
dp \© T zx) Yrxx ) Yrzra x Yrzaa dp \ © zx) Yrax
Dai,
=0
Ly h L Ly
; 0
/ 1+x>das:2/ (w2 ) do = 2 () (14 )
0
L n
Como
d
d_ (ux7ux:r) - (U;Zx; uZm) + (U;Z7 uzmx) )
segue que,

Iy = =5 [lug,|I” — uz, (O
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L

L
015:2/0L(1+m)(u”,f"1)dx§2/0 (1+x)|u"||f"1|dx§/0 (1+ ) [u"| dz

L
—i—/o (1+2z)|f" " de.

Calculemos I — I5:

L= (" =™ (0 apu) =2 (L), f7)
> ((1 +x), [u"] ) _h<(1 + ), |u" ) _ 9 (((1 +a), ’un’2) X <(1 +a), |fn—1‘2>> ‘

Substituindo a desigualdade acima em (2.13) segue que

((1+2), ) = (1 +2), Jum 1)
h

—2(((1+ ), JuP) + (1 +2), [77F)) =2 (L) 1)

=L —Is+ I3+ 14> I3+ 1, +

Multiplicando por h a desigualdade acima temos
Sh [, |” + 3kl ” + (14 @) [u"*) < Is + L+ ((L+2), [u"])
n—1|2 n|2 n—1|2 nl|2
< (@), )+ 2n () ) + 20 (14 @) 1) o+ .
Agora, somemos a desigualdade acima den=1atén=1< N,

(@) ) + 3 (6l + 3 zl?) b < (1 +2), uol?)

n=1
-1

+ ((1 +a), |ul|2) 3h + 32_: (L +2), [um ) R+ 2> [ /1 b,

n=0

onde || f™| = \/fol (14 z)|f*|* dx. Assim,
I

(). [ul*) (1= B) + 37 (5l + 3zl *) b <

n=1

-1 -1
ol + 3 (L+), [un[*) h+2) 1 f"]° h,
n=0 n=0
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!
onde |Ju||* = / (1+ ) Jug|> dz. Tomando h € (0,1], obtemos
0

(1+x

’) +6Z ez I =+ fluz ) B
Wl + 13 P o+ 23 ((14-2) )
n=0 n=0

Usando o Lema 1.6, paral=1,..., N, segue

N -1
o!|") < dexp (Zh) [nuow +X ||f”||2h] .

Como fungoes escadas, f" (z), aproximam continuamente a fungao f (z,t) em ¢, visto que

((1+x),

f € C?*(Qr). Por isto, para h > 0 suficientemente pequeno, existe uma constante C' (N) tal

que
T
lim (N —1e2||f“|| o) [ e

De fato,
Ve > 0,377,0 eN t.q. n > ny = an (l‘,t) - f(.’ﬂ,t)“ <€

para z fixo e t qualquer. Assim, temos que

LF™ @) = [1f @Ol < 1" (2, 8) = f (2, 0)]| <e=
L/ @)l < e+ f (= 0] =

T T
/ ||f”(w>||2dt§e+/ 1/ (2, 0)])* dt =
0 0
Tl @) < e+ fy If (1)) dt.

Somando sobre 0 a N, obtemos

an“ I h<—+NZ/ I£ (.0 dr

Dai

ZHf" )2 h<maX{N 1}/0T F (z, )] dt.
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Portanto

N T

ny2 2

SR o) [ @

n=0 0
onde C'(N) =max{£,1} e A}im C(N)=1.

Agora, escolhendo h > 0 de tal modo que a constante C' (N) ndo cresca, temos que para
he (0,R),
T
2
Jo* < accy (ool 215 01 ).
0

e, finalmente,

e[+ > (i IP + ez l*) b < © <HU0H2 + / If <t>u2czt) . (2.14)

Estimativas II:

Definindo f}' = w, escrevemos (2.10)-(2.12) como

% + u;,h + uZxx,h - uzxwmc,h = :—17 YIS (07 L) ) (215)
up (0) = up (L) = u), (0) = ug ), (L) = ug, , (L) =0, n=1,..., N, (2.16)
up (2) = w (2,0), fp (x) = fi (2,0), z € (0,L). (2.17)

Multipliquemos (2.15) por 2 (1 + x) u} e integremos em (0, L). Assim

9 L L L
E/ (up —up™ (1 +2) up) da:+2/ (1 + ) up,ur ) +2/ (1 + ) up,uly, ) do
0 0 0

L L
_2/ ((1 + @) uf, u;‘mmh) dor = 2/ ((1 + x) u}, f,?’l) dz.
’ ’ (2.18)
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Analisando (2.18) termo a termo, encontramos, como feito para (2.13), o seguinte:

2 L n n—1 n 1 g n|2 1 L n—1|2
L==/ (up—uA+2)up)>— [ (I+a)|upde—— [ (1+z)u™| da,
h Jo hJo hJ,
L
b 2/ (1) uf iz ) dor = = [l
0

L
I3 = 2/ (1 +2)up, D’up) de =3 | Du?||?
0
L
=2 [ (e 0o =5 [P+ [ O
0
L

I; = 2/0L(1+:(:) (u*, ") < /OL(l + ) |u2|2d:c—|-/0 (1+2) ‘f;?ilfdx-

Assim, utilizando os mesmos artificios que na estimativa I, ou seja, o Lema 1.6, e as

aproximagoes das fungoes escadas f;' continuamente a fungao f (x,t) em ¢, concluimos

l T
||qu2+Z(Huzm,huﬁ||u;,h\\2)hsc(|\uo||2+ / Hft(t)IIth)- (2.19)
n=1

Como H5 (0, L) — L*(0,T), pela desigualdade (2.19), obtemos

112 : n 2 n |2 2 g 2
bl + 37 ([l all” + el *) 2 < Co (oo, + Cfe@Iar )220

Agora vamos escrever (2.10) na forma:

u ol ol —ul = —up+u" e (0,L). (2.21)

TXTTIT

O problema (2.21), (2.11) ¢é exatamente o problema (2.8), (2.9) com ¢ = 1 ¢ g(x) =
(—ul +u™) (z) € L*(0,L). Observe que quando tomarmos o limite quando A — 0 em g (),
temos a convergéncia uniforme em n. Portanto, pelo Teorema 2.1, u™ € H® (0, L), para todo
n=1,...,N e, devido as estimativas (2.14), (2.20) e o fato de que H® (0, L) — L?(0, L),

obtemos

gt 17+ e s oy + D 1kl < Cllgl?
k=1
<20 (|fup|® + [lu"]*) (2.22)

2 T 2 2
< (uuo|\Hs(o,L)+ / (1 O + 117, ()] }czt),
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onde (5 é uma constante positiva que nao depende de h > 0.
Segue de (2.22) que, para todo h > 0 suficientemente pequeno, existe funcoes

interpolacdes de u” (z) e u} (x) denotada por U™ (z,t) e U™ (x, ), respectivamente, tais que:
U™ (z,nh) =u™ (z) e U™ (x,nh) =u} (z).

Variando h > 0, temos duas sequéncias {U"} e {U "} satisfazendo as estimativas (2.22). A

Teoria das Diferengas Finitas (ver [26] ou [30]), juntamente com (2.22) garante que:

U" —u fraco—+ em L™ (O,T; H® (0, L)) , (2.23)
U" = wu fraco—* em L™ (O,T; L* (0, L)) , (2.24)
U" - u, fraco em L? (O,T; H? (0, L)) ) (2.25)

Isto significa que podemos passar ao limite, h — 0, em (2.10) e (2.11), para obtermos uma

solugao de (2.4)-(2.6). Assim, multiplicando (2.10) por 8 € D (0,7T) e integrando de 0 a T,

/OT (ﬁ",v)@(t)dt—i—/o

T T
[ W0t = [ ()00
0 0
para todo 8 € D (0,T), v € L*(0,T; H*(0,L)) N H* (Qr) . Agora, usando as convergéncias e

obtemos
T

(UM v)0(t)dt + /T (ur ., v)0(t)dt
0 (2.26)

fazendo h — 0, concluimos,

/(ut,v)e(t)dt+/ (uz,v)H(t)dt+/ (e, 0) 0 () dt
0 0 0 (2.27)

T T
0 0
Podemos ver (2.27) como
U + Uy + Uggr — Uggzzr — f em D/ (QT) .

Notemos que f € C? (Qr) Sy (Qr)NL2(0,T; H*(0, L)), onde 2 representa uma imersao
densa. Dai, f(t) € H*(0,L) e, portanto, segue do Teorema 2.1 que u(t) € H' (0, L).

Portanto temos a existéncia da fun¢do u = u (z,t) solugao de (2.4)-(2.6).
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Unicidade: Agora, por (2.14), quando h — 0, temos:

() < C (||Uo||2 v ||f(t)\|2dt> . (2.28)

Suponhamos w = u; —ug, onde u; e uy sao duas solugdes do problema (2.4)-(2.6), temos

que w satisfaz o seguinte sistema

Wt + Wy + Wazy — Wezgar = 07 (I7t) € QTa
w(0,t) =w (L,t) = w, (0,t) = wy (L, t) = wye (L, t) =0, t € (0,T),
w(z,0)=0, € (0,L).

Segue de (2.28) que,

2 2
lw (" = [lur = us” <0,

Assim, u; = ug, concluindo a demonstragao do Teorema 2.2. |

2.2 Problema Nao Linear: Solucao Local

Nesta secao provaremos a existéncia de solucao local para o seguinte problema nao

linear:
Ut + Uy + Ugpr — Uggzzs = —Uly, (I,t) S QT: (229>
w(0,T) =u(L,t) =u; (0,T) = u, (L,t) = uz, (L, t) =0, t €(0,7T), (2.30)
u(z,0) =wuy(z), x € (0,L). (2.31)

O resultado central dessa secao sera enunciado como:

Teorema 2.3 Sejam Ty > 0, ug (z) € H® (0,L) dados satisfazendo (2.3). Entdo existe um

nimero real T € (0, Ty] tal que (2.29)-(2.31) possui unica solugao em Qr na classe

we L*(0,T;H°(0,L)) N L*(0,T; H" (0,L)),
ug € L (0,75 L% (0,L)) N L* (0, T; H*(0, L)) .
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Prova: Esta prova basea-se no Teorema do Ponto Fixo de Banach. Seja V' o espaco de

Banach,

V={v:Qr—R, velL®(0,T;H"(0,L)), v, € L= (0,T;L*(0,L)) N L*(0,T; H*(0, L)),
v(0,t) =v(L,t) = v, (0,t) = v, (L, t) = Upp (L, t) =0 e v (2,0) = ug (2)},

CO11l a norma

2 L
2 2 2
Hﬂbzsm>”ﬂ(ﬂ+%ﬁ@ﬂ+§i/[‘
te(0,T) i—170

Defina B = {v € V; Joll?, < 8R?} e R > 1 tal que

i

dxt vt

di
-V
dx?

2
)gR?

Up + Uy + Uggw — Ugzazr = —VVq, (:Ea t) € QT7 (232)

2<t>+\

14dt

Ug—— (UQ)

2
2 (HUOHH5(0,L) + dr

Para qualquer v € By consideramos a equagao linear

sujeita a (2.30) e (2.31).
Vamos mostrar que f = —ovv, satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.2. Notemos que
=0

0% (2, 1) = | lim v* (2, 1) — v* (2,1)| =

Tr—00

/:O% (v* (2,1)) da

= /OO 120 (z,t) vy (2, 1)| do < 2/@ v (2, 1) va (,1)]

< 2{fo @] |ve ()] < 0.

Logo existe o sup |v(x,t)|. Portanto, pela definicdo da norma no espago V', temos

z€(0,L)
T /L T (L
/ / lvvg|* dadt < sup | sup |v(z,t)]? / / v (z,1)]? dzdt < co.
0o Jo te(0,7) \ z€(0,L) 0o Jo
Assim f = —wvwv, satisfaz as condigoes do Teorema 2.2. Portanto, para todo v € By, existe

uma tnica funcdo u, a qual resolve (2.32) com as condigbes iniciais (2.30) e (2.31). Além
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disso, tal fungao satisfaz as seguintes condigoes

uy (z,t) € L™ (O,T; H® (0, L)) ,
Uy (z,t) € L (0,T;L*(0,L)) N L* (0,T; H* (0, L)) .

Em outras palavras, podemos definir em V' um operador P relacionado com (2.32) com as
condigoes (2.30) e (2.31) tal que

u, = Pv.
Lema 2.2 Para T =T (R) > 0 suficientemente pequeno, P é uma fun¢do de Br em Bg.

Prova: Para mostrarmos este lema ¢é suficiente algumas estimativas a priori:
Estimativas I:

Multiplicando (2.32) por 2 (1 + x) u e integrando em (0, L), obtemos

=1 =1 =I3
2/ ut(l—ir:t:)udx—l—Q/ uy (14 x) uda:+2/ (14 ) iy dx
0 0 0
=14 =I5

L L
—2/ (1 4+ ) Wgpppedr = —2/ (14 z) wvv,de.
0 0

Analisaremos a igualdade acima termo a termo.

L= (), a2 ).

[ ) ey
dt
Notemos que pelas Estimativas I da Secao 2.1 deste mesmo capitulo, fazendo u = u™,
obtemos
o L=~ |ul’,
o Iy = 3wl
o [y =-5 ||Um||2 — |tgs (Ovt)|27
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Assim, a igualdade acima ¢é dada por

d 2 2
2 (L4 2), %) () + 3 [Jugl|” (£) + 5 [|uze | (1) (2.33)
+ [tag (0, 8)] = =2 (vog, (1 + 2) u) (¢) + [Jul® (t) .

Vamos estimar o termo I5. Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young, temos

L L
I5§/ ]vvx\Qd:c—i—/ (14 2)° |ul dz
0

< lovs | + (L +2) @) (1)

Portanto, como, pela desigualdade de Poincaré, ||v|| < L ||v.]|, segue que

Iy < ((L+2),u?) () + 2 [Joe|* (1)

< (1 +2), %) (1) + 2L [|u]|* (1)

L
< (o) @20 |( [ ofa)
0
—_—
=TI
Notemos que, derivando o tultimo termo da desigualdade acima em relacao a t e integrando

Ig sobre (0,7, obtemos

I = //—|vx| dtdz_//m L dt = /{[(vx)Q}OT—/OTvxdi;(vt)dt}d

§2/ (up) da:+// |0, | d:cdt—i—// dxdt
0
2—u /||v||al157L d() dt
N 0) * o |ldz '
Assim
2
d 1 d 2
oL |Jv||* (8) < 2L | ||— —
ol (1) < Q@xww wyf a3 [ ﬁ)

R? 16R*\ 172
<oL(— = LR*,
= (2 T3 ) 2
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isto é,
2 ]‘72 4
L < ((1+2),u?) (1) + 5 LR + 1
172

<2((1+2),d*) )+ TLR‘*.

Substituindo I, em (2.33) e integrando sobre (0,t), temos
t
((1+z),u?) (t)+/0 (lluall (7) + Nuas* (7)) dr <
172 t
< ((1+z),ud)+ 7LR4 + 2/ (1+z),u?) (7)dr.
0
Dai, usando o Lema 1.5,

Jull () < (( -+ 2).0) () < 7 (ol + T5-LTRY)

Escolhendo T" > 0 tal que,

172
0<el <2 e 1+7LTR2§2,

e, como,

2 2
[uol|” < C ||“0HH5(0,L) )

obtemos, utilizando (2.35), que
lull (1) < ((1+2),u?) (t) < 4R%, t € (0,T).

Portanto, a inequagao (2.34) implica,

(2.34)

(2.35)

! 172 172
| (t)+/0 (luall? (7) + fJuee || (7)) d7 < R2+4TR2+7LTR4 = R*+TR? (4 + 7LR2> :

Tomando T satisfazendo (2.35) e tal que
172
(4 + 7LR2> T < 3,

temos,

lull® (2) +/0 (Ilual® (1) + lluse* (7)) dr < 4R?, t € (0,T).
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Estimativas II:

Diferenciando (2.32) com respeito a t,
Ut + Uty + Utggr — Utgzgzr = —UVtUz — V.

Multiplicando a igualdade acima por 2 (1 + x) u; e integrando em (0, L), obtemos

L L L
2/ (14 ) ugupdr + 2/ e (1 + ) uydz + 2/ Utgzz (1 + ) ugdz
0 0 0

L L
—2/ Utzzzer (1 + ) wpdr = 2/ (—vpvg) (1 4 ) wpdx + 2/ (—vvy) (1 4 ) wdex.
0 0 0

Analisando a igualdade acima termo a termo, temos:

L Ld ) d L ) d )
L=2] (1+)upwdr= [ —(Q4+2)ui=— [ (I+z)ude=— ((1+z),4 (1)),
0 o dt dt J, dt

L
bzg/uma+fmﬂx=—mmﬁ
0
L
5:2/1%mﬂ+xwﬂxzwmﬂﬁ
0

L
I =2 / ttsgoss (14 ) s = 5 |tz |2 — [t (0,8)]7.
0

L L
Analisaremos [5 = 2/ (=) (14 z) uydr + 2/ (—vvy) (1 + ) wydx.  Integrando por
0 0

parte cada termo, segue que

=0

A\

Ve

L - L L
—2/ v (14 ) upde = =2 (1 4 x) vtutv|0L + 2/ v dr = 2/ vopude
0 0 0

=0

A

L L
d 7 Y
—2/ v (d—vt) (1+2)wdr = =2 v (1 4 ) uv, |5 + 2/ v (1 + 2) vugde
0 x 0

L
= 2/ vuy (1 + ) ugde.
0
Portanto temos a seguinte igualdade:

d
g (L) uf) + 5 |utes O + 3 lluee (O + gz (0,1)]

L (2.38)
:2/ (vvstts + vvr (1 + 7)) d + g ().
0
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Agora vamos estimar o lado direito da igualdade (2.38). Escrevendo em termos de produto

interno, utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz e Young, obtemos

Is = 2 (voy, (1 + &) w4+ ue) (1) < (L +2),0%07) (8) + (L +2), |um|2) (1)
vl * () + uel® (8) = (14 2), (vor) (vo)) (8) + ((L+ 2) , Jugs|?) (2)
+ [lovel* (£) + Nuel® (8) < 3llovel* (&) + 2 lua||* (8) + (1 + 2) ,u?) (2) .

Assim, utilizando a desigualdade de Poincaré, ||v|| < L ||v.]|, segue,
Is < 3L [[ve* [fodll” + 2 ueal|* + (1 + @), uf) -

Como foi visto nas Estimativas I,

2 T
2 2
+/ ([lva]I” + [Jvee]”) dt.
0

d
2

< || =
Jool? < | o
Dai, integrando de 0 a T,

d

RQ
<3L (7 + 8R2) 8R? + 2 ||ug||* + (1+2),4).

2 T
2 2 2 2
+/ (lvall” + vl )dt> el + 2 Jues|I” + (1 + @), )
0

Entao

Is < 204LR" + 2 |Jug||* + (1 + 2) ,uf) + L.

Substituindo I em (2.38) e integrando sobre (0, t), obtemos

((1+2),u2) (1) + / (ltrel + letraall?) dr <

: (2.39)
3/ (1+x),u?)dr +204LTR* + (1 + z) ,u? (0)).
0
Pelo Lema 1.5,
Jue|? (1) < (1 + @), u?) (£) < €T (2]|ue]® (0) + 204LTR*).
Escolhendo T' > 0 tal que,
0<el <2 e204LTR* <1 (2.40)
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assim,
e (2) < 2 (2||we])” (0) + 204LT R*)

2
2 <||U0||H5(0,L) +

< 2(1+204LTR?) R?

IN

d
2 UO@ (Uo)

2
) +204LTR*

< 4R?.

Retornando para (2.39), obtemos
2 ! 2 2
[Jue [ (2) +/ (Nwrall” + llteras|”) dr
0
< 2||Jug (0)|| + 4T R? + 204LTR* < R* 4+ 4R? (1 + 51R?L) T,

onde t € (0,7). Tomando T > 0 tal que
4(1+51R*L) T < 3, (2.41)

segue que
t
el (2) +/0 (lurall® + [[uree|®) dr < 4R%.t € (0,T).

Somando (2.37) com a desigualdade acima, temos

d |7
b 0+ o 043 [ ([ 04 ][ ) ] < 2
Assim, concluimos que
d |
sup (||u + ||u —|—§ / ‘ (1 +‘ ~u-|| (1) |dr §8R2,
te(O,T)(H H () H tH [( dﬂ ) dx’ ( )

0 que prova o Lema 2.2.

Lema 2.3 Para T > 0 suficientemente pequeno, P é uma contracao.

Prova: Para vy, vo € By arbitrarios, denotaremos

u; = Puv;, 1=1,2, s=v1—vy € z2=1u; — Us.
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Entao z satisfaz o seguinte problema:

1
2t + 2o + Zypgx — Fzazar = _5 (U% - U§)$> (27, t) € QT7 (242>
2(0,t) = 2 (L,t) = 2, (0,t) = 2, (L, t) = 24 (L, 1) =0, t € (0,7, (2.43)
2 (z,0)=0,z€ (0,L). (2.44)

Estimativas II1:

Multiplicando (2.42) por 2(1+ z)z, e utilizando o mesmo procedimento feito nas

Etimativas I desta segao, obtemos

d 2 2 2
1+z ) 4+ 5| zzzll” (B) + 3 || 22" (B) + |22 (0,2
7 (L4 2) 2 (6) 45 [zaall” (8) 43 12217 (8) + [20 (0,2)] (2.45)
= (s (o1 +v2), (L +2) 2 +2) (&) + [|2]° (¢) -
Vamos estimar I = (s (v; + v2), (1 4+ x) z, + 2) (¢). Utilizando as desigualdades de Cauchy—

Schwarz, Young e Poincaré, obtemos
I< s (o +o)|” + [z + (1 +2),2%)
2
< L[(vr+v2), [ 1] (&) + 2207 () + (1 + ), 2%)

< 2L (|| (v0),II” ()+||(vz) 17 () lIsl (8) + 21 (8) + (1 +2),2%) (1)

—I

Observemos que utilizando integragao por partes e a desigualdade de Young, I serd dado

([ L4 ox) (L oo
) 35 09 //da: v) ”zt)dt>d>

. 4LZ (il ©0) = [ (il )~ el 0) ).

Assim, substituindo I, obtemos

ISLZ4{\|%||2<0>+2 / (|rvmu2<t>+men%w)dt} 120+ =P ()
(At < [{4L (Z ) n <8LR2>}£(1§;) I (8) + Nzl (1) + (1 + 2, 22 <t>>] |

por,

44



Substituindo I em (2.45) e integrando em (0, t), temos

(1+2),2%) () + /0 (Nz=l® (7) + lzaall”* (7)) dr

t (2.46)
< / (1 +x),22) (1) dr + 10LTR? sup ||s||*(t).
0 te(0,T)
Pelo Lema 1.5,
12112 (1) < (1 + ), 2%) (t) < e"10LTR? sup ||s|* (t).
te(0,7)
Tomando T' > 0 tal que
1
10T R?Le™ < T (2.47)
segue que
1
1217 (1) < (1 +2),2°) (1) < 7 .5up Isl* (¢), t € (0, 7).
te(0,7)
Portanto temos de (2.46)
2 ! 2 2
12017 (2) +/O (l2ell” (1) + N2zl () dr
2 T ; 2
T 1 2 / d'x
< — su — 1 IIsl|” (¢) + - (s t)dt
P Il (£) + 4<H 17 () ; i T )| () )
e, escolhendo T < 1, obtemos
t
s PO+ [ (o >+—Hzﬂﬁﬁ< ) dr <
€(0,
L{ sup sl +Z/ (1) o
—| su (s) .
2 te(OI;“ dl"l

Estimativas IV:
Diferenciando (2.42) com respeito a t, multiplicando por 2 (1 + z) 2z e utilizando o

mesmo precesso das Estimativas II, obtemos

d 2
S0+ 2),2) (1) 45 el + 3 2l () + 2 (0,) (2.49)

= ([vrst + vas], ze + (1 + ) 240 (2) + ||zt|| (1).
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Vamos estimar o seguinte termo:

I+ [|2e]|* (t) = ([vrse +vars], 2+ (14 2) 20) (8) + 2] (1)
< [lorse +vasl® (8) + 2 l” (8) + (1 + @), 27) (8) + |20l (1)
<l (1) + (L 2),27) (8) + lJvasell” () + [lozesll” (2) + [z (2)

< lewall® (8) + 2 (L4 @), 27) (8) + 2L lowa|1® () llsell (8) + 2L [lsa1* (2) [loadll* (1) -

Donde, usando integracao por partes e a desigualdade de Young,

T

I < IIZm:IIQ(t)+2((1+$),Zf)(t)+1632L/0 [llsall” (8) + llseall* ()] dt

+ 2L ( +/ [llorell® (&) + lloreal® (8)] dt) sup [|se” (1)
0 . te(0,T)

< lawll® (8) +2((1+2), 22) (8) + 1632L/0 [l (8) + llseall® (8)] dt

+ lZL (R?) + (8R2L)} sup ||s||? (2).

te(0,T)

d
A (uo)

Substituindo I em (2.49) e integrando sobre (0,t), obtemos

(1+2).22) (1) + / 21 (7) + 2reall? (7)] dr < 2 / ((1+2),22) (r) dr

T
+9TR2L sup ||st||2(t)+16R2TL/ [[I52]1% @) + lIse])?] at.
0

te(0,7)

(2.50)

De acordo com o Lema 1.5,

] () < (1 42),22) (1) < " 16TLR? ( sup_|sa* (t) + / (15l (&) + lsec ] ‘”) |

te(0,7)
Tomando T > 0, satisfazendo (2.35), (2.36), (2.40), (2.41), (2.47) e tal que
2T 1
I6TRTL < . (2.51)
temos

2] (1) < % (tsup ||st||2(t)+/0 [lsall” (&) + [|se ] dt)-

€(0,T)
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Retornando para (2.50), obtemos

sup [ (0 o) dr
te(0,T
. 2 (2.52)
< (167 ) 7L sup sl (1) + / lsall2 (6) + o 2] | -
te 0

Escolhendo T" > 0 tal que

1 1
16R* + - | TL <
(o) 1<

e, somando (2.48) com (2.52), temos

sup (|| I* (&) + l=0° (1) + sup Z/ ”

te(0,T te(0,T)

<7 | up (sl @)+ P +Z/[

te(0,T

i

dxt o

dx’

(T)] dr

2 (t)] dt] :

T ‘

dxZ

com 0 <~ < 1. Assim concluimos que

2 2
12llv < v lslly»

ou seja, P é uma contracao. Portanto o Lema 2.3 estd provado.

Observe que, pelos Lema 2.2 e Lema 2.3, temos que
P:Br — Bp
é uma contracao, isto é,
1P (v—u)llz, <vlv—ulpg,, Vu,v € Bpe <y <1

Portanto, usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, garantimos a existéncia e unicidade
de uma solugao u € Br de (2.29)-(2.31). Afirmamos agora que uu, € L*> (0,T; H? (0, L)).
Com efeito, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, encontramos solucao u € By, tal que
RQ
2 2
luallfrs 0,0y + lluwall” < == = C. (2.53)
Como H® (0, L) — H?(0,L) — L*(0, L), temos que

2 2 2
HUHH2(0,L) + ||Uua:HH2(0,L) <cC
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onde C'= C' (R) vem das imerses. Daf
uu, € L (0,T; H*(0,L)) — L*(0,T; H* (0, L)),

como queriamos mostrar.

Assim, tomando f = wuu,, o Teorema 2.1 garante que existe uma unica u tal que
u(t) e H (0,L). (2.54)
Notemos que pelas Estimativas II,
u € L? (0, T,H*(0,L)). (2.55)
Assim (2.53), (2.54), (2.55) e o Teorema 2.2 garante que
ue L*(0,T;H"(0,L)) N L*(0,T; H" (0, L)) ,

provando o Teorema 2.3. |

2.3 Problema Nao Linear: Solucao Global

Nesta se¢ao estamos preocupados com a extensao da solugao obtida no Teorema 2.3. A
fim de estender a solugao local obtida, para todo o intervalo (0, c0), enunciamos o seguinte

resultado:

Teorema 2.4 Para qualquer ug (x) € H? (0,L) o problema (2.1)-(2.3) possui inica solugdo
u(z,t) satisfazendo

ue L™ (0,00;[—[5 (O,L)) N L? (O,oo;H7 (O,L)) ,

u; € L (0,00; L (0, L)) N L? (0, 00; H* (0, L)) .
Prova:

Existéncia: Para provar a existéncia, precisamos de estimativas uniformes em t € (0, 7).

Estimativas I:
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Multiplicando (2.29) por 2u (z,t) e integrando em (0, L) obtemos

L L L L L
2/ wudx + 2/ uzudr + 2/ Uppr WAL — 2/ UppresUWAT = —2/ L udr.
0 0 0 0 0

Assim, utilizando integracao por partes e as condigoes de fronteira, concluimos a seguinte
igualdade

2 2
= Null” (#) + Juza (0,0)7 = 0.

Integrando a igualdade acima em (0, t),
t
HUH2(t)+/ [tz (0,7)| dr = [[uo||*, Wt € (0,T). (2.56)
0

Estimativas II:
Multiplicando (2.29) por 2(1+ z)u e integrando sobre (0, L), obtemos o seguinte

resultado,

% (L+2),u?) () + 5 l[tae | (8) + 3 uzl* (1) + [ta (0, 1)
= —2/0 (uttg, (1 + x)u) (t) dx + ||u||2 (t).

Analisando o tdltimo termo da igualdade acima, segue que

g 2 [t d
—2/ (wty, (1 + ) u)de = ——/ — (14 z)u’dx
0 o dx

3
r L
2
+—/ uddx
0 30

=0

A

Ve

2
= —5(1+$)u3

Dai,

(1,u®) (1) + [lul® (1)

Wl N

% (1 +2),u?) () +5 lluae | (8) + 3 lJual* () + luae (0,1)]" =

Utilizando as Desigualdades de Poincaré, Holder e Young, temos

% (L), u?) (8) 45 sl (1) + 3 uall® () + Juse (0,8)]°

2L 1
< S el O ull® @) + llull® (8) < 5 Hluall” + 222 ull* () + llull* (2).-
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Integrando sobre (0,t), para todo ¢ € (0,7, e usando (2.56), obtemos

(L+z),u?) (t)+/ (llaze | (7) + Nl (7)) dr < (14 ) ,ug) (1)
t o (2.57)
v21 [ ul () ar+ [l () dr < € (T Ll ol e € 0.7).

Estimativas III:
Diferenciando (2.29) com respeito a ¢, multiplicando por 2 (1 + z) u; e integrando sobre

(0, L), obtemos

(L)) (8) + 5 aal* (8) + 3 lJuga | (1) + e (0,1)]

Q.l&

(
t
= 2 (uty, (1 4 @) gy + wp) (8) + || (2).

-
=I

(2.58)

Vamos estimar o termo /. Notemos que

L L
2/ uuldr < 2/ |l [ue]® do < 2L ||ug]| || ue)®
0 0

Q/OL(l—i-x)uutumde/OL(1+x)2 (u)? (1) dx+/0L ua? (£) d

< [ g @) de+ sl

< (L L) [l |* () + sl (1)

Como [ = 2 / Luu?dw + 2 / ’ (1 + z) vuuyedex, assim utilizando as desigualdades acima,
temos
Il (1) < 2L gl () lluell” (8) + (14 L) fluuel* (2) + el (8) + (1L +2),uf) (1)
< 2L ug || () (1 + @) ) (8) + (1 + L) L flua|* () (1 + @), ) (1)
((T+2),uf) () + L((1+ ), ) (1)
[2L Juall (8) + (1 + L) L2 Jua|* () + (1 + L)] (1 + ) ) (B).

IN +

Substituindo a desigualdade acima em (2.58), obtemos

(7)) (1) 45 ot 6) 8 el 1)

< [2L flual| (8) + (14 L) L2 [ |* (1) + (1 + D)] (1 + ) ,7) (1)
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Integrando sobre (0,¢), Vt € (0,7, temos

(r)dr < 2 [l (0) +

di
—Ur
dx?

(L+a),uf) () + )

/0 [2L [fuz || (7) + (L 4+ L)” L |fua " (7) + (L + L)) (L + @), w?) (7) dr.

(2.59)

Observemos que por (2.57) u, € L*(0,T; L? (0, L)). Entao, pelo Lema 1.7,
T
efO [2Lluall(r)+ (L) 2 L2 fu | 2(7)+(14L) ] de |2 (0)

2 2
O (T L) (lluoll s o1 + oo )
2
C(T; L; [|uol) HUOHHS(O,L) :

el < (1 +2),u7) (1)

IN A

IN

Retornando para (2.59), obtemos

CIRCES]

Estimativas IV:

Temos de (2.56)

dz’
dx

2
(7) dr < C(T; L; [luoll) l[uoll35 0.1, - (2.60)

G Ur

[ ozl (8) < tazall () + ludll (8) + le || (£) + [Juus | (2)

Pelo Teorema 1.5,

[tags || () < 0 [[tassaal| (t) + C (8) [Jull (t) (2.61)
onde ¢ é um nimero arbitrario positivo. Portanto,
[Uezzazl| (8) = O [[Uazaezl| (8) < C(8) [lull () + [Juell () + luwel () + [Juell () -

Assim

[zl () < C ([l (8) + lwl] (@) + [luae || () + [Jua]] (£)) - (2.62)

Usando (2.57), temos
lull® (t) < C (¢, L, lluol) lluol® < C (Ta L, uoll 7é> ol 750,z
onde C' é uma constante de imersao. Temos por (2.57) e (2.60)
luell® (2) < C lluoll o,z
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u; € L*(0,T;L*(0,L)).

Como

wuy, € L (O,T; H? (0, L)) ,

segue de (2.62) que
2 2
||uacacmac:c|| (t) < C ||u0||H5(O,L) ’

onde C' (T, L, ||uol| ,é) Dali,

2
lwll poe 0,15 0,0y) < C llwollmso,r) » (2.63)

onde C (T, L, ||uo| ,é).

Estimativas (2.57), (2.60) e (2.63) permitem estender a solucao local garantida no
Teorema 2.3 para todo 7" > 0 e prova, com ajuda do Teorema 2.1, a parte da existéncia
do Teorema 2.4.

Unicidade: Notemos que pelo Teorema 2.3 temos a unicidade da solucao local, garantida
pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. Agora mostraremos a unicidade do Teorema 2.4.
Suponhamos w = u; — ug, onde u; e uy sdo solugdes do problema (2.4)-(2.6). Assim w

¢é solucao do seguinte problema:

Wt + Wy + Wezr — Wapzer = —U1UL + U2Ue €N QT
w(0,t) =w(L,t) = w, (0,t) = w, (0, L) = wy, (L, t) =0, t €(0,T)
w (z,0) =wy () =0, Yz e (0,L).

Segue de (2.56) que,
lw (D[ = luy —us|* <0, V€ (0,T),

ou seja, u; = ug, concluido assim a unicidade de solugao global. ]
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2.4 Estabilidade

Nesta se¢@o estamos interessados na estabilidade exponencial (quando ¢ — o0) para a

energia associada as solucoes do seguinte sistema:

Ut + Uy + Uy + Uggr — Uzgzax T A (ZE) u=0 em QTa
u(0,t) =u(L,t) = uz (0,8) = uy (L, 1) = uge (L, 8) =0, ¢ €(0,7), (2.64)
U(ZL’,O):U()(Q?), LCG(O,L),

onde a fun¢do a = a (x) é nao negativa em (0, L) e satisfaz

ac L*(0,L) e a(x)>ay>0q.s. em w,
0.1) ¢ a(@)>a>04 -

com w sendo um subconjunto nao vazio de (0, L) .

Considerando o dado inicial ug € L?(0,L), podemos ver que, analogamente ao que
fizemos nas segoes anteriores deste capitulo, o sistema (2.64) é bem posto, considerando
(2.64) como uma pertubacao do caso a = 0.

A energia total associada ao sistema (2.64) é dada por

1 [F 1
E(t) = 5/ u (z,t)|* do = 5 lJul® (2) - (2.66)
0
Notemos que, multiplicando (2.64); por u e integrando sobre (0, L) obtemos:
d 1 2, (" 2
%E (t) + 3 [uge (0,8)]" 4+ | a(x)|u(z,t)]”de =0. (2.67)
0

Isto indica que o termo a (z)u na equagao desempenha um mecanismo de amortecimento

localizado. Temos também que F (t) é uma fungao nao-crescente.

2.4.1 Estabilidade: Caso Linear

Consideremos o seguinte problema linearizado:

Ut + Uy + Ugze — Ugzzee T @ (I) u=0 em QT7
w(0,t) = u(L,t) = uy (0,t) = uy (L, 1) = gy (L, 1) =0, t€(0,7T), (2.68)
u(x,0) =ug(z), xe€(0,L).

No que diz respeito a estabilizagao, o seguinte resultado vale.
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Teorema 2.5 Seja a uma fun¢ao nao negativa nas condigoes de (2.65). Entao, para

qualquer L > 0, existe uma constante ¢ > 0 e u > 0 tal que
E@t) <clu|? e, Vt>0. (2.69)
Prova: Multiplicando (2.68); por uz e integrando em Q)7 obtemos
/ / [utxu + UpTU + Upgp TU — Uz TU + @ (X) T |uﬂ dtdz = 0. (2.70)
0

Agora utilizando integracao por partes e as condigoes de fronteira de (2.68) em (2.70),

concluimos que

1 L
2/ (2, T da + > // luy (2, 8)|? dact + // s (2, )2 devdt
L,
za (x) |ul® dedt = |u z,t)| dmdt—i— x Jug|” dxdt.
0

2T+ L
||u||iz(0,T;H2<o,L»s( ) bl 2.1)

Logo

Por outro lado, multiplicando a equagao (2.68); por (T — t) u e integrando em @7, temos

/ / (T —1) [uut + Uy + Ullgry — UWlgpree + a () |u|2] dtdx = 0, (2.72)
0

o que implica, apés a utilizacao da integracao por partes e as condigoes de fronteira de (2.68),

que

T |Juol? _/ / lu (z,t)]? d:)sdtJr/T(T—t) |tz (0,2)]? dt

// T — ) a (@) |u (e ) dedt.

De (2.73) deduzimos que

HUOH _T// \U:Ct\ dxdt—i—/ | U Ot\ dt—|—2// ]umt! dxdt. (2.74)

Agora, provemos que

T L
/ / lu (z, t)|* dedt < C {/ |t (0, 1)) dt+2/ / z) |u (z,t)? dxdt} (2.75)
o Jo

o4

(2.73)



para alguma constante positiva C; = C (R,T') independente da solugao u.

Vamos argumentar por contradicao, seguindo o argumento de ”compacidade-unicidade”
(ver [45]). Suponha que (2.75) nao ¢ valido. Entao, existe uma sequéncia de fungoes {uy, },,cx
tais que

u, € L* (0,75 L*(0,L)) N L* (0, T; H* (0, L))
que resolve (2.68), satisfazendo ||uy, (+,0)| < R e tal que

: fOT fOL luy, (x t)|2dxdt
im
e fo |Un,ze (0, t)| dt+2f0 fo |Un| dwdt

(2.76)

Seja A\, = \/fOTfOL |y (2, 1)) dadt e v, (z,t) = %it) Para cada n € N, a fungio v, satisfaz

(Un), + (Un), + (Un) pow — (Un) pwee + @ () vy, =0 em  Qr,

Uy, (0,1) = v, (L, 1) = (vn), (0,8) = (vy,), (L,t) = (vn),, (L, t) =0, te(0,T), (2.77)
Uy (2,0) = v, = Un g\i’ O), x e (0,L).

Além disso,
HUnHL2(o,T;L2(o,L)) =1 (2.78)

e, por (2.76),

lim {/ |(vn) ., (0,2)] dt—|—2/ / x) v, (z,1)] dmdt} = 0. (2.79)
n—oo 0

Usando (2.78) e (2.79) em (2.74), temos que {v, (-,0)} é uma sequéncia limitada em L? (0, L).
Por (2.71) segue que
||U”||L2(O,T;H2(O,L)) S C, Vn € N, (280)

para alguma constante C' > 0. Logo, segue de (2.77), (2.78), (2.80) que {(v,),} é limitada
em L?(0,T; H3(0,L)). De fato,

”(Un)xHL2(O,T;H—3(O,L)) <C H(UH)xHLQ(O,T;LQ(O,L)) =C ”UnHLQ(O,T;Hl(O,L)) <C HUnHL2(o,T;H2(o,L)) )
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e de

(V) pa 730>|H*3(0,L)><H§(0,L) = [{(n) s » 901>|H*3(0,L)XH8(0,L)
< NWn)gell 2202y 1021l 220,12

= HUnHH2(0,L) HSDHH(%(O,L) )

segue que,

1/2

T 1/2
H(Un)mHLQ(O,T;H—S(O,L)) - (/0 H(U”)wa«“ﬂfHi’*(O,L) dt)
T
¢ (/0 anHiz(o,m dt) = C'lvnll p20.7.m200,1) -

Como

K P—.) |H*3(O,L)><Hg(O,L) = [{(Vn) s » ) |H*3(07L) < H§(0,L)
< Wn)aall 20,y Pl 20,1

= anHH2(O,L) HSDHHg(o,L) )

concluimos que

T 1/2
2
H(Un)mxmHL?(O,T;H—?*(O,L)) - (/0 H@”)zmmHH‘S(O,L) dt)

T 1/2
= 2
e ( [ lenlEr dt)

=C HUHHLQ(O,T;HQ(O,L)) :

Portanto, {(v,),} ¢ limitada em L?(0,7;H%(0,L)). As limitagdes acima, junto com
um resultado cldssico de compacidade (ver [41, Corolario 4]), nos garantem que {v,} é
relativamente compacto em L2 (0,T; L*(0,L)). Assim podemos extrair uma subsequéncia

de {v,}, ainda denotada da mesma forma, tal que
v, — v forte em L? (0,T;L*(0,L)), (2.81)
v, — v fraco em L* (0,T; H?(0,L)), (2.82)

o6



(vn), — v fraco em L? (0, T; H3(0, L)) ) (2.83)

Por (2.78),
vl r207.r20,2)) = 1- (2.84)

Além disso como a satisfaz (2.65), temos

O—hmmf{/ (o), (0, 1) dt+2// ) lon (2,1)] d:z:dt}
e (2.85)
{/ |vm0t|dt+// |vxt|dxdt}

donde deduzimos que a(x)v = 0 e, em particular, v = 0 em w x (0,7). Por outro lado o
limite v satisfaz

Vi + Vg + Vzze — Vzzzze = 0.

Dessa forma, de acordo com o Teorema de Unicidade de Holmgren (ver o Teorema 1.2),
deduzimos que v = 0 em Q7. Isto contradiz (2.84) e, consequentemente, (2.75) é verificado.
Para provar o decaimento da energia, vamos substituir (2.75) em (2.74) e deduzimos

que existe uma constante C' (T') = C' > 0 tal que

E(0) = [Juo? SC{/ |t (0, 1)) dt+2/ / ) u)? da:dt} (2.86)

Por outro lado temos de (2.67) a seguinte expressao

E(T)=E ()—-/ \umoudt—// o) |u (z,t)] d, (2.87)

que, juntamente com (2.86), garante-nos

(1+C)E(T):(1+C>{E() /|um0t|dt // |uxt|dxdt]

gCE(O)—U |um0t|dt—|—2// |uxt|dmdt}

< CE(0).

Consequentemente



onde 0 < v < 1. Assim,
lu (-, KT)[* < % [luo |, VE > 0.

Como ||u (-, t)|| < ||u (-, kT)| para kT <t < (k+1)T, temos que

E(t) < clluol*e™, ¥i>0, (2.88)

onde ¢ = % e = 1"%. Concluimos assim a prova do teorema. [ |

Observagao 2.1 Observemos que na estimativa (2.73) aparece uma integral contendo
0 termo g (0,t). Como u € L*(0,T;H?*(0,L)), poderia argumentar-se que tal
integral nao faz sentido, ou seja, que o traco de Uy, nao estd definido, o que
ndo ocorre. — De fato, consideremos a sequéncia {(uo),},.y no espago D (A) =
{ve H>(0,L):v(0) =v (L) =" (0) =o' (L) =" (L) =0}, tal que (up), — wup em
L*(0,L). Sejam u, eu solugoes de (2.68) com os dados iniciais (uy),, € ug, respectivamente.

Entao, multiplicando a equagdo (2.68); por u, e integrando sobre (0, L), obtemos

[ ) ), ) = ) )0 = 0

Logo,

d 1, v —_
EE (un) (t) + 2 (un),, (0,t) + /0 a(x)u;dr =0 (2.89)

onde E (uy,) (t) = L |lu, (-, )|°. Agora, integrando (2.89) em (0,T), temos

E (w) (T) + % /O ()2, (0,1) dt + /0 /0 o (z) uldzdt = E (u) (0). (2.90)
Desde de que a sequéncia {un}, oy € de Cauchy, seque por (2.89) e (2.90) que
E (up) (T) — E (uy) (0) = E(u) (T) — E (ug) em R. (2.91)

Notemos que por (2.90) e (2.91) existe uma subsequéncia de {u,}, denotada da mesma
forma, tal que

(un),, (0,t) = x fraco em L*(0,T) . (2.92)

Usando as convergéncias antes obtidas para a solugao forte wu,, podemos mostrar que

X = Uge (0,8) € L2 (0, 7).
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Observacao 2.2 Um interessante problema é obter uma tara de decarmento para a energia
associada a solug¢ao do sistema (2.68) com a = 0. E esperado que o conjunto das solugoes
para a equacao de Kawahara tenha um comportamento parecido com o que acontece com o

caso da KdV, ou seja, queremos dizer que, no caso do sistema

Ut + Uy + Uzze =0 €m QT7
u(0,t) =u(L,t) =u, (L,t)=0, te(0,T), (2.93)
U(l‘,O):U,O(l'), J,‘G(O,L),

foi mostrado por Rosier em [36] que, quando o comprimento do intevalo (0, L) pertence ao

subconjunto dos niumeros reais

2 2
W= {orfEE el

existem solugoes de (2.93) que nao decaem quando t — oo. Precisamente, em [36] mostrou-se

que, se L € N, existe um nimero complexo X tal que o sequinte problema estaciondrio

duo d3U0

)\U0+—+ —_O, ZL‘G(O,L),
dUQ duo L
Ho (O) dx 0 ( ) dx 07

possui solu¢ao nao-trivial. Podemos observar que, se ug € solugio de (2.94), u(x,t) =

ug (z) eM € solugdo de (2.93) e satisfaz
d L
i, [u (a,t)[* dz = 0,
porque
dug (0)
+(0,t) = =0.
Uz (0,8) = — ¢

Isto mostra que, quando L € N, existem solugoes de (2.93) que nao decaem. Um fato
também importante provado em [36, Lema 3.5] € que o subespago formado pelas solugoes que
nao decaem, quando t — oo, tem dimensao finita. Para o caso do sistema (2.68), com a = 0,
¢ natural esperar a existéncia de um subconjunto dos niumeros reais tal que, sempre que o

comprimento do intervalo esteja neste conjunto, o sistema (2.68) (com a = 0) possua solugoes
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que nao decatam. Porém a existéncia ou nao e a caracteriza¢ao deste subconjunto sao
problemas em aberto. Nestas circunstancias, outro mecanismo de amortecimento, que atue

em todas solugoes, foi considerado para que pudéssemos obter um decaimento exponencial.

2.4.2 Establidade: Caso Nao Linear

Nesta se¢ao, mostraremos que a solugao de (2.64) decaem exponencialmente para zero,
quando t — oco. O resultado obtido é utilizando as mesmas técnicas que em [34] junto com
o resultado de continuacgao tinica enunciado no Teorema 2.7 que serd provado no apéndice.

Enunciaremos agora o principal resultado desta secao.

Teorema 2.6 Seja a(x) uma fung¢do ndo negativa nas condigoes de (2.65). FEntdo, para

qualquer L > 0, existem constantes positivas R, ¢ = c(R) e p = p(R) tais que
E(t) < clupl* e,
para todo t > 0 e qualquer solugao de (2.64) com uy € L? (0, L) tal que |Jugl| < R.

Antes de provarmos o Teorema 2.6, vamos enunciar o seguinte resultado de continuacgao

unica.

Teorema 2.7 Seja u solug¢io do problema (2.68), com a =a(x) e w como em (2.65). Se
Uee (0,) = 0, Yt >0,
u=0 em wx(0,T),

entao u =0 em Qr.

O Teorema 2.7 nos dd uma importante informagao para a solugdo do sistema (2.68), e
sua demonstracao faremos no apéndice.

Prova do Teorema 2.6: Multipliquemos (2.64); por u e integrando sobre (0, L) obtemos

d 1 L
CB ()=~ e (0.1 - / o (2) |u (z, 1) dz < 0, > 0. (2.95)
0
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Integrando de 0 a ¢, temos
/|um0t|+// ) u (2, 8)]? dz = E (0).

1
E(t) < B(0) = 5 [luol® vt > 0.

Dali,

Afirmacgao: Para qualquer T > 0, existe uma constante C'= C (T') > 0 tal que

lJuo||* < C/ [t (0,1)]? dt—i—/ / ) Ju (z,t)]* dadt. (2.96)

De fato, multiplicando (2.64); por uz e integrando em @)1 obtemos
/ / (2w + UpZU + Uy TU — Uz U + upzt® + a () T |u|2} dtdx = 0. (2.97)

Utilizando integracao por partes e as condigoes de fronteira de (2.64) em (2.97), concluimos

que
1 /L , 3 (T (L ) 5 (T (L ,
— x|u(z,T)| dx—I—— |u$ (x,t)] d:z:dt—l—— |um (x,t)|” dedt
0
// ) Ju(z,t)* dedt = //]umt!dzdt
3 1 2
+—/ / u (m,t)dxdt—i——/ x |ug (z)|” dx.
3Jo Jo 2Jo
Logo
T L 1 L
/ / |ux(a:,t)]2d:vdt+3/ lu (z, T)|* dz + = / / |ty (2, 1)|? ddt
+2// ) Ju (z, 1)) dedt = //|uxt|da:dt
+—/ x |ug (x)|2dx—i——/ / u? (z,t) dedt.
3.Jo 9Jo Jo
Dai

AT + L 2 (T [t
ol oo < (T ) ol + 5 [ [ @oam ey
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Por outro lado, segue da identidade (2.95) e das desigualdades de Sobolev que

T L T L
//uii(q;,t)dxdtg/ (Hunmom/ umx) dt
o Jo 0 " Jo

T
2
< / ot ooz Nl
0
) T
< Jluol / Cllll oo
0

) T 1/2 T )
< luo| (/O Cth) (/O ||u||Hz<o,L>>

2
< OVT |[uol® ull 2o, 7ym2(0,1)

1/2

para alguma constante C positiva. Logo para 0 > 0, suficientemente pequeno, obtemos,

usando a desigualdade de Young, que

/ / 18(5

Voltando para inequagao (2.98) e tomando § < 5, obtemos

2C*T
81

HUHL2 0,T;H2(0,L))

[ ol|* . (2.99)

2 2
||u||L2(O,T;H2(0,L)) < AT+ L) [luoll” +
Por outro lado, multiplicando a equagao (2.64); por (T — t) u e integrando em @7, temos

T

Utilizando integragao por partes e as condicoes de fronteira de (2.64), obtemos

T L T

T||u0||2:// |u(m,t)|2dxdt+/ (T —t) |uge (0,8)% dt
0

+2// z) |u (x,t)]? dadt.

De (2.100) deduzimos que

luo|l* < T/ / (z,1)” dxdt+/ |z (0,1)]° dt+2/ / ) |u (z,)]” dedt. (2.101)

Agora, para provarmos (2.96), é suficiente mostrar que para quaisquer 7' > 0 e R > 0, existe

(2.100)

uma constante positiva C; = C; (R, T) tal que

T L
/ / u (z,t)|* dedt < C {/ |t (0,)] dt—|—2/ / ) u(z, )| dxdt} (2.102)
o Jo
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para qualquer solugao de (2.64) com ||ug| < R.
Vamos argumentar por contadi¢ao. Suponha que (2.102) nao é valido. Entao, existe

uma sequencia de funcgoes u,, tais que
u, € L* (0,73 L*(0,L)) N L* (0, T H* (0, L))

que resolve (2.64), satisfazendo ||uy, (-,0)| < R e tal que

T L
o (2, )| dadt
lim Jo Jo Iun (2 )‘ ’ — too. (2.103)

n—00 fo |t 2w (0,2)]? dt+2f0 fo ) [up, (1) dadt

Seja A, = \/fOTfoL |y, (2, 1) dzdt e wy, (z,t) = %it) Para cadan € N, a funcao w,, satisfaz

(wn); + (W), + (Wn) o — (Wn) prwww + AaWn (Wy), + a (x) w, =0 em Qr,

Wy (0,8) = wy (Lyt) = (wn),, (0,) = (wn), (L, 1) = (wn),, (L,t) =0, 1€ (0,T), (2.104)

n (2,0
wy, (2,0) = wo,, = w, z e (0,L).

Além disso,
||wn”L2(0,T;L2(o,L)) =1 (2.105)

e, por (2.103),

lim {/ (), (0,6)[? dt+2/ / ) [y (2,1)| d:zcdt} 0. (2.106)
n—oo 0

Usando (2.101), temos que {w, (-,0)} é uma sequéncia limitada em L?(0,L). Por (2.99)
segue que

lwall 2.7 m200)) < €, Vn €N, (2.107)

para alguma constante C' > 0. Por outro lado,

1/2

T
2
[wy, (wn)xHLQ(O,T;Ll(O,L)) - (/0 e <w"):v”Ll((LL) dt)

T 1/2 T 1/2
g(/ Hwnuwt) (/ ||<wn>zu2dt)
0 0
/2 , T 1/2
< (sup ||wnu2> ( / H(wnwdt)
0<t<T 0

= Hwn||Loo(o,T,L2(o,L)) HwnHL2(O,T;H1(O,L)).
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Assim, por (2.107), temos que existe uma constante C' > 0 tal que

1w (Wn),ll 20700000y < C- (2.108)

Observemos que {\,} ¢ limitada. De fato, como {w, (z,0)} é limitada em L*(0,L) e

|un, (x,0)]| < R segue de
1

[An]
que {\,} é limitada. Logo, segue de (2.104), (2.105), (2.107) e (2.108) que {(wy),} é limitada
em L*(0,T; H*(0,L)). De fato,

[un (2, 0)|| = [lwn (=, 0)]

H(wn):rHL?(O,T;H*S((],L)) <C H(wn)x”p(oj;p(o,m) =C Hwn”L2(0,T;H1(0,L)) <C ||wnHL2(o,T;H2(0,L)) )

||wn <w”)w||L2(O,T;H*3(O,L)) S Ol ||wn (wn>1‘||L2(O,T;L1(O,L)) - 02’

e de
’<(wn)mm ’90>‘H*3(0,L)xH§(O,L) = ’<(wn)m ’ 9096>‘H73(0,L)ng(0,L)
< ||<wn>m||L2(o,L) HS‘%HL?(O,L)
= HwnHHZ(o,L) HSOHHOl(o,L).
segue que,
7 1/2
2
||(wn>m:x||L2(07T;H_3(0,L)) - (/0 H(wn)mx“H‘S(O,L) dt)
T 1/2
2
<0 ([ Munllegndt) = Clitalagrmon.
0
Como

’<<wn)xxmzx 790>‘H—3(0,L)><HS(O,L) - ’«wﬂ)ﬂﬂm ’ SOI:EIHH_S(O’L)XHS(O»L)
S H(wn)aszLQ(QL) H(PCEIIHLQ(O,L)

= ||wn||H2(o,L) ||<P||Hg(o,L) J

64



concluimos que

1/2

T
2
||(wn>:1;xxxmHLQ(O,T;H_?’(O,L)) - (/0 ||(w")xxx:c:0”H—3(0,L) dt)

T 1/2
~ 2
< ([ ol )

=C HwnHLQ(o,T;HZ’(o,L)) :

Portanto, {(w,),} é limitada em L*(0,7;H3(0,L)). Como H?(0,L) possui imersdo
compacta em L?(0,L), pelo resultado cldssico de compacidade (ver [41, Coroldrio 4]) e
de (2.107), {w,} é relativamente compacto em L?(0,7;L?(0,L)). Podemos extrair uma

subsequéncia {wy} de {w,} tal que

wy, — w forte em L? (O,T; L* (0, L)) , (2.109)
wy, — w fraco em L* (0,7 H? (0, L)) , (2.110)
(wy,), — wy fraco em L? (0,7 H~* (0, L)) . (2.111)
Segue de (2.105),
||w||L2(0,T;L2(O,L)) =1 (2.112)

Temos ainda

0= lim inf{/ (), (0,6)[? dt+2/ / 2) [y (2, 1) d:z:dt}
n—oo 0
/ |wm0t|dt+2// z) Jw ()| dadt,

o que implica

(2.113)

Wy (0,) =0, te(0,7),
w=0 em wx (0,7).

(2.114)

Temos ainda a existéncia de uma subsequéncia de {\,}, denotada ainda por {\,}, e A >0
tal que
A — A

Agora analisaremos as seguintes situagoes:

65



a) Se A = 0, temos que w é solugdo do problema linear (2.68) e satisfaz a condicao
(2.114). Assim utilizando o mesmo processo feito na segao 2.4.1, estabilidade no caso linear,
concluimos que w = 0 em Qr, o que contradiz (2.112).

b) Se A > 0, temos que w é solu¢ao do seguinte problema nao linear

Wt + Wy + Wagr — Wegzzs T /\wwx +a (:E) w=0 em QT7
w (0,t) =w(L,t) = w, (0,t) = w, (0, L) = w,, (L, t) =0, t€(0,T),
w(z,0) =wy () =0, € (0,L),

satisfazendo (2.114). Entao, de acordo com o Teorema 2.7, podemos afirmar que w =0 em
Qr, contradizendo (2.112). Consequentemente, (2.102) é valida.
Substituindo (2.102) em (2.101), existe uma constante C' (T') = C' > 0 tal que

E(0) = [luol* < C{/ |tz (0,8) dt+2/ / ) |u (2, t)| da;dt} (2.115)

Por outro lado, temos de (2.95) a seguinte igualdade

E(T)=E ()—-/ e (0,6)] dt — // o) [ (1) da. (2.116)

De (2.115) e (2.116), obtemos

(1+C)E(T):(1+C){E() /|um0t|dt—2// |uxt|d:pdt}

gCE(O)—U ]umOt\dtJrQ// |uxt|dwdt}

< CE(0).

Portanto, pelas propriedades de semigrupos utilizadas em (2.88) da se¢@o anterior, segue o

resultado. [ |
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Capitulo 3

Equacao de Kawahara com Nao

Linearidade do Tipo iy

Estudaremos a existéncia, unicidade e o decaimento da energia associada a
solugaC? ([0, T); L*(0,L)) N L?(0,T; H*(0,L))o da equaciao de Kawahara com nao

linearidade do tipo u?u,. Precisamente consideremos o seguinte sistema:

Up + Up + Uzgr — Ugzzar + UQUI =0 em QTa
u(0,t) =u(L,t) = uy (0,t) = uy (L, t) = uy, (L,t) =0, t€(0,T), (3.1)
u(z,0) =wug(z), z€(0,L).

3.1 Solucao do Problema Linear

Estudaremos aqui a existéncia e unicidade do problema linear:

Up + Uy + Ugzr — Ugzpzze = 0 em QT?
u(z,0) =ug(z), z€(0,L).

Observacao 3.1 Vale ressaltar que os resultados enunciados no Teorema 3.1 ja foram
conseguidos no Capitulo 2 através do método da Semi-discretizacao. Iremos aqui fazer uma

nova demonstracao, agora usando a teoria de semigrupos, com o intuito de tratarmos o
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problema com uma técnica diferente que, sem duvidas, facilitard a obtencdo de solugao para

o0 caso da equacao de Kawahara nao linear.
Teorema 3.1 Seja ug € L? (0, L). Entdo o problema (3.2) possui tinica solugdo
u € (3.3)

satisfazendo u,, (0,t) € L*(0,T). Além disso, existe uma constante C = C (T,L) > 0 tal
que

lull oo 2200,y + 1l 20 m200,2)) < € lluol| (3.4)

[tz (0, ) 20,0y < ol - (3.5)
Prova: Vamos explorar a teoria de semigrupos (ver [35]). Consideremos o espago
D(A)={ve H(0,L):v(0)=v (L) =" (0) =2 (L) =" (L) =0}
e o operador linear fechado A : D (A) C L?(0,L) — L?*(0, L) definido por
Av = —v =" + ",

Seja v € D (A), entao usando integragao por partes e a definicdo de D (A), obtemos

L L L L
(v, Av) :/ v(=v" =" 40" da::/ vv””’da:—/ vv”’d:v—/ vv'dx
0 0 0 0
1" n2]’ 1 r* 2]’
e o
<

1

= —5 (") (0)

0
9 )

isto é, A é dissipativo.
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Agora, observe que se u € D(A) e @ € L*(0,L) é um elemento a ser determinado,

temos

L L L L
(u, Au) = / (= —u" +u"") dx = / au™" dx — / au" dx — / au'dx
0 0 0 0
L 5 . L L
— / a'v"dx — [au"]y + [au™], —/ w'u"" dx +/ @'udx
0 0 0

L L L
— —/ i de + [a'u )y — [a'u")) +/ "u" dx +/ @'udx
0 0 0

L L L L
_ / ﬁ’ud:r; + / '&”’udx . / '&”’”udm _ / (fbl + ﬁ”/ . a/////) udx,
0 0 0 0

se assumirmos que @ (0) = @ (L) = @ (0) = @' (L) = 4" (0) = 0. Portanto, o adjunto de A é

definido por
A*:D(A*) Cc L*(0,L) — L?*(0,L),
A*i’[/ — ,l’l/ + ,&//// _ a/////’
D(A*)={ae H°(0,L):a(0)=a(L) =a(0)=a' (L) =a"(0) =0} .

Seja w € D (A*), portanto
L
(1, A*G) = / i+ @ — ") dz = — (@) (0) < 0,
0

assim, A* é dissipativo.

Note que, como D () é denso em L*(0,L) e D(Q) C D(A) C L*(0,L), segue que
D (A) é denso em L? (0, L). Portanto, por resultados classicos da teoria de semigrupos (ver
[35, Cap. 1 - Teorema 4.3]), temos que A gera um semigrupo de contragao fortemente
contfnuo em L?(0,L). Seja {S(t)},5, este semigrupo. Asssim existe uma tinica solugao

w (-, t) =S (t) ug de (3.2) satisfazendo u € C° ([0,T]; L*(0,L)) e

HU||CO([0,T];L2(0,L)) < [luol| - (3.6)

Provemos que u € L?(0,7;H?(0,L)). Primeiro consideremos ug € D (A).

Multiplicando (3.2); por zu e integrando por partes sobre Qr, temos que
T L
/ / (WU + Up XU + Uggy TU — Uz ) dxdt = 0. (3.7)
o Jo
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Analisando termo a termo:

T rL
/O/OUtxudxdt = //xﬁﬂ )dxdt

1 L
= / | (z, T)|? dx——/ | (z,0)| dr,
2 2 J,

T rL L 1 d
/ / ugrudrdt = / / r=— ( t))? dxdt
o Jo 2dx

-~

T
= %/ \u(wt\z‘odt——// u (,t)|* dzdt (3.9)
= ——// lu (, t)]? dadt,
T L
//xuumxdxdt = —/ / Uz (U + Uy ) dadt
o Jo o Jo
[ P aza
= - t xdt
2 0/0\ u:ﬂ x7 )
T L T rL @
/ / TUUppepedrdt = — / / Ugze (U + TUy) dadt
o Jo 0o Jo
T oL T ,L
= 2/ / umxuxdxdt—k/ / Ugpe LUz dxdt (3.11)
o Jo 0o Jo
5 (T (L
= —= g (2, 1)|° ddt.
iy

Substituindo (3.8)-(3.11) em (3.7) obtemos

1 L
2/0 o lu(z, T de + = // |ug ()| dedt + = // g (2, 1)|? dadt
1 L
:§/x|u0( )| dx + // lu (z,t)|? dadt,
0

o que implica

(3.10)

// {|uxt| + |ug (z,t)? +|umxt|}dxdt

(3.12)

<L/ lug (x \dx+2//\uxt\dxdt.

Combinando (3.6) e (3.12) obtemos que u € L* (0, T; H* (0, L)) e
lall 20,7200y < (L4 2702 Juo*. (3.13)
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Multiplicando (3.2); por u e integrando sobre Qr, temos
T L
/ / (Ut + Ul + Uggrl — Upggaatt) dzdt = 0. (3.14)
o Jo
Integrando por partes e utilizando as condigoes de fronteira segue que
L T L
L/m@ij+/|%muWﬁ:/|%@WM, (3.15)
0 0 0
isto é, ug, (0,T) € L*(0,T) e
[tz (0, 8)]] 20y < o] - (3.16)

Como D (A) é denso em L? (0, L) segue que (3.12)-(3.16) valem para qualquer ug € L* (0, L).

Provando assim o resultado para o modelo linear. [

Observagao 3.2 Sabemos que para obtermos uma solugcao regularizada, basta tomarmos
dados mais requlares. Precisamente, sendo A gerador de um semigrupo de contracado,
temos que se uy € D (A), a solu¢io u = wu(x,t) do problema (3.2) pertence a classe

u e C([0,T]; D (A)).

3.2 Problema Nao Linear: Solucao Local

Nesta secao iremos analisar a existéncia e unicidade de solucao local para o sistema

(3.1). Para isto consideremos o seguinte resultado:

Teorema 3.2 Sejam Ty > 0, ug € L?(0,L) dados. Entao existe T € (0,Tp] tal que o

problema (3.1) possui uma Unica solu¢ao u de classe
ue C’([0,T];L*(0,L)) N L*(0,T; H* (0, L)) . (3.17)
Prova: Notemos que a solugao de (3.1) pode ser escrito da seguinte forma

u = uy + us, (3.18)
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onde uy e usp resolvem, respectivamente, os seguintes problemas em Qr,

Urt + Utz + Ulzee — Ulzzzer = 0 em QTa
U1l (O, t) = U1 (L, t) = Uiy (O, t) = Uiy (L, t) = Ulgx (L, t) = O, t e (0, T) y
Uy (JZ,O) = Uo (:L‘) , TE (OaL)

e
Uy + Uz + U2gwe — Udzzaar = [,
ug (0,t) = ug (L, t) = uoy (0,1) = ugy (L, t) = ugye (L, t) =0, t € (0,7,
ug (2,0) =0, =€ (0,L),

onde f = —u’u,.

Para ug € L? (0, L), o Teorema 3.1 assegura que (3.19) possui tinica solucao
uy € C°([0,7]; L% (0,L)) N L* (0, T; H* (0, L)) .
Além disso,

U, : L2(0,L) — C°([0,T];L*(0,L)) N L*(0,T; H? (0, L))

Ug — U1

¢ linear e continua.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Para resolver (3.20) perceba que sua parte linear corresponde ao semigrupo de contragao

{S(t)}4=o em L? (0, L) mostrado no Teorema 3.1. A fungao f = u?u, é localmente Lipschitz

de H%(0,L) em L?(0, L), visto que
9 ) q.

|lutu, — 2%2.|| = [JvPu, — vz, +ulz, — 222,

[u? (uz — 22) + 20 (u — 2%)]|

< R (e = 2+ 2 (a2 = 22)]

<R (e = 2+ e (0= 2) (w+ 2)]

< ||U2||LOO(0,L) s — 2| + ”ZwHLoc(O,L) [(u—2) (u+2)||

< 02l mgozy Ite = 2l 4+ all oo e = 21 e 2o
< Co (Il + 12z o+ 2z ) e = 2oy
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onde (', é uma constante tal que ||*[| (g ) < CL ||| g2(,z)- Portanto, dado ug € L*(0,L)

existe Ty > 0 e uma tnica funcao definida por

u2(-,t):/OS(t—s)f(-.,s)ds, tel0,7] C0,Tp),

que é solugao de (3.20) e satisfaz (3.17) (ver Teorema 1.8). |

3.3 Problema Nao Linear: Solucao (zlobal

Nesta secao, estamos interessados em garantir a existéncia de solucao global para o
sistema (3.1), com o intuito de podermos analisar o comportamento assintético, quando
t — o0, ver proxima secao. De acordo com o Teorema 1.9, para garantirmos a existéncia de

solugao global, vamos considerar o seguinte resultado:

Proposicao 3.1 Seja u solugao do problema (3.1) obtida no Teorema 3.2. Se ||ug|| < 1,

2
) ||Uo||
U : sal T e
|| HLQ(O,T,HQ(OvL)) ! (1 — Cy ||u0||2> 7

onde ¢y = ¢1 (T, L) e ¢y sao constantes positivas. Além disso, u; € L5 (0,T; H3(0,L)).

entao

Prova: Vamos dividir a prova em alguns passos.
Primeira Estimativa: Multiplicando a equacao (3.1); por u, integrando sobre (0,L) e

utilizando as condigdes de fronteira (3.1),, obtemos
1
2 2
577 @I + 5 uee (0,9)]" = 0.
Consequentemente,
HU||L<>O(0,T;L2(0,L)) < Jluol| - (3.23)

Segunda Estimativa: Multiplicando a equagao (3.1); por zu, obtemos, apds integrar por

partes sobre Q7 e utilizar as condigbes de fronteira (3.1)s, que

// ug|® dadt + = / lu (z, T)|* dz + = // || dadt
// lul? dadt + / |ug|” daz + // lu|* dzdt.
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Assim, utilizando (3.23), temos a seguinte inequagao:

AT + L
o < (o)l g [ [ utaet (3:21)

Por outro lado, a desigualdade de Gagliardo-Niremberg (ver Lema 1.11) juntamente com

(3.23) implica
T L
/ / utdxdt
o Jo

IN

T
c / (2, DI e (o, 0)[2 dt

T

< Clul’ [ w0l dt 3.25)
0 :
2
< Clluoll™ [Jull 20 7810 (0,1
2
< Culuoll™ lwll p2o 71120, »
para alguma constante positiva C.
Substituindo (3.23) e (3.25) em (3.24) segue que
2(4T + L)
2 2
el 015 m2(0,) < {m} ol (3.26)

Terceira Estimativa: Para obtermos limitacao para u; devemos observar o termo nao
linear.

Primeiro, notemos que o argumento usado em (3.25) nos dé

T L
4/3 2 2
/0 /0 |u3| dzdt < c||ug| HUHL2(0,T;H2(0,L))'

Por (3.26) obtemos que

u? ¢ limitada em L3 (Qr) .

Por outro lado, como L3 (0, L) — H~* (0, L), concluimos
Uts = 3o (v’) ¢ limitada em L3 (0,73 H2(0,L)). (3.27)

Quarta Estimativa: Vamos obter limitagao para u;.

Observemos que

Up = —Uy — Uggy — Uty + Uggaze em D' (0,T; H2(0,L)).
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Utilizando (3.23), (3.26) e (3.27) concluimos que
u; ¢ limitado em L5 (0,T; H~2 (0, L)) .

Isto completa a demonstracao do resultado. [ |

Notemos que a Proposicao 3.1 nos d4 uma estimativa suficiente para usarmos o Teorema
1.9 e garantirmos a existéncia de solugao global no tempo. Dessa forma, podemos estudar o
comportamento assintético da solu¢do u = u (z,t) de (3.1), quando ¢ — oo. Isto serd feito

na préxima segao.

3.4 Estabilidade

Nesta secao analizaremos o comportamento assintético das solugdes do sistema (3.1)
quando adicionamos uma dissipacao localizada, ou seja, queremos estabelecer uma taxa de

decaimento para energia associada as solucoes do seguinte sistema:

Up A Up + Uy — Ugzs + U2, +a (v)u =0 em Qr,
u(0,t) =u(L,t) = uy (0,t) = uy (L,t) = uqe (L,t) =0, t € (0,7), (3.28)
u(x,0) =wug(z), =€ (0,L),

com a = a (x) nas condiges de (2.65). A energia total de (3.28) é dada por

B (1) = 5 llu (e, )]

e, como podemos ver, ela satisfaz a seguinte lei de dissipacao:

d

1 L
CB (1) = — e (0.0) - / o (2) |u (2, 8)? dz < 0, V¢ > 0. (3.29)
0

Temos, portanto, o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Seja a(x) uma fungdo ndao negativa nas condigoes de (2.65). Entdo, para

qualquer L > 0, existem constantes positivas R, ¢ = ¢(R) e p= pu(R) > 0 tais que
E(t) <cllug|*e™, Vvt >0, (3.30)
e qualquer solugdo de (3.28) com ug € L* (0, L) tal que ||up|| < R.
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Prova: Integrando (3.29) sobre (0,t), com t € (0,T"), obtemos

:——/|um0t]—// )l (2,0 dz + B (0).

1
E(t) < B(0) =5 [luol®, vt > 0.

Dai

Afirmacgao: Para cada T' > 0, existe uma constante C' = C (T') > 0 tal que

!!uo\|2§0{/ \umoum// |uxt|d$dt}.

De fato, multiplicando (3.28); por zu e integrando sobre Q1 temos

/ / [ u + UpTU + Uy TU — Uz + Uy + a () T |u|2} dxdt = 0.

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Utilizando integragao por partes e as condigoes de fronteira de (3.28) em (3.33), segue que

T /L 1 L I
/ / wrudrdt = —/ x|u (x,T)|2 dx — —/ T |u (%0)’2 dz,
o Jo 2.Jo 2Jo

T /L 1 /T L
//ux:vudxdt:——// lu (2, 1) dedt,
//umx:cud:cdt // lug (x t| dxdt,

//umxmmudxdt:——// |um(m,t)|2dxdt,
0

//uxxug’dxdt ——// urdzdt.

Substituindo (3.34)-(3.38) (3.33), obtemos

1 L
2/ (2, T) da + > // (2, 1)]? dadt + 2 // i (2, )2 devdt

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

uxt xdt = uxt xt+ xt—i— ruidx.
2 dxd 2 dxd 4dd od

Logo,
lalararony < (T + L) o> + / / udadt.
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A desigualdade de Gagliardo-Niremberg (ver Lema 1.11) juntamente com (3.31) implica

T rL T
//u‘*d:vdt < c/ [ (2, 1)|]? |Jug (2, 8)]|? dt
0 JO 0 T
clluol® [l (o)
; (3.40)

2 2
< clluoll” l[ullza(o.r:m30.0)

IN

21112
< Clluoll™ llellze0,2:m20,00)
para alguma constante positiva C. Voltando a (3.39) temos

2(4T + L) } HuO||2

2
u | _[26T+D) 3.41
el 07:m2(0.0) [6 — C Juol® o

Por outro lado, multiplicando (3.28); por (T' — t) u e integrando em @7, obtemos

T
/ / (T —1) [uut + Uy + Ulgpe — Wllpares + U U, + a (2) |u|2] dzdt = 0. (3.42)
o Jo

Usando integracao por partes e as condigoes de fronteira de (3.28), temos

/ / T —t) uupdxdt = ——Hu0|| + = / / u (z, t)|? dadt, (3.43)

T
//umx(T—t)udxdt:O, (3.44)
0 Jo
T oL
//uw(T—t)ud:Bdt:O, (3.45)
0 Jo
T L A
//umm(T—t)uda:dt 2/ (T — t) Juze (0, 1) dt, (3.46)
o Jo

/ / — t) uPu,drdt = 0. (3.47)

Substituindo (3.43)-(3.47) em (3.42) segue
T T
T [Juol|* = / / lu (z,t)|* dadt +/ (T — 1) |uge (0,)[* dt
0

+2// T —t)a(z)|u(z,b) dedt,

a qual implica em

luo||? < —// lu (2, ) da:dt+/ [tz (0, 1) dt+2// ) | (2, ) dadt. (3.49)
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Dessa forma, segue de (3.49) que, para provar (3.32), é suficiente mostrar que, para

qualquer T' > 0, existe C'= C (T') > 0 tal que

T L
/ / u (,t)|* dedt < C’{/ g (0, 1)) dt—|—2/ / ) Ju (z, 1)) dxdt} (3.50)
0o Jo

Vamos argumentar por contradigao, como ja foi feito no capitulo anterior. Suponha
que (3.50) nao seja valida. Entdo podemos encontrar uma sequéncia de fungoes {u,} €

C°([0,T);L?(0,L)) N L*(0,T; H? (0, L)) que resolve (3.28) e tal que

fOT fOL [up, (x t)| dxdt
W f (tn),, (0,1)]? dt+f0 fo ) [up (z,1)]? dedt

(3.51)

Seja A, = \/fOT fOL lup, (z,t)]> dedt e definamos w, (z,t) = “")E:’t). Para cadan € N, a

funcao w, resolve

(wn)y + (Wn), + (Wa) e + Wi (W), — (Wn) e + @ (2) 0 =0 em Qr,
Wn (07 t) = Wy (07 L) (( )) (07 t) ( n)x (L7 t) = (wn)xx (L’ t) =0, te (07 T) ) (352)
Uy (2,0
wy, (2,0) = wo,, = N x e (0,L).
Além disso, oL
/ / oy (2, 0)? dadt = 1 (3.53)
/ |(wn),, (0,1) )|? dt+/ / z) |wy (z,t)]> dedt — 0, quando n — oo. (3.54)

Usando (3.53) e (3.54) em (3.49) temos que {v, (-,0)} é uma sequéncia limitada em L? (0, L).

Entao, por (3.39) segue que
||wn||L2(0,T;H2(o,L)) <c¢VneN, (3.55)

para alguma constante ¢ positiva. Pelo argumento usado em (3.40), garantimos a existéncia

de uma constante C' > 0 tal que

T L
4/3 ~ 2
/0 / [ dwdt < O o nl? 0l 2o zsareo.ny
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A tltima desigualdade e (3.55) nos garante que
{w?} élimitada em L3 (Qr).
Além disso, como L*/3 (0, L) < H~'(0, L), concluimos que
toen ()} = {3 dx {“’3}} ¢ limitada em L** (0,T; H*(0, L)) (3.56)
Podemos ver que

(W), = = (W0), — (W0),y =02 (10,),+ (102) 10— () w, 0m D' (0,73 H2(0, L)) . (357)

Assim de (3.41), (3.56) e (3.57) deduzimos que
{(w,),} ¢élimitada em L3 (0,7; H2(0,L)). (3.58)

Como H?(0,L) — L*(0, L) compactamente, temos por (3.55), (3.58) e o Teorema de
compacidade de Aubin-Lions (Ver [41, Corolario 4]) que {w,} é relativamente compacta em

L?(0,T;L?(0,L)). Assim, podemos extrair uma subsequéncia de {w,} tal que
w, — w forte em L? (0,7 L? (0, L)) (3.59)

e, por (3.53),

Hw”L2(O,T;L2(O,L)) =1 (3.60)

0= lim inf{/ (wn),, (0,1)] dt—i—/ / ) [w, (z,1)]? dxdt}
n—oo 0
/|wm0t|dt—|—// z) Jw ()| dadt,

onde w ¢é unica solucao do problema

Além disso,

(3.61)

Wy + Wy + Wagg — Weggzs T w2wm + (I(ZL’)’U) =0 em QT7
w(0,t) =w(L,t) =w, (0,t) = w, (L, t) = wy, (L, t) =0, t € (0,T),
'IU(;C,O):U)O(Q?), .’L‘E(O,L),
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satisfazendo
Wy (0,8) =0, t€(0,7T),

w=0 em wx (0,7).
Logo, pelo Teorema A.2 (ver apéndice), podemos concluir que w = 0 em w, o que é uma
contradi¢do. Logo (3.32) é verdadeira e, utilizando os mesmos procedimentos como na prova

Teorema 2.6, concluimos o resultado. |
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Apeéendice A
Continuacao Unica

O nosso objetivo neste apéndice é provar resultados de continuacao tnica que utilizamos
para provar a estabilidade da solucao para equacao de Kawahara nos capitulos 2 e 3.
O primeiro resultado que provaremos é relacionado a equacao de Kawahara com a nao

linearidade do tipo wu,. Para isto, consideremos o seguinte

Teorema A.1 (Continuacio Unica) Seja u solugio do problema (2.64), com a = a (z) e

w como em (2.65). Se
Uge (0,) =0, ¥t >0,
u=0 em wx(0,7T),

entio u =0 em Q.
Observemos que, derivando (2.64) com respeito a t e fazendo w = uy, temos o seguinte
sistema

Wy + Wy + Wegy — Waggas + (uw), +a(x)w =0 em Qr,
w(0,t) =w (L,t) = w, (0,t) = w, (L, t) = wy, (L, t) =0, t€(0,T), (A1)
w($a0):w0(x)v I‘G(O,L),

onde u é solugdo (2.64). Com isto, antes de provarmos o Teorema A.l, consideremos o

seguinte resultado auxiliar:

81



Lema A.1 Existe uma constante positiva C' = C (T; [[woll£2(q L)> > 0 tal que

loollaor, < c{/ﬁ (0.4) dt+/ / (2, 1) dadt + ||ool],, - 50L>} (A.2)

para qualquer solug¢ao v de (A.1).

Prova: Para provar (A.2) combinamos técnicas de multiplicagdo e argumento de

” compacidade-unicidade”. Multiplicando a equagao (A.1); por (T —t) v e integrando sobre

) T L T
THUOHLQ(O’L):/ / v2dxdt+/ (T —t)v2, (0,t)dt

Qr, obtemos

(A.3)
+2/ / 2d:1:dt—i—/ / T — t) upv?dxdt.
e (A.3) concluimos que
||U0||L20L / / 2da:dt+2/ / ) vidxdt
. (A4)
+/ vix(o,t)dt—l—// |u, | v2dxdt.
0 o Jo
Temos ainda
T L T )
| taletdede < [l Bl d
0 Jo 0 (A.5)

2
< ||u||L2(O,T;H2(O,L)) ||U||L4(0,T;L4(0,L)) :

Segue por (2.99), (A.4) e (A.5) que

2 2
lvollZ2(0,2) < C vl a0 rza0,1)) +/0 (0,7) dt + 2/ / ) v*dzdt, (A.6)

onde C' > 0 é uma constante que depende de T' e |lug||. Portanto, provar (A.2) é suficiente

mostrar que, para qualquer 7' > 0 existe uma contante C' = C (T') > 0 tal que

H’UHi‘i(O,T;L‘l(O,L)) = O{/ (0,2) dt + 2/ / (2,1) dzdt + ||U0HH 5 OL)} (A7)

para qualquer solugao de (2.64). Para isto, iremos argumentar por contradigao. Deste modo,

suponhamos a existéncia de uma sequéncia de fungoes v,, solucao de (2.64), satisfazendo

lim ||Un||L4 OTL4(O L)) — (A.8)
n—00 fo |z (0,1)] dt+2f0 fo z) v (z,t) dedt + HUO,nHZ%(o,L)
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Seja A = [vnll g0 71101y € defina wy, (z,t) = %ﬁt) Para cada n € N, a fungao w,, satisfaz

wn,t + wn,x + wn,:m:x - wn,xmzx:{: + (U (.1', t) wn)x +a (LIZ') Wp = O €m QT?

wy, (0,1) = wy, (L, ) = Wy (0,8) = Wy o (L, 1) = Wyae (L,t) =0, t€(0,T), (A.9)
n (2,0
wy, (2,0) = #, ze(0,L).

Além disso,

lwnllpaorzag,ny) =1 (A.10)

T T L
/0 |wn 00 (0, 1) dt + 2/0 /0 a(z)w? (x,t) dedt + ||Jw, (-, O)||§{_5(07L) — 0, (A.11)

quando n — oo.
Usando (A.6), (A.10) e (A.11) segue que {w,, (z,0)} é limitado em L? (0, L) e, portanto,
de acordo com (2.80),
lwnll 2 07:m2(0.) < € (A.12)

para alguma constante C' > 0. Por outro lado,

||(an)m”m(o,T;Ll(QL)) < ”wn”Loo(o,T;L?(QL)) ||u||L2(O,T;H2(O,L)) (A.13)
+ [[ull poo 0,722 (0,1)) 1Wnll 2071520, 1) -

Assim, utilizando (A.13) obtemos uma constante C' > 0 tal que

H(uwTZ)me(o,T;LI(QL)) <C. (A.14)

Provemos que

{(wy),} ¢élimitada em L* (0,7;H*(0,L)). (A.15)
De fato, de acordo com (A.9), w,,, satisfaz
Wt = —Wng — Wnae — (UWy), + Whgaeae + (@) w, em D' (0,T;H(0,L)), (A.16)

e (A.12)-(A.14) garantem a limitagao (em L? (0,7; H=3 (0, L))) dos termos que estao do lado

direito da igualdade.
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Afirmagao: Existe uma constante s > 0 tal que {w,} é limitado em L*(0,T; H*(0,L)), e
a imersdao H* (0, L) — L*(0, L) é compacta.
De fato, como {w,} ¢ limitada em L*> (0,7;L?*(0,L)) N L*(0,7;H?(0,L)), por

interpolagao podemos deduzir que {w,} é limitada em
[L7(0,T;L*(0,L)), L*(0,T; H* (0, L))], = L? (0,T; [L* (0, L) ; H* (0, L)] )

onde 119 = %9 + g e 0 < # < 1. Entao, escolhendo p = 4, ¢ = 0o e § = 3, garantimos que

1
2

-1

s = =, isto €,

N

=

[L?(0,T),H?(0,L)], =Hz(0,L).

[SIE

Além disso, a imersdo H2 (0, L) — L* (0, L) é compacta.
Entao, usando a afirmacgao anterior, (A.15) e o resultado classico de compacidade (ver
[41, Corolario 4]), podemos extrair uma subsequéncia de {w,}, que denotaremos também
por {wy,}, tal que
w, — w forte em L* (0,7 L* (0, L)) (A.17)
e, por (A.10),
|’wn”L4(O,T;L4(O,L)) =1 (A.18)

Agora notemos que,

0= lim inf{/ | W, 2z (0 Ik dt+/ / (x,t) dedt + ||w, (- )||H OL)}
/ s (0,0) P dt 42 / / 2 (a,t) dadt + [0 (,0)[3-5(0.1

que implica, em particular, que w (z,0) = 0. Consequentemente, o limite w, que resolve o

(A.19)

sistema
Wi + Wy + Vggg + (U (2, 1) W), — Wagaee +a () w =0 em Qr,
w(0,t) = w (L, t) = wy (0,t) = wy (L, t) = wey (L,t) =0, te€(0,T),
w(z,0)=0, z€(0,L),

é identicamente nula, isto é, w = 0. Isto contradiz (A.18) e, necessariamente, (A.7) é vélida.

Isto completa a prova do Lema A.1. |
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Agora provemos o resultado de continuagao tnica.
Prova do Teorema A.1. Seja uy € L? (0, L). Diferenciando a equacio (2.64) com respeito

a t, obtemos o sistema (A.1) com
vo () = v (2,0) = u; (2,0) = —Upp — Uy pzw + U0 pezee — UoUos — @ (T)ug € H° (0, L).

Por outro lado, se u., (0,t) e a(z)wu sdo nulos, entdo v, (0,t) = 0 e a(z)v = 0.
Consequentemente, a hipdtese (2.65) e o Lema A.1, garantimos que vy € L? (0, L). Agora,

combinando o Teorema 2.3 e o sistema (2.64) obtemos

up=v € L>®(0,T;L%(0,L)) N L*(0,T; H* (0, L)) (A.20)

Ungoze = —Up — U — Ully — Uggy — @ (T) U em Qr,

uw(0,t) = u(L,t) = u, (0,t) = uy (L,t) = ugy (L,t) =0,t € (0,7).
Deste modo, de (A.20) e (A.21) segue que Ugpeer € L? (0, T; H71 (0, L)) e, portanto, Uyees €
L*(0,T;L?(0,L)). Consequentemente u,,, € L*(0,T;L?(0,L)). Assim, usando (A.21)
concluimos que Uyyp0e € L? (0, T; L*(0,L)). Dai, deduzimos que w € L*(0,T; H® (0, L)) N

(A.21)

H'(0,T;L?(0,L)). Finalmente, usando o Principio de Continuacio Unica provado em [38,
Cor. 1.2 e Th. 4.2], podemos garantir que u = 0 em Q7. |
Agora vamos considerar o resultado de continuacao unica para a equacao de Kawahara

para o caso onde a nao linearidade é do tipo u?u,. Nesse intuito, consideremos o seguinte

Teorema A.2 (Continuacio Unica) Seja u solugio do problema (3.1), com a = a(x) e
w como em (2.65). Se

Ugz (0,-) =0, Vt>0,

u=0 em wx(0,7T),

entao u =0 em Qr.

Como fizemos anteriormente, observemos que derivando (3.28) com respeito a t e fazendo
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v = uy, obtemos o seguinte sistema:

O+ Vg + Vsgr — Vggaae + (W2 (2,8)0), +a(z)v=0 em Qr,
v (07t) = (L,t) = Vg (O,t) = Uy (L,t) = VUgg (L7t) = O, t e (O,T), (AQQ)
U([E,O)ZUO(I), JZG(O,L),

onde v = u; e u é solugao de (3.28). Com isto, para provarmos o Teorema A.2, precisaremos

do seguinte resultado auxiliar:
Lema A.2 Eriste uma constante positiva C = C (T; ||uo||L2(07L)> > 0 tal que
, T T L ,
leola0.r) < C {/0 W2 (0,1) dt +/O /0 0 (@) v? (2, ) dadt + [volly o1, + 1}  (A.23)
para qualquer solu¢ao v de (A.22).

A prova do Lema A.2, bem como do Terorema A.2 serdao omitidas, pois sao andlogas as

provas do Lema A.1 e do Teorema A.1.
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