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1. a) Defina conjunto de medida nula.

b) Mostre que unido enumerével de conjuntos de medida nula tém medida nula.

2. Seja f: AcR™ - R uma fungéo integravel sobre o bloco m-dimensional A. Prove que:
i) Se f=0q.s. em A, entdo [ f=0.
A
ii) Se f é ndo negativa e fA f=0,entdo f =0 q.s. em A.

3. Utilizando o Teorema de Fubini, encontre o volume do tetraedro limitado pelos planos coordenados
e o plano 2x +y + z = 4.

4. Seja f:U - R™ de classe C* no aberto U c R™. Se, no ponto a € U, a derivada f’(a) : R™ — R™ ¢é
um isomorfismo, prove que
vol f(B[a;r])
>0 vol Bla;r]

=|det f'(a)]-

5. Q=[-1,1]x[-1,1] e f,g € C*(R) tais que floq = glon = 0. Defina Af = 5L+ 3L,

Mostre que

[ 1) Dg(e.) - 9o, p) A (.y)] dady 0.



6. (Extra) Sejam >1, 7> 0 e By,41(0,7) a bola aberta de centro em 0 e raio 7 em R™"! na topologia
euclidiana. Denote por V;,,(r) o volume de B,,(0,r). Resolva os seguintes itens:

i) Mostre que x = (z1,. .., Tm,Tm+1) € Bm+1(0,7) < —r <y <re(x1,...,2m) € By (0, r2 —xiﬁl).

ii) Defina A :R™ — R™ por Az = rz. Utilize o Teorema de Mudanca de Varidveis para mostrar
que Vi (r) =™V, (1).

iii) Utilize o Teorema de Fubini para mostrar que Vin11(r) = Vi (1) [ (r? = 22,,1) 2 dz 1. (Dica:
Utilize os itens i) e ii))

m

iv) Mostre que Vis1(r) =2V, (1) [y (r? = t2) 2 dt.
v) Considere I,,, = [01(1 - t?)%dt. Faca a mudanca de varidvel ¢t = sen(z) para concluir que
I = [o? (cos(z))™* ' da. (Dica: 0=sen(0) e 1 =sen(%).)

. (Dica: cos?(t) = 1+%*(Qt))

vi) Mostre que I; =

vii) Mostre que I = 2. (Dica: cos®(t) = sen’(t) cos?(t) e integracio por partes).
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viii) Mostre que I3 = 75 (Dica: cos*(t) = sen’(t) cos®(t) e integragdo por partes).
ix)

Conclua que Vy(r) = %27”4.

Acabamos de calcular o volume de uma bola de dimensao 4. ®

Formulério

Definigao: Dizemos que uma propriedade vale quase sempre (q.s.) quando o conjunto dos para os quais
a propriedade falha, é de medida nula.

Teorema (Integragdo por Partes) Sejam f,g:[a,b] c R — R duas funcdes de classe C' em [a, b], isto
é f,9,f" e g’ s@o continuas em [a,b] c R. Entéo,

b b
[ @@z = (10)g(®) - f@)g@) - [ 1)y ()da.

Mudanca de Varidveis Seja f : [a,b] » R uma func¢ao continua no intervalo fechado e limitado [a,b]
e g:[c,d] c R - R uma fungdo derivavel em [¢,d] ¢ R com derivada continua tal que g([¢,d]) c [a,b].
Entao,

g(d) d )
fg(e) fWdt= [ flg())g (@)d.



