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RESUMO

Esse trabalho consiste em uma concisa introducao as formas diferenciais e a relacao delas com a
topologia de superficies, ou variedades diferenciaveis. Essa relacdo, expressa pela cohomologia
de de Rham é apresentada como uma ferramenta para a distincdo de espacos topolégicos.
Assim, ela representa uma poderosa ferramenta para a solucdo de problemas de topologia, dada
a dificuldade de se demonstrar que dois espacos topoldgicos sdo distintos. Como aplicacdo da
teoria desenvolvida, sdo demonstrados o teorema da invariancia da dimensao, que afirma que
a nocao de dimensao de uma variedade topoldgica estd bem definida e, em particular, que
R™ e R™ s3o topologicamente distintos quando n # m; e o teorema de Jordan-Brouwer, que
consiste em uma generalizacdo do teorema da curva de Jordan, de que toda curva fechada no

plano e sem autointersecao o divide em duas componentes.

Palavras-chaves: Variedades Diferencidveis. Topologia das Variedades. Formas Diferenciais.

Cohomologia.



ABSTRACT

The present work is a brief introduction to differential forms and their relationship to the
topology of surfaces and manifolds. The de Rham cohomology is a expression of this rela-
tionship, which here is introduced as a technique to distinguish between topological spaces. It
constitutes a powerful tool in topology, since showing that two topological spaces are distinct
through other methods can be rather difficult. As an application of the results here presented,
it is proved the theorem of topological invariance of dimension, which states that the dimension
of a topological manifold is well defined and, in particular, that R™ and R™ are topologically
different spaces when n % m; and the Jordan-Brouwer theorem, which is a generalization of
the Jordan Curve Theorem, that any non self-intersecting loop in the plane divides it in two

components.

Keywords: Differentiable Manifolds. Topology of Manifolds. Differential Forms. Cohomol-
ogy.
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho, é realizada uma introducdo as formas diferenciais e a uma das
maneiras com que elas se relacionam com a topologia de seus ambientes: a cohomologia de
de Rham. Procurou-se realizar uma apresentacdo com pré-requisitos matematicos minimos
para a leitura. Apesar de realizar uma introduc3do as variedades diferenciaveis, a énfase desse
trabalho estad nas propriedades das superficies.

Enquanto a teoria é valida para ambas, em virtude de toda superficie ser uma variedade e
toda variedade poder ser realizada como uma superficie; somente s3o apresentados exemplos
com objetos que sao naturalmente superficies.

No Capitulo[2], sdo apresentados os pré-requisitos para estudo da cohomologia de de Rham.
As nocdes de superficie e de variedade sdo revisadas, com esta Gltima podendo ser ignorada
pelos leitores n3o interessados na formulacao mais abstrata dos conceitos. Nao ha perda de
generalidade pela exclusiao das variedades suaves. Mais importante do que essas nocdes para
o presente trabalho é a nocdo de forma diferencial, também introduzida nesse capitulo.

As formas diferenciais sdo apresentadas como um tipo especifico de campo tensorial. As-
sim, as nocdes de tensor covariante e de tensor alternado sao introduzidas a fim de se definir as
formas diferenciais. Depois disso, sdo definidas as integrais sobre formas e a operacio de dife-
renciacdo exterior, abrindo as portas para a demonstracdo do Teorema de Stokes. O capitulo é
encerrado com uma rapida apresentacdo da linguagem algébrica utilizada subsequentemente.

E no Capl'tuloque é introduzida a cohomologia de de Rham. Apés as definicoes iniciais,
o Lema de Poincaré é demonstrado como parte do processo necessario para a demonstracao
de que os grupos de cohomologia de de Rham s3o invariantes topolégicos. Em certo sentido, o
Lema de Poincaré é uma afirmacdo sobre a trivialidade dos grupos de cohomologia do espaco
euclidiano. J& a invariancia topoldgica é expressa como uma invariancia sob equivaléncias
homotopicas, ou tipo de homotopia. Em seguida, é apresentada uma ferramenta computacio-
nal fundamental: o Teorema de Mayer-Vietoris, demonstrado como consequéncia do lema do
zigue-zague, proveniente da algebra comutativa.

Finalmente, no Capitulo |4 sdo apresentadas duas aplicacGes da teoria apresentada no
Capitulo[3] A primeira aplicacdo é o Teorema da Invaridncia da Dimensdo, que mostra que a
dimens3do de uma variedade topoldgica é um conceito intrinseco ao objeto: uma m-variedade
topoldgica ndo pode ser simultaneamente uma n-variedade topoldgica quando n # m. A
segunda aplicacao é uma generalizacdo do Teorema da Curva de Jordan, que afirma que uma
curva fechada e sem autointersecdes divide o plano em duas regides conexas, intuitivamente,
“Dentro” e “Fora”.

O Teorema de Jordan-Brouwer, que é essa generalizacdo, substitui a curva sem autointer-
secdes do Teorema da Curva de Jordan por um mergulho topolégico de uma hiperficie (uma
superficie de dimensdo n em R"™!) que é conexa e orientdvel. A cohomologia aparece nesse

problema como um mecanismo para relacionar o que acontece em uma versao suave desse



teorema, demonstrada com as ferramentas de andlise no R", com a sua versio topoldgica.

Por isso, o teorema é demonstrado em duas partes principais, e alguns lemas associados.



2 PRELIMINARES

Introduziremos aqui as noc¢des fundamentais usadas no desenvolvimento da teoria da coho-
mologia de de Rham. Na secdo 2.1, a nocdo de superficie é revisada e a nocdo de variedade
diferenciavel é introduzida. Na secdo [2.2, sdo apresentadas as formas diferenciais. A secdo
introduz a terminologia algébrica utilizada no capitulo seguinte.

Presumimos conhecimento de topologia geral e analise no R™ na leitura desse capitulo.

Conhecimento de algebra abstrata basica é pressuposto na secdo [2.3]

2.1 SUPERFICIES E VARIEDADES

Baseados no conceito de superficie regular em R", introduziremos o conceito de variedade
diferenciavel como a versdo intrinseca dessa nocdo, isto é, independente da existéncia de
um espaco ambiente. Para nés, a importancia do conceito de variedade estd nas estruturas
adicionais, os fibrados, onde sao definidos nosso objeto de interesse.

O leitor pouco interessado nas variedades pode assumir, sem perda de generalidade, que
todos os resultados da secdo [2.2| a seguir dizem respeito a superficies. O termo variedade
serd usado quando conceitos intrinsecos estdo em consideracdo. Caso contrario, sera usado o
termo superficie para significar tanto superficie quanto variedade.

Isso é justificado pelo fato de que toda superficie é uma variedade e, reciprocamente, pelo
Teorema do Mergulho de Whitney (cf. (LEE, [2013))), toda variedade pode ser realizada como

uma superficie em um espaco euclidiano de dimensao suficientemente alta.

2.1.1 Superficies

Definicao 2.1.1. Um subconjunto M de R™ é uma k-superficie regular de classe C" (r €
N U {oo}) quando, para cada p € M, existem um aberto V' de R"™ e uma aplicagdo bijetiva
0:UCRF -+ MNV CR"de classe C" cujo posto é constante e igual a k. Chamamos a
aplicacdo ¢ de uma parametrizacio de M em torno de p.

Nesse caso, dizemos que a dimens3o de M é r e sua codimensao é n — r. Superficies

regulares de codimensao 1 s3o chamadas de hiperficies.

Quando as parametrizacdes ¢ podem ter como dominio um subconjunto aberto (na topo-

logia de subespaco) do semiespaco superior
H" = {(2',...,2") € R" : 2" > 0},

dizemos que M trata-se de uma superficie com bordo. Nesse caso, o que significa dizer que

0 :U CHF - M C R" é diferenciavel de classe C"? Quando p € U é um ponto interior, a
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nocao de diferenciabilidade é a usual. Quando p € U é um ponto do bordo
OH" = {(z",...,2%) € R¥ : 2¥ = 0},

dizemos que ¢ é de classe C" em p quando admite uma extensao de classe C" a uma vizinhanca
de p em R".

A inversa de uma parametrizacdo é chamada de uma carta. Denotamos uma carta por
(U, ), onde U é a imagem da parametrizacdo ¢ '. Nesse trabalho, d4-se preferéncia ao uso
de cartas por consisténcia com as variedades diferenciaveis. Além disso, também suporemos

que todas as superficies sdo suaves, isto é, de classe C'°.

Proposicdo 2.1.1. Sejam ¢ : U C R¥ - M C R e : V C RF - M C R" duas
parametrizaces (suaves) da superficie M tais que W = o(U) N (V) # 0. Ento, oL o) :
P Hp(U)Np(V)) — RF € suave.

Demonstracdo. Seja p € U um ponto tal que p(p) € W. A matriz jacobiana de ¢ é

_6@1 a@l -

ozl Ok

_ | 9pt Aok
Dop =55~ 5o
o™ ., 99"
L Ozl zk J

Sem perda de generalidade, suponhamos que o menor superior é ndo nulo. Definimos

¢:R" — R"”

(', .2 — (Nt ), Rt ) T ),

A sua matriz jacobiana é

[Op! dp! 1
Ox! Oxk 0 0
oot 0gF e
Do — 8:(:? 8:5’; 0 0
p 9 ... 9¢” e ’
Oxk Oxk 1 0
dp™ ™
L Ol oxk 0 1—
cujo determinante é
1 k
o)
oz, ..., zk)

Pelo teorema da func3o inversa, existem abertos Uj e V; tais que ® : Uy C U x R"* —
é um difeomorfismo suave. Entdo, @' o 9)|y-1(15) = ¢~ 0 ¥|y-1(1;) € uma aplicacdo suave.
Como ¢! 01) é suave em uma vizinhanca de cada ponto de U N o~ !(W), concluimos que a

aplicacdo de transicio o' o 1) é suave. O
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Definicao 2.1.2. O espaco tangente de p em M, denotado por T),M, é a imagem da derivada
de o : U CRF -V CR" em p. Assim,

T,M =im Dy,.
Geometricamente, pensamos nele como a variedade afim que passa pelo ponto p € M.

Definicao 2.1.3. Seja M uma k-superficie regular. Uma aplicacdo F': M — R™ é dita ser
suave se, para toda parametrizacdo ¢ : U C R¥ — M, a aplicacio composta F o ¢ é suave.

Uma discussdo mais detalhada sobre superficies pode ser encontrada em (LIMA, 2014b),
(LIMA, [2014a), e (DO CARMO, 2005)).

2.1.2 Variedades

A definicdo de variedade diferencidvel tem origem em se destacar as propriedades abstratas
basicas satisfeitas por superficies. Primeiro, notamos que uma superficie em R™ é um espaco
topolégico, munido com a topologia induzida pelo ambiente. Essa nocdo nos leva a primeira

definicao:
Definicao 2.1.4. Um conjunto M é dito ser uma k-variedade topoldgica quando:

1. E um espaco de Hausdorff: um espaco topolégico tal que, para quaisquer p,q € M
distintos, existem abertos U e V taisquepe U, qe Ve UNV = (.

2. Tem uma base enumeravel.

3. E localmente euclidiano: para todo p € M, existem um aberto U C M e um home-
omorfismo ¢ : U — V entre U e um subconjunto aberto V' C R¥. Cada um desses

homeomorfismos é chamado de uma carta de M, e denotamos ¢ : U — V por (U, ¢).

Em principio, a nocdo de dimens3o de uma variedade topoldgica é uma artificialidade da
definicdo. Mostraremos na Secdo que uma m-variedade topoldgica ndo pode ser uma n-
variedade topoldgica a n3o ser que m = n. Ou seja, a dimensdo de uma variedade topoldgica
esta bem definida.

O segundo elemento da definicao de variedade diferenciavel, ou suave, estd em observar a

importancia da Proposicdo [2.1.1] e eleva-la a definicdo do objeto:

Definicdo 2.1.5. Um atlas C* (k € NU {oo}) sobre uma n-variedade topolégica M é uma
colecdo A = {(Ua, ¢a) taca de cartas de M tal que:

1. A colecdo dos dominios {U,}aca é uma cobertura aberta de M.



12

2. Dados «, 3 € A, entdo U, N Uz = 0 ou a aplicagdo de transicdo

Vg © @El 1 0(Ua NUs) = pa(Us NUR)

é diferenciavel de classe C*. Quando essa propriedade vale para duas cartas, dizemos

que elas sdao compativeis.

A colecdo de todos os atlas suaves de M é um conjunto parcialmente ordenado por inclusdo.
Dado um atlas de M, ha um Unico atlas maximal que o contém. Esse atlas maximal é chamado
de uma estrutura diferencidvel. Uma variedade n-diferenciavel de ordem C*, ou simplesmente
uma n-variedade C*, é uma n-variedade topolégica M munida de um atlas C* maximal A.
Diremos que a variedade é suave quando é de classe C*.

Uma carta suave (U, p) de M é simplesmente um elemento do atlas maximal do qual M

é munida.

Toda superficie é uma variedade de modo natural como consequéncia da Proposicdo 2.1.1]
Reciprocamente, toda variedade pode ser realizada como uma superficie em um espaco eucli-

diano de dimens3o suficientemente alta.

Definicdao 2.1.6. Uma aplicacdo F' : M — N entre variedades suaves é dita ser suave em
p € M se existem cartas suaves (U, ) de M, com p € U, e (V,4) de N tais que F(U) CV
etpoFop™:pU)— (V) ésuave. Se F é suave em todos os pontos de M, dizemos
simplesmente que F' é suave.

Quando uma aplicacdo suave tem codominio R, chamaremos-a de uma funcdo suave.
Assim, o termo “funcdo” é mais especializado do que os termos “mapa” e “aplicacdo” na

presente discussao.

-

N3o ¢é dificil mostrar que essa definicao é independente da escolha das cartas. E uma
consequéncia direta dos mapas de transicao serem suaves.

A definicdo intrinseca de variedade n3o deixa claro como definir vetores tangentes. Para
isso, interpretaremos os vetores como operadores que atuam sobre funcdes suaves: dada uma

funcao suave f, a acdo de um vetor v sobre f é a derivada direcional
of d
— =—f(z+1tv
ov dt (z+ )

Isso estabelece vetores como um certo tipo de aplicacao.

t=0

Definicao 2.1.7. Sejam U C R"™ um aberto e p € U. A algebra das funcdes suaves definidas

em U é denotada por C*°(U). Uma derivacdo em p é uma aplicacdo
v:C®U) =R
que é linear e satisfaz a regra de Leibnitz:
v(f-9) = fp)-v(g) +9(p) - v(f)
para todos f,g € C*(U).
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Cada vetor geométrico v € T,R" = R" determina uma derivagdo

v:C®U) —R

0
frr I p) = (grad £,0)

Ela consiste na associacao da derivada direcional de f na direcao de v em p para cada funcdo
suave f.
Como essa definicdo n3o faz referéncia ao ambiente no qual os vetores se encontram (com-

pare com a Definicdo [2.1.2)), essa estratégia é apropriada para a generalizacdo em variedades:

Definicao 2.1.8. Sejam M uma variedade suave e p € M. A algebra das funcoes suaves
definidas em M é denotada por C°°(M). Um vetor tangente a p é uma derivacdo em p, isto

é, uma aplicacdo linear v : C*°(M) — R que satisfaz a regra de Leibnitz:

v(f-9) = fp)-v(g) +9(p) - v(f).
O espaco de todos os vetores tangentes em p é denotado por 1), M.

Seja v € T,M, é possivel provar que o valor de v(f) depende somente dos valores de
f € C(M) é uma vizinhanca U de pem M. Assim, se U C M é aberto, ha uma identificacdo
natural entre T,U e T,M.

Definicao 2.1.9. Seja FF : M — N uma aplicacdo suave entre variedades. Para cada
p € M, a aplicagdo induz um mapa F, : T,M — Tpq)N, chamado de pushforward, por
[F(v)](f) = v(f o F) para toda funcdo suave f em N.

Proposicao 2.1.2 (Propriedades basicas dos pushforward). Vale que:
1. Se FF: M — N eG: N — P sdo aplicacdes suaves, entdo (G o F'), = G, o F,.
2. (idn)s = idryar.
3. Se I' é um difeomorfismo, entdo F, é um isomorfismo.

Demonstracdo. Item 1. Seja v € T,M. Para qualquer fungdo f € C*°(N), temos que

(G o F)vl(f) =v(feo(GoF))=uv((foG)oF)=[Fu](foG)=[G.(Fv)](f)

de modo que (G o F'),v = G, o F,v para todo v.

Item 2. Basta notar que

[(idar)«0](f) = v(f o idar) = v(f)

para todo f € C*°(M), de modo que (idys).v = v para cada v € T, M.
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Item 3. Seja F: M — N e G: N — M um difeomorfismo e sua inversa. Fixado p € M,

segue que
(GO F)* = ldM = G* o F* = idTpMa
(FOF)*:ldeF*OG* :idTpN'

Portanto, F, tem uma inversa, que é GG,, e portanto é um isomorfismo. O

Assim, dada uma carta ¢ : U € M — R", hd uma identificacdo natural entre T),M
e T,;»R" = R" dada por ¢,. Se escrevemos ¢ em termos de suas funcdes coordenadas

o= (x',... 2"), temos as derivacdes

0
oxt

= (p)He) = (971,

P

que formam uma base para 1), M porque a imagem de uma base por um isomorfismo linear é

uma base. Note que

ox?
oxt

0
- Ot

p

L 1=y,

(@) = ((g™")ulen)) 27 = es(a 07" = o
p 07 7 7é jv
porque z/ o ' (p', ..., p") = p’.

Assim, um vetor v € T}, M pode ser escrito como
v 0

v = ZUZ%

i=1

)
p

para certos niimeros reais v',..., v" € R.

Definicao 2.1.10. O fibrado tangente T'M de M é a unido disjunta dos espacos tangentes
de M:
T™ = | | T,M.

peEM
Um elemento de T'M ¢é denotado por (p,v), onde p € M e v € T,M. Ha uma projecdo
natural 7 : T'M — M dada por 7(p,v) = p.

O fibrado tangente 7'M é uma variedade suave. Dada uma carta (U, @) de M, definimos

uma carta em T'M por

¢:m Y (U) — R"xR"
(Z%;U&xi

Definicao 2.1.11. Um campo vetorial é uma aplicacdo que associa a cada ponto p € M um

) — (p(p), (v',...,0")).

vetor X,,. Mais precisamente, um campo tensorial X é uma secdo de T'M: uma aplicacdo
suave X : M — TM tal que m o X = idy;. O conjunto de todos os campos vetoriais é

denotado por X(M).
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Em um sistema de coordenadas (U, p = (x!,...,2")), podemos escrever

X:;Xﬁx"’

0

onde 5= é 0o campo que associa a cada ponto p € U o vetor aai e X' : U — R sio
X T

p

aplicacoes chamadas de funcdes componentes do campo vetorial.

Proposicao 2.1.3. O campo X é suave se, e somente se, as suas componentes s3o suaves.

Demonstracdo. Seja (U, = (x!',...,2™)) uma carta para M. O campo X € X (M) expressa-

se nesse sistema de coordenadas como

0
ozt

X=%x

Esse campo X é suave se, e somente se, o X o ¢! é suave. Ora,

0

oxt
p

poXoyplp)=¢ éxi(wl(p)) = (p. (X (¢ ()., X (¢ ().

O lado direito corresponde a uma funcdo suave quando cada componente é suave. Ora,

Xio ™! ésuave se, e s6 se, X' é suave. O

2.1.3 Alguns fatos técnicos sobre variedades

Agora, enunciaremos alguns resultados importantes da teoria das variedades, que aceitare-

mos sem demonstracdo. As demonstracdes podem ser encontradas em (LEE, 2013) e (LIMA,
2011).

Teorema 2.1.1. Seja M uma superficie ou variedade. Dada {U;}°, uma cobertura aberta

de M, existe uma colecdo de funcées suaves {1;}3°, tais que
1. supp ¢; C U;.

2. A colecdo de seus suportes {supp 1;}3°, €é localmente finita. Mais precisamente, para
todo p € M, existe uma vizinhanca V' > p tal que V N supp 1); = () para todo i, exceto
por uma quantidade finita.

3. Vale que
o
i=1
Note que a soma é finita em cada ponto como consequéncia do item 2.

Demonstracdo. Vide (LEE, [2013) ou (TU, 2011). O
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Os invariantes que veremos a seguir s3o definidos em termos da estrutura suave. Eles sao,
porém, invariantes topoldgicos. Os seguintes dois resultados sdo fundamentais para o processo

de correlacao de propriedades topolégicas com essa estrutura suave.

Teorema 2.1.2 (Aproximacdo de Whitney). Sejam M uma superficie com ou sem sem bordo,
N uma superficie sem bordo, e F : M — N uma aplicacdo continua. Entdo, F' é homotdpica
a uma aplicacdo suave. Se F' ji é suave e A C M, entdo a homotopia pode ser tomada

relativa a A.

Demonstracdo. A demonstracdo é uma consequéncia do estudo de conjuntos de medida nula
em variedades. Vide (LEE, 2013). O

Além de toda aplicacdo continua ser homotoépica a uma funcdo suave, toda homotopia

entre aplicacdes suaves pode ser promovida a uma homotopia suave:

Teorema 2.1.3. Suponha que M ¢é uma superficie com ou sem bordo, N é uma superficie
sem bordo e F,G : M — N sdo aplicacées suaves. Se F' e G sdo homotdpicas, entdo elas
sdo suavemente homotdpicas. Se F' e G sdo homotdpicas relativamente a algum conjunto

fechado A C M, entdo elas sdo suavemente homotdpicas relativamente a A.
Demonstracdo. Vide (LEE, 2013). O

Outro tipo de construcdo importante sdo as vizinhancas tubulares. Seja M uma k-

superficie regular em R"™. Uma bola normal de p € M é um conjunto da forma
Bt (z,e) ={z+veER": v e T,M* |v| <e},

onde T, M+ é o complemento ortogonal em R" do espaco tangente. Uma bola normal fechada
é simplesmente
Btz,e] ={z+veR" v € T,M*, |v| <€},

Teorema 2.1.4. Seja M uma k-superficie regular suave em R™. Existe uma funcdo continua
positiva ¢ : M — Ry tal que B+ (z,e(z)) N B (y,e(y)) = 0 para quaisquer x # y em M.
A unido
V(M) = | B*(x,e(x)),
zeM
chamada de vizinhanga tubular de M com raio €, é um aberto de R". Além disso, a aplicacao
7 : Vo(M) — M, definida por m(z) =y se x € B*+(y,e(y)), é suave.

Demonstracdo. Vide (LIMA, [2014a)). O
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2.2 O CALCULO DAS FORMAS DIFERENCIAIS

Agora, introduzimos o conceito de forma diferencial. Trata-se da definicao apropriada da
nocdo de objeto que pode ser integrado. Notacionalmente, consiste da boa definiciao dos
abusos de notacdo realizados no calculo vetorial. Assim, daremos sentido a expressdes da

forma
/ Pdzx + Qdy
c

vistas no calculo vetorial. O simbolo acima representara a integral de um objeto, uma 1-forma,
w que serd denotado por
w = Pdx + Qdy.

Veremos que o desenvolvimento apropriado desse conceito facilita grandemente a demons-

tracdo dos teoremas classicos do calculo vetorial, que poderdo ser escritos simplesmente por

/ w:/ dw,
oM M

assim que ficar entendido o que significa w, dw, OM e tais integrais.

meio de uma Unica férmula:

A fim disso, precisamos comecar estabelecendo rudimentos da linguagem de tensores e

campos tensoriais necessarios para a definicao das formas e suas propriedades basicas.

2.2.1 Tensores

Existem diferentes pontos de vista para os tensores[T| Aqui, estamos interessados no ponto

de vista de que tensores s3o tipos especiais de aplicacoes definidas em espacos vetoriais.

Definicdo 2.2.1. Sejam V7, ..., Vi, W espacos vetoriais (reais). Uma aplicacdo
fVix...xVy—=>W
é ditar ser k-multilinear quando, para cadai=1,...,k, tem-se
flor, .. yau+ Bul, .o vg) = af (vr, ., v o) + B (vr, .V ),

para todos, v; € V; , com j # i, e v;,v; € V; e a, f € R. Em outras palavras, f é multilinear

quando ¢ linear em cada uma das entradas, quando as outras sao mantidas fixadas:
x> f(v1, . 01, %, Vg1, e Uk)s Uiy oo, Vie1, Vigt, - - - , U fixados,

é linear.

1 Usualmente, os tensores podem ser vistos como um conjunto de grandezas invariantes sob mudancas de

coordenadas; como aplicacGes multilineares, como vemos aqui; ou como elementos do produto tensorial
de espacos vetoriais.
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Denotamos o conjunto dessas aplicacdes multilineares por L(Vi,..., Vi; W). Esse con-
junto ndo é sem estrutura. Com as operacGes naturais de adicdo
+e LV, Vi W) X LV, Vg W) — L(Vh, .., Vi V)
(f,o)— (f+g):Vix...xVe =W
(f+g)(vr,...,08) = f(vr, ... 0k) +w g(v1, ..., V)
e de multiplicacdo por escalar
R LV, Vg W) — L(V4, ..., Vi, W)
(a,flr—(a-f) Vix...x V=W
(a- f)(vr,...,0) =a-w f(vr,...,05),
o conjunto L(V3,...,Vi; W) é um espaco vetorial. Esse espaco vetorial também tem uma

base natural.

Proposicao 2.2.1. Sejam B; = {vy,...,v,,}, i =1,...,k, basesparaV; e B = {wy, ..., w,}
uma base para W. Uma aplicacdo multilinear f € L(V1,...,Vi; W) é completamente deter-
minada pelos valores que assume nas bases B;. Além disso, o conjunto das aplicacbes mul-
tilineares flzk e L(V4,...,Vi; W), onde temos indices iy € {1,...,m} ej € {l,...,n},

definida por

4 w;, sety =li,... 0 =l
fgl..‘ik(,l}h?"'?/ulk) = L.
0, caso contrario,
forma uma base para L(Vy,...,Vi; W).
Demonstracdo. A demonstracdo desse resultado é direta. Vide (LIMA| 2012). O

Agora, podemos definir os tensores. Trata-se de aplicacoes multilineares com codominio R

e dominio definido em produtos de um mesmo espaco vetorial e seu dual. Mais precisamente:

Definicao 2.2.2. Seja V' um espaco vetorial. Um k-tensor covariante em V' é uma aplicacdo
k-multilinear

f:Vx...xV =R
k

O espaco dos k-tensores covariantes é denotado por T%(V). Um I-tensor contravariante em
V' € uma aplicacao [-multilinear
f:Vix...xV"=R.
—_———
l vezes

O espaco dos [-tensores contravariantes é denotado por 7;(V). Um tensor do tipo (k,[) em

V' é uma aplicacdo multilinear da forma

f:Vx. .. xVxV'x...xV"=R

k vezes [ vezes

O espaco dos tensores de tipo (k, 1) é denotado por T*(V') ou T*:D (V).
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Estamos interessados especialmente nos tensores covariantes. Além da adicao e multipli-
cacdo por escalares, hd uma terceira uma operacao natural no espaco dos tensores: o produto

tensorial.

Definicdo 2.2.3. Sejam f € T*(V) e g € T'(V). Definimos f ® g € T*(V), que é
chamado de produto tensorial de f e g, por

(f & g)(vla s ,Uk_H) = f(Ul, s 7Uk) ’ Q(Uk+1, SR 7Uk+l)7
onde vy, ..., v € V.
Observacdo 2.2.1. A operacio @ : TF(V) x THV) — T* (V) é bilinear e associativa,

como consequéncia do produto de dois niimeros reais ser bilinear e associativo. Em geral, ela

n3o é comutativa.

Como ® é associativa, escreveremos f ® g @ h no lugarde (f® g) @ he f® (g ® h).

Isso nos permite construir tensores de grau mais elevado a partir de tensores de graus
menores. Em particular, podemos construir k-tensores covariantes a partir de k& funcionais
lineares. Qualquer k-tensor pode ser escrito de alguma forma como produto de funcionais

lineares? Tentaremos responder a essa quest3o.

Definicao 2.2.4. Um k-tensor covariante 7' é dito ser decomponivel se existem fi,..., fi €
V* tais que
T=(®L®...Q f.

Nao é dificil notar que nem todo k-tensor é decomponivel:

Exemplo 2.2.1. Sejam V = R? e {f', f?} a base dual a base candnica {ej, s}, ou seja,

i C =i
fileg) =05 = o
0, @# 7.
Ent3o, o 2-tensor T', definido por
T(er,e1) =0, T(ey,e9) =1, T'(ea,e1) = —1, e T(eg,e9) =0 (2.1)

ndo é decomponivel. Sejam f = af' +bf? e g = cf! + df? dois funcionais lineares. Note que

o produto tensorial entre eles é dado por
feg=acf '@ +ad f'® f>+bc P [ +bd f*@ 2.
Se T = [ ® g, pela Equacdo [2.1] vale que
ab=0, ad=1, bec=-1, bd=0. (2.2)

Como ad # 0, a # 0 e entdo b = 0. Ora, isso leva a um absurdo porque be # 0. Conse-

quentemente, a Equacdo nao admite solucdo. Portanto, 7" ndo é decomponivel. De fato,
T=ref-ref. >



20

Assim, temos que nem todo k-tensor covariante é produto de funcionais lineares. Ainda
assim, tensores decomponiveis sao Uteis na descricao dos k-tensores covariantes. Isso se da

porque eles geram T*(V).

Proposicdo 2.2.2. Sejam V um espaco vetorial, V* seu dual e B = {f*,..., f*} uma base

para V*. Entdo, o conjunto
B={f"®f2®...@ f*i,...,ir €{1,...,n}}
forma uma base para T*(V'). Consequentemente, dim T*(V) = (dim V)*.

Demonstracdo. Compare com a Proposicdo [2.2.1] Vide (LIMA| 2012). O

Ou seja, enquanto nem todo k-tensor covariante é decomponivel, todos eles sdo combina-

cdo linear de elementos decomponiveis.

Um campo tensorial é uma associacdo de um tensor a cada ponto de uma superficie. A
fim de definir essa nocdo de maneira apropriada, vamos considerar a construcdo abstrata do

fibrado tensorial.
Definicao 2.2.5. Seja M uma superficie em R"™. Seu fibrado k-tensorial é o conjunto

T"M = | | TH*(T,M)
peEM
formado pela unido disjunta dos espacos de k-tensores definidos em cada espaco tangente.
Um elemento de T%M é denotado por (p,7n), onde p € M e n € T*(T,,M). Ha uma operac3o
natural de projecdo m : T*M — M, (p,n) — p, chamada de projecio candnica.

Seja (U, = (x',...,2™)) um sistema de coordenadas. Associado a ele, temos a base
9 9
ozt Qam
p p

de T,M. A base dual a ela em T*M = (T,M)* é denotada por {dz'|,,...,dz"|,} e carac-

terizada pelas relacoes
. 0 . 1, 1=17,
dx]|p(ai >:55: /
r p Oa i # j

Com isso, também ficam definidos os campos tensoriais dz’ que associam a cada ponto p € U

o elemento dz’|,.
O fibrado dos k-tensores T*(M) é uma variedade de dimens3o n+n”. Seu atlas ¢ definido

da seguinte forma. Dada uma carta (V,p = (2!,...,2")) de M, definimos

(V) — R* x R (2.3)
(p7 Z flllkdazZl ’p ®...Q dek’p) — (@(p)a (lelk))
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Por construcdo, dx!, ..., dx™ sdo campos 1-tensoriais suaves, e os produtos dz'! @ ...® dx'
(que s3o campos definidos pontualmente associando dz™|, ® ... ® da™|, a cada p € U)

também s3o suaves.

Definicao 2.2.6. Um campo k-tensorial covariante T' definido em M é uma aplicacdo que
associa a cada ponto p € M o tensor T, € T*(T,M). De forma mais precisa, um campo T é
uma aplicacdo T : M — T*M tal que 7 o T' = id,;. Dizemos que trata-se de uma secdo do

fibrado dos k-tensores covariantes.

Um campo tensorial T pode ser representado em um sistema de coordenadas (U, p =
(z,...,2")) por
As funcdes f;, i, : U — R sdo as funcdes componentes de 7. O campo 1" é suave se,

e somente, se as suas funcdes componentes sdo suaves. A demonstracdo disso é andloga a

Proposicao [2.1.3]

2.2.2 Tensores alternados

Definicao 2.2.7. Um k-tensor covariante f é dito ser alternado quando, dados 1 < i < j <k,

temos que
flor, .0, v, o) = —F(v1, 000, 05,0, 0, )

para quaisquer vy,...,v; € V.

O conjunto dos k-tensores alternados é denotado por A*(V') e € um subespaco vetorial de
TH(V): dados w,n € A*(V) e a,b € R, temos que

(aw + Bn)(v1, ... Uiy oo, U, o, V)
=aw(vy,. .., V... 05, 0) Fbn(v1, .., 0.0, )
=—aw(v1,...,0j, ..., V.., 0) —bn(vr,. 05,V )

= —(aw +bn)(v1,..., 05, ... Vi, V)

para todos v;,...,v, € Vel <i < j <k, de modo que a w+bn € A¥(V). Note que
AY(V) = V* porque funcionais lineares s3o aplicacdes alternadas vacuosamente. Veremos
que ha um operador de projecdo sobre esse subespaco.

Dado um k-tensor covariante f e uma permutacdo o € S, definimos o tensor f7 € T*(V)
por

fg(vla s 7Uk) = f(va(l)a s )Ua(k))

para todos vy, ...,v, € V. Nota-se que f € A*(V) se, e somente se, f7 = (sign o)f para

toda permutacao o, onde sign o é o sinal da permutacao.
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Observacdo 2.2.2. A operacdo (o, f) — f° é uma acdo de grupo de Sy sobre T*(V'). Além

disso, ela € linear na segunda entrada.
Definicao 2.2.8. Seja Sj o grupo simétrico. O seguinte operador
Alt : TH(V) — A*(V)
fr— ;' Z (sign o) f°

oESk

é chamado de operador de alternacdo.

Observe que, se f € A*(V), entdo temos que

1

|
o DN S ST

oESE oESK

Alt(f) =~ 3 (sign o) f°

Tk
k! g€ESy,

Por outro lado, temos que

* 0€S) t €S

Alt(f)" = (;, > (sign O)f") = ;, > (sign o) ™

= ;l > (sign 77w £

" VESE

— ;' > (sign 7)(sign v) f¥

" VESE

= (sign 7')]; Z (sign v)f”

' VESE

= (sign 7)AIt(f),
de modo que Alt(f) é um k-tensor alternado.
Observacio 2.2.3. Temos que A¥(V') é o quociente de T*(V') pela acdo de grupo de Sy,.

Vimos que dados, dados dois tensores w e 7, podemos produzir um novo tensor w ® 7,
chamado de produto tensorial de w e 1. Em geral, mesmo que w e 7 s3o tensores alternados,
ndo é o caso de que w®n é um tensor alternado. Podemos produzir uma operacdo semelhante,

que é o produto alternado, ou produto wedge, definido a seguir.

Definicdo 2.2.9. Sejam w € A*(V) e n € A(V). Definimos w A n € AT (V) por

(k +1)!
!

Proposicao 2.2.3. As propriedades basicas dessa operacdo sio:

WwAn= Alt(w @ n).
1. (Antissimetria) Temos que w A = —n A w.
2. (Bilinearidade) Dados w;,ws € T*(V) e a,b € R, temos que

(awy 4 bwe) A = a(wy An) + blwy A ).
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Demonstracdo. A verificacdo dessa proposicao é consequéncia direta da definicdo. Ela pode
ser encontrada em (LEE, 2013)). O

Proposicdo 2.2.4. Sejam V um espaco vetorial, V* seu dual e B = {f',..., f"} uma base

para V'*. Entdo, o conjunto
B={fCAfen..@fr:1<ii<..<ip<n}

forma uma base para T*(V'). Consequentemente, dim T*(V) = (dim V)_

k

Demonstracdo. Vide (LEE, 2013) e (LIMA| 2012)). O

2.2.3 Formas Diferenciais

Formas diferenciais sdo tipos especiais de campos tensoriais.
Definicdo 2.2.10. Seja A*(M) o fibrado dos k-tensores alternados de M, isto ¢, o conjunto

AKM) = ] AT, M)
peEM
formado pela unido disjunta dos espacos dos k-tensores alternados definidos em cada um dos
espacos tangentes de M. Um elemento de A¥(M) é denotado por (p,w), onde p € M e
w € A*(M). H4& uma projecdo natural 7 : A¥(M) — M dada por 7(p,w) = p.

Esse conjunto é uma variedade suave de dimensao n + (Z) Suas cartas sdo definidas da

seguinte forma. Dada uma carta (U, ¢) de M, pomos

G (V) — R" x RG)

(p, Z wilmikdxil A dxj) —> (P, (Wiy iy ))-

i1 <...<ip

Compare com a Definicdo [2.2.5/ e com a Equacdo [2.3]

Definicdo 2.2.11. Uma forma diferencial w em M é uma secio de A*(M), ou seja, € uma
aplicacao que associa a cada ponto de M um k-tensor alternado. O conjunto de todas as
k-formas ser4 denotado por QF(M).

Escolhida uma carta (U, = (2',...,2")) de M, uma k-forma w pode ser presentada

pela expressao

w = Z wil_..ikd:c“ Ao A dxt

i1 <o
A forma w é suave quando todas as suas componentes w;, ; sdo suaves. Se (V,¢ =
(y',...,y")) é outra carta tal que U NV # (), temos que
A , noout
dy =d(yiop ™)=Y 8;1/], da?.

J=1
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Entao, segue que

Z W“ Zk /\dxzk
1< . 0
Z (I)jlmjkdyjl FANRAN dy]k
J1<..Jk
- 1Oyt n Oylk
= Z Wj..j <Z idm’)/\.../\(Zidxl
1< <k T\I Ox o O
_ ayJI 8y]k i i
Z Wiy ...k Z g 8zd:vl/\ A dxtt

J1<.<y (AT

J1 Jk ) ,
= ) @ jkde’1 A A dxt

e i (i, ..., x%)
1< <Jk
Oy, ... Yo%) , -
- Z ( > @i ka da'* A\ ... N\ dx'™
1< <igp \J1<...<Jk L)
de modo que
oy",....y")
Wiy..ip = W
11...0% J1<Z<]k J1-- Jka(x“ ' l‘lk)

Definicao 2.2.12. Seja F' : M — N uma aplicacao suave entre superficies. Ent3o, para
cada k, F' induz uma aplicagdo F™* : QF(N) — QF(M) dada por

(F w)p(v1, ... vp) = wp) (Fyvr, . . ., Fog).

Definicdo 2.2.13. Seja w uma k-forma diferencial. Definimos a (k -+ 1)-forma diferencial dw,
que é dita ser a sua derivada exterior da seguinte forma. Fixado um sistema de coordenadas,
seja

Z Wiy i d A dzt.

11 <.

Pomos, nesse mesmo sistema de coordenadas,
Z dwi, 4, Ndx™ N\ ... N\ dx't,
11< .0k
onde dw;, ;, € a diferencial da funcdo componente w;, .
A fim de que dw esteja bem definida, é necessario provar que essa definicdo é independente

da escolha do sistema de coordenadas. De fato, sejam (U, (z!,...,2")) e (U, (y,...,y"))

duas cartas com U NV # (). Temos que

11< .0k 11< .0k
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Nesse caso,

dw = Z dwi, 4, N dyil AN dyi’“

11 <.
o(y™, ... y% , ,

= > d@il“ik/\< (y. y,)dxfl/\.../\dx%>

<o Oz, ... i)

J1<..<Jk

o(y™, ... y% - ,

= Z d(wzl in (y" y.)>/\dxﬂ/\.../\dx]’“

T 8($]1 e, Tk

J1<.<Jg
= Z dwj, . N dz?t A .. A dar.

J1<.<Jk

Portanto, dw estd bem definida.

Proposicao 2.2.5. A composta das derivadas exteriores é nula, isto é, d(dw) = 0 para toda
w e QF(M).

Demonstracdo. Fixando um sistema de coordenadas (U, = (z',...,2")), podemos escrever

w= > wy gdxt A Adatk
11 <...<i

Ent3o, temos que

dw = Z dwi, i Ndx™ AL A da't = Z Z aw“ 0k q0d A dgt A LA drte

11<...<i 11<...<i j=1

Temos que

i a (2 ’L )
dldw)=d | S S Eieged Adat AL A da
11<...<t j=1 I’

82%1 i :
= > ZZ "d Adz? AN dz™t A LA da

1<..<tp j=1k

S|

11<...<i} j<k

2 2
Wiy ..y, 0 Wiy ..,

% — — )dxk/\dxj/\dx“/\.../\d:vi’“'

xkOxd Oz Oxk

=0.

A dltima igualdade é uma consequéncia do teorema de Clairaut: a comutatividade das deri-

vadas parciais de aplicacGes suaves. O

Proposicao 2.2.6 (Propriedades dos pullback). 1. Seja F' : M — N uma aplicacdo su-
ave entre superficies. O pullback F* : Q*(N) — QF(M) € linear.

2. Sejam w € QF(N) en € QY(M). Vale que F*(w A1) = F*w A F*n.

3. Se¢jam F : M — N e G : N — P aplicacées suaves entre superficies. Temos que
(Go F)*=F*oG".
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4. Tem-se idy; = idox ).

5. Em qualquer carta coordenada (V, (y,...,y™)) para N, tem-se

F'LoOY T wnady™ Ao ANdy™ | = Y (w0 F)d(y" o F)A...Ad(y* o F).
11<...<l 11 <...<tp

Demonstracdo. Esse resultado é uma consequéncia imediatada das definicdes e sua demons-

tracdo pode ser encontrada em (LEE, 2013)), em (LIMA, 2014a)), em (LIMA, [2012) e em (LIMA,

2011)). O

2.2.4 Orientacdo

Definicdo 2.2.14. Seja M C R"™"! uma hiperficie, isto é, uma superficie de codimens3o 1.
Dizemos que M é orientada se existe um campo vetorial w : M — R"™! tal que w(p) é n3o

nulo e perpendicular a 7}, M para todo p € M.

Definicao 2.2.15. Um atlas A = {(U,, ¥a)}aca para a variedade M é dito ser orientado
quando, para todos «, 5 € A, as aplicacoes de transicdo ¢, o ngl tem jacobiano positivo.
Dizemos que M é uma variedade orientada quando a munimos com um atlas orientado.

Para cada p € M, T,M tem uma orientacdo induzida pela base

(a0 g}

associada a uma carta (U, = (z',...,2")) de um atlas orientado de M.

Proposicao 2.2.7. Quando a n-variedade suave M é orientada. H3 uma n-forma ndo nula

w que é positivamente orientada em cada ponto, isto é, tal que

or (a0 ) >0

para todo p € M. Reciprocamente, se w é uma forma positivamente orientada, entdo ela

define uma orientacdo de M. Qualquer n-forma ndo nula é chamada de forma orientacao.
Demonstracdo. Vide (LEE, 2013). O

Proposicao 2.2.8. Seja M uma n-variedade orientada, S uma (n — 1)-variedade contida em
M e N um campo vetorial que é transversal a S, isto é T,M é gerado por 1,5 e N, para
todop € S.

1. S admite uma dnica orientacdo tal que, para cadap € S, {E,...,E,_1} é uma base
orientada para T,S se, e somente se, {N,,E,...,E,_1} é uma base orientada para
T,M.
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2. Se w é uma forma orientacdo para M, entdo a (n — 1)-forma diferencial (N s w)|s dada
por
(N_I w)|5(E1, ey En_1> = W(N, El, ey En—l)

é uma forma orientacdo para S.
Demonstracdo. Vide (LEE, 2013). O

O bordo de uma superficie M é satisfaz as hipoteses da proposicao. A orientacdo de OM

induzida por M é chamada de orientacao de Stokes.

2.2.5 Integral
A definicio da integral é feita interpretando dz* A ... Adz™ como dz! ... dx"™, que aparece
como delimitador da integral multipla. Mais precisamente:

Definicao 2.2.16. Seja D C R™ um dominio. Definimos

/ fdz' Ao A da" ::/ f(zh, . . 2™ dat ... da™.
D D
Essa definicdo é invariante sob mudancas de coordenadas:

Proposicao 2.2.9. Sejam F : D1 — Dy um difeomorfismo entre dois dominios D1 e Dy em

R", e w uma n-forma definida em D,. Se I’ preserva orientacdo, entdo

F o= / w.
Dy Ds
Se F' inverte orientacdo, entdo
F*w = —/ w.
D1 D2
Demonstracdo. Essa é uma consequéncia da férmula de mudanca de coordenadas em integrais
multiplas. Vide (LEE, 2013). O

Como a integral de uma forma é invariante sob pullback por difeomorfismo que preserva

a orientacdo, a seguinte definicdo de integral em uma variedade é apropriada:

Definicdao 2.2.17. Seja M uma n-variedade suave orientada e w uma n-forma em M cujo

suporte é contido no dominio da carta positivamente orientada (U, ¢). Definimos

/Mw = L(U)(¢1)*w.

Quanto o suporte da forma a ser integrada n3o esta contido no dominio de uma carta, é
necessario particiona-la utilizando as particdes da unidade (cf. Teorema [2.1.1]).
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Definicao 2.2.18. Seja M uma n-variedade suave orientada e w uma n-forma em M. Consi-
deramos {(U;, ¢;) }52, um conjunto de cartas positivamente orientadas para M cujos dominios

cobrem M. Tomando {¢;}$°, uma particdo da unidade subordinada de {U;}3°,, definimos

Teorema de Stokes. Seja M uma superficie e w uma (n — 1)-forma com suporte compacto.

/M dw = /é)Mw. (2.4)

Quando M é uma superficie sem bordo, interpretamos o lado direito como sendo nulo. Quando

Entao,

M ¢é uma superficie com bordo, o lado direito é interpretado como a integral do pullback i*w,
onde i : OM — M é a inclusio do bordo.

Demonstracdo. Como a Equacao é linear, podemos sem perda de generalidade assumir

que w tem seu suporte no dominio de uma carta (U, = (z!,...,2")). Dai, o problema de

fazer a integral sobre M é reduzido a uma integracdo em R". Portanto, basta considerar o
caso em M = R"™ ou o caso em que M = H".

Com isso, podemos escrever

n
:Zaidxl/\...d:vi/\.../\dx",

=1

onde dz’ indica a omissdo do termo dzi. As aplicacGes a; tém suporte compacto.
Caso 1. Suponhamos que M = R"™. Tomamos C' = [—b,b] X ... X [=b,b] um cubo de R"

que contém supp w. Note que
/dw:/ Zdai/\d:cl/\.../\cTﬁA.../\dx"
M 4
da;
= Yl —dat AL A da”
/z ot -
da;
| / 9% gy
( ) c ozt
Z1/ /3@1 vide! ... dat. .. da"
b Ot
Zl/ /[ a2
(— 1)i_1/ / 0de'... do. .. da"
—b —b

]d:cl...ga?...dx"
b

M: ||M: HM: ||'M

I
STE
N
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Caso 2. Suponhamos que M = H". Nesse caso, tomamos o retangulo C' = [—b,b] X

[—b,b] x [0, b] de forma que supp w C M. Nesse caso, temos que

/W— ’V/ e (25)
o [ /ZZ;‘;Z i

O primeiro termo do lado direito da Equacao é nulo assim como no caso anterior. Ent3o,

Amﬂ—”ﬁ/ [ gt
= (=1~ 1/ / ( bgzz ") dr' ... da"?
—1)”/4)...Lban(xl,...,xn_l,O) da' ... da"

Observe que, se i : JH" — H" é inclusdo do bordo em M, entdo i*dz™ = 0. Com isso,

temos que

n
/ w = 7w = i*(Zaidxl/\.../\da:i/\.../\d:z:”)
oM oM oM =

= an(zt, ... 2" 0)dxt AL A da™t
oM

b b
—1)”/ / an(zt, ... 2" 1 0) dat .. da"
—b —b

O termo (—1)" é devido a orientacdo induzida em OH", que é positiva ou negativa a depender

da dimens3ao. Com isso, temos a igualdade. n

2.3 COMPLEXOS DE COCADEIAS

Ao longo do capitulo seguinte, serd utilizada a terminologia da algebra comutativa, suma-

rizada a seguir.

Definicao 2.3.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Um complexo de cadeias com
coeficientes em A é uma sequéncia C = (C?,0,),ez de A-mddulos C), e homomorfismos
0, : Cp = Cpyy tais que d, 00,1 = 0. Escreve-se

C:0— 20t D2y okt B ok Oy

Cada elemento z € C), é chamado de p-cocadeia.

Se 0,x = 0, diz-se que = é um p-ciclo, ou simplesmente um ciclo. O conjunto Z” dos
p-ciclos é um submédulo de C? : é nicleo de 0,.

Se y = 0,1, dizemos que a p-cadeia y é o bordo da (p + 1)-cadeia z. O conjunto dos
bordos BP das (p — 1)-cadeias é um submddulo de CP. Note que trata-se da imagem do

homomorfismo 0,41 : Cp—1 — C),.
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Como, por hipétese, 9, 0 d,—1 = 0, temos que B? C ZP. O mddulo quociente H?(C) =
Z?/BP chama-se grupoE] de cohomologia p-dimensional do complexo C com coeficientes em

A. Se [z] = [¢/] em H,, dizemos que as p-formas z e 2’ sdo homdlogas.

Um complexo determina um complexo em homologia com o morfismo induzido

0, : Hy(C) — H,_1(C)

[z] — [Opz].
Note que 9, : HP(C) — HP™'(C) estd bem definido:
] =yl =3z €Cpuy, y=x+ 0,12 = 0py = 0p + 0p0p_12 = Opx = O[] = Oy y].
Além disso, tem-se para todo p € Z e z € HP™(C)
Op 0 Op_1[x] = 0p[0p—12] = [0p 0 Op_12] = [0] = 0.
Logo, 0, 0 Op1 = 0.

Definicdo 2.3.2 (Morfismo entre complexos). Sejam X = (X?.dy)pez € YV = (Y?,0,)pez
dois complexos de cocadeias. Um morfismo entre X' e ), denotado por f: X — ), é uma
sequéncia de homomorfismos de médulos f, : X? — Y tais que f,11(dy(z)) = Ou(fp(x)).

Ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

X . dp—l Xp dp Xp+1 dp+1
J{fp prJrl
y . Op—1 yP Op Yp+1 Op+1

Um morfismo entre complexos determina um morfismo entre os complexos de homologia.
Definicao 2.3.3. Sejam M, N e P A-médulos. A sequéncia
0-MLN%SP 0
é dita ser uma sequéncia exata curva se
1. f é injetiva.
2. kerg =im f.

3. g é sobrejetiva.

2 Apesar de ser um médulo ou, no caso da cohomologia de de Rham, um espaco vetorial, é tradicional
chamar as homologias e cohomologias de grupos. Isso é consistente com as teorias mais gerais, em que os
complexos de cadeia sdo realizados sobre grupos abelianos.
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3 COHOMOLOGIA DE DE RHAM

3.1 A RELACAO ENTRE FORMAS DIFERENCIAIS E TOPOLOGIA

Comecaremos entendendo como as formas diferenciais estdo relacionadas com a topologia
do dominio. Dizemos que uma k-forma w é fechada quando sua derivada exterior dw é nula.
Também dizemos que a k-forma w é exata quando existe uma (k — 1)-forma 7 tal que w = dn.

Toda forma exata é fechada:
w=d(dn) =(dod)w=0-w=0,

como vimos na Proposicdo [2.2.5|
A informacao topoldgica encontra-se na reciproca: toda forma fechada é exata? A resposta
depende do ambiente. Na linguagem das formas diferenciais, um teorema classico do calculo

pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 3.1.1. Seja w uma 1-forma fechada em um aberto U C R". S3o equivalentes:
1. A forma w é exata.
2. Aintegral [,w depende somente do ponto inicial e final do caminho diferenciavel ~y.
3. Para toda curva diferencidvel fechada ~, tem-se §, w = 0.

Demonstracdo. 1 = 2. Seja w = dn para alguma funcdo suave 7. Seja v : [a,b] — U um

caminho que, sem perda de generalidade, é suave em M. Temos que

w=[dn=[ *d:/ d(n o
[y /777 /[a,bﬂ = oy (no7)

= [Cantr ) at (31

Assim, a integral s6 depende dos pontos p = v(a) e ¢ = y(b).
2 = 1. Inversamente, suponhamos que a integral depende somente dos ponto iniciais e

finais. Fixamos a € U. Dado x € U, tomamos um caminho 7, : [0,1] — U que liga a a z,

n(z) = [/(HI w.

Vejamos que dn = w. Para isso, escreveremos w(x) = ay(z)dx' + ... + a,(x)dz" e mostra-

e definimos 1 : U — R por

remos que

a;(x) = 5; ().
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De fato, seja v : [0,1] — U o caminho dado por v(t) = (z',... 2" +¢,...,2"). Temos que

dxl t—0 t =0t Jy

onde ~y é qualquer caminho que liga x a = + te;. Entdo, tomemos v : [0,1] — U dado por

v(s) = = + ste;. Note que v'(s) = te;. Com isso,

1 1 ,
lim - [ w=lim- w—hm Zaj d(z? o7y)
t—=0 ¢ Jy t—0 ¢ . [071] t—=0 ¢ JJo, 1] 5=

= lim [ a0+ st)

1
=lim | a;(z + ste;) ds
0

t—0

1
= / lim a;(z + ste;) ds
o t—=0

— /01 a;(x) ds = a;(x),

2 = 3. Seja v : [a,b] — U um caminho fechado. Podemos escrever 7 = ~; * 72 a

o que estabelece a igualdade desejada.

concatenacdo de dois caminhos. Temos que

R

porque ambos os caminhos ~; e 73, que é o caminho oposto a 7, ligam os mesmos pontos.
3 = 2. Reciprocamente, sejam ~; e 75 caminhos que ligam os pontos p e ¢. Denotamos
por 72 o caminho obtido ao percorrer 7, no sentido contrario. A concatenacdo v, * 73 de v,

com 7, é um caminho fechado, com ponto base p. Dai,

0:% w= | w+ w:/w—/w /w:/w.
Y1¥Y2 71 Y2 1 2 71 72

Portanto, a integral de w ao longo de um caminho depende apenas dos pontos iniciais e
final. O

Lembre-se que um aberto é dito ser simplesmente conexo quando o seu grupo fundamental
é trivial. Em outras palavras, dois caminhos com mesmos pontos iniciais e finais sdo homoté-
picos. Em particular, um caminho fechado é homotdpico a um caminho constante. Como a
integral de uma forma fechada sobre dois caminhos homotdpicos tem o mesmo valor, segue
que, em um aberto simplesmente conexo, a integral de curvas fechadas sempre é nula em
abertos simplesmente conexos.

Além disso, é possivel provar que
Teorema 3.1.2. Em R", toda forma fechada é exata.

Demonstracdo. Esse teorema é um caso particular do lema de Poincaré, que serd demonstrado

na proxima secdo. Uma demonstragdo direta pode ser encontrada em (LIMA, 2014a)). O
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Exemplo 3.1.1. Considere em M = R?\ {0} a 1-forma

_ xdy — ydx
a2 4g?

Essa forma é fechada:

I
—

—2zy 1 21
— | ——=d — dy| Nd
l(w2+y2)2 x+<$2+y2 (x2+y2)2> e
22 4+ y? — 22 22 4+ y? — 22
= dr Nd dy N\ d
(22 4 12)? LAY (22 + 12)? ynar
2 2 2 2
y -z -y
= dz N d dy Nd
(22 + 12)? LAy (22 + 2)? yAax

Porém, ela n3o é exata. De fato, consideramos o caminho fechado ~ : [0,27] — R?\ {0}

dado por (t) = (cos(t),sen(t)). Temos que

7{ / . [ rdy —ydx
Y'w = —
¥ [0,27] [0,27] K x2 + y2

(zoy)d(yoy) — (yov)d(zoy)
0,27] (zo7y)*+ (yoy)?
:/ cos(t)d(sen(t)) — sen(t)d(cos(t))
[0,27] (cos(t))? + (sen(t))?

= cos?(t)dt + sen’(t)dt

[0,27]
2
= dt = dt =27 — 0= 2.
[0,27] 0
Pelo Teorema [3.1.1] esse sé pode ser o caso quando w nao é fechada. >

Ora, se em R? toda forma fechada é exata, a remocio da origem permite com que, em
R?\ {0}, existam formas fechadas que n3o s3o exatas. Todos os miltiplos de w também
sao formas fechadas que ndo sdo exatas. Ha, portanto, infinitas formas fechadas que n3o sio
exatas.

Veremos que essa discrepancia pode ser facilmente descrita usando um pouco de algebra
linear.

Seja Z'(R?\ {0}) o conjunto de todas as 1-formas fechadas em R?\ {0}. Um elemento

desse espaco vetorial é dito ser um cociclo. Como subespaco dele, temos B'(R \ {0}) o
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conjunto de todas as formas exatas. Se considerarmos o espaco quociente

Z'(R?\ {0})

HY R2\ {0}) = =11/
a existéncia de formas fechadas que n3o s3o exatas significa que H'(R? \ {0}) é n3o trivial.
Esse quociente sera chamado de primeiro grupo de cohomologia de de Rham. Seus elementos

sao as classes de equivaléncia
[w] = w+ BYR*\ {0}) = {w+dn:n: M — R ésuave}.

Quando [wy] = [ws], caso em que w; — wy = dn para alguma funcdo 7, dizemos que w; e wy
sao formas cohomélogas.
Como H'(R?\ {0}) descreve a discrepancia entre as formas exatas e fechadas? Vimos

que a forma
_ wdy — ydx

o2 Y2
é fechada, mas n3o é exata. Assim, [w] # 0 em H'(R?\ {0}). Provaremos a seguir que
H'(R?*\ {0}) 2 R. (cf. Exemplo[3.6.2)). Assim, dada uma forma fechada 7, temos que

(n] = A\w], A eR.

Ou seja, podemos escrever n = A\w + d§ para alguma funcdo £&. Em outras palavras, toda
forma fechada pode ser escrita como uma combinacao linear entre alguma forma fechada mas
ndo exata, como a dada no exemplo, e uma forma exata.

De forma mais geral, se H'(M) tem dimens3o n, uma forma fechada pode ser expressa
como a combinacdo linear de n formas fechadas mas n3o exatas linearmente independentes
no quociente e uma forma exata.

Agora, vamos para as definicdes mais gerais.

3.2 DEFINICOES GERAIS

Definicao 3.2.1. Seja M uma n-superficie suave em R™ ou uma n-variedade diferenciavel.
Seja QF(M) o conjunto das k-formas diferencias definidas em M. A diferencial exterior

estabelece um complexo de cadeias
Q(M): 00— QM) S QY (M) S SN (M) S QY (M) — 0,

que é chamado de complexo de de Rham. As homologias desse complexo, que s3ao os espacos

vetoriais
_ ker(d:Qr(M) — QPFY(M))

Hir(M) = im(d : Q=1 (M) — Qr(M))

chamados de grupos de cohomologia de de Rham.
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Definicao 3.2.2. Seja F' : M — N uma aplicacdo suave entre superficies. O pullback
F*: QP(N) — QP(M) induz uma aplicacdo em cohomologia F* : HY,(N) — HYip(M) por
F*w] = [F*w].

De fato, se [w;] = |ws], entdo wy = wy + dn para alguma (p — 1)-forma n. Dai,

F*w; = F*(wy +dn) = F*wy + F*dn = F*wy + d(F™n),

de modo que [F*w;] = [F*ws]. Da linearidade de F* : QP(N) — ,(M), segue que a
induzida F* : Hip(N) — HY,(M) é um homomorfismo.

Como o pullback comuta com a derivada exterior, F* : Hip(N) — Hjp(M) é um
morfismo de complexos de cocadeias.

Proposicao 3.2.1. Sejam F' : M — N eG : N — P duas aplicacdes suaves entre superficies.
Temos que (G o F)* = F* o G* : Hi(P) — HY,(M). Além disso, idy, é a identidade de
HY(M). Em particular, se F' : M — N é um difeomorfismo, entdo F* é um isomorfismo

em cohomologia.
Demonstracdo. Seja w € HY,(P) arbitréria, temos que
(Go F)'w] =[(Go F)'w] =[F"G'w] = F*[G"w] = F* o G*|w].
Entdo, (G o F)* = F* o G*. Agora, para cada w € H}(M), temos que
idy[w] = [idyw] = [w],

de modo que id}, é a identidade de HS,(M).

Finalmente, se /' : M — N é um difeomorfismo e H : N — M é sua inversa, temos que

HoF =idy = F*OH*:istR(]V[)
e portanto F™* e H* s3o inversas uma da outra. Com isso, F'* é um isomorfismo. O

No desenvolvimento dos proximos resultados, serd sempre realizada a suposicao de que
as superficies sdo conexas. Isso se da em consequéncia do seguinte fato, que corresponde a
capacidade de decompor os grupos de cohomologia de uma superficie geral nos grupos de suas

componentes.

Exemplo 3.2.1. Seja M uma superficie desconexa. Podemos escrever
M = | | My,
k=1
onde cada M é uma componente conexa de M. Para cada k € Z*, essa decomposicio
estabelece um isomorfismo
@ (M) — T QF (M)
k=1

W (w|M17 st 7w|Mn)7
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onde w|yy, € a restricdo da forma w a componente conexa M;,. Ou seja, o isomorfismo consiste
simplesmente na observacao de que uma forma em M decompde-se na soma de n formas, uma

em cada componente conexa. Esse isomorfismo imediatamente se manifesta em cohomologia:

p: Hyp(M) — [] Hip(Mk)
k=1

Wl = (W], - Wl ))-

Isso justifica o estudo dos grupos de cohomologia de de Rham limitado ao caso em que
as superficies s3o conexas: basta computar os grupos de cada parte conexa para descrever

completamente os grupos de uma superficie geral. >

3.3 O LEMA DE POINCARE E A INVARIANCIA HOMOTOPICA

Estabeleceremos a invariancia homotépica da Cohomologia de de Rham. Para isso, usare-

mos o Lema de Poincaré, que aponta a existéncia de um isomorfismo
Hyjp(M) = Hyp(M x R).

Note que, seguindo o caminho contrério, o lema de Poincaré é uma consequéncia imediata da
invariancia homotépica: M e M x R sao homotopicamente equivalentes. Basta notar que o
segundo termo do produto pode ser colapsado da seguinte forma. Considerando 7 : M xR —
M, a projecdo sobre o primeiro termo, e i : M — M x R, a inclusao de M no produto dada

por i(p) = (p,0); temos que 7o i = idy; e i o ™ é homotdpica a identidade pela aplicacdo

H:(MxR)yxI— MxR
(p,z),t — (p,tx).

Veremos que a invariancia homotopica é uma consequéncia direta do lema de Poincaré, que é

facilmente demonstrado por meio de técnicas elementares.

Lema de Poincaré. Seja M uma superficie. Ha um isomorfismo
Hly (M) = Hip(M x B)

para todo k € N.

Demonstracdo. Considere as aplicacdes de inclusao e de projecdo

i:M— M xR, i(p) = (p,0)
T MxR— M, m(p,x) =p

Como 7o = idyy, para cada k € N, i* o 7* é a identidade de H%,(M). Resta provar que o

mesmo também vale para 7" o ¢*. A fim de fazer isso, mostraremos que existe uma aplicacao

®: AN(M x R) — A*H(M x R),
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para cada k£ € N, tal que

id— 7" 0" =dd + Pd,
onde d é a derivada exterior. Essa aplicacdo é chamada de chamada de aplicacao de homotopia
algébrica.

Se essas funcbes @ existem, para cada forma w € Ak(]\/[ x R) fechada, vale que
w— (1" o) (w) = (id = 7" 0i")(w) = dP(w),

de modo que id — 7" 04* = (0 em cohomologia. Daf, segue o teorema: i* e m* sao isomorfismos
entre os grupos de cohomologia, um inverso do outro.

Agora, definiremos as aplicacdes ®. Seja (U, (z,...,2™)) uma carta para uma regido da
superficie M. Ela induz em M x R uma carta (U X R, (z',...,2",t)), onde t é a coordenada
usual de R, a identidade. Em expressao local, uma k-forma w pode escrita como

w= > ay g (z ) A oANde+ Y by () dE A da AL A datEr
11<...<0f J1<...<Jk—1
Definimos ®w pondo
dw= > (/Ot bir.jes (T, 9) ds) dz’* A ... A dxir
1<

A fim de que ® esteja bem definida, precisamos mostrar que a definicdo acima é indepen-
dente da escolha de coordenadas. Para isso, lembramos da férmula de mudanca de coeficientes
de formas diferenciais. (Referenciar a secdo sobre formas diferenciais). Seja (V, (y!,...,y"))
uma outra carta de M tal que U NV # (). Nessa outra carta, w tem a expressdo

w = Z iy iy (y, t)dy™ A ... Ady' + Z l;jl__,jk_l(y, t)dt Ady AL A dy
1< <ip J1< <1
Observe que

o(t,x™, ... xh-1)

- O(x™, ... xh-1)
bjl“'jkfl — Z bil'“ikfl a(t7 yjl) o ’yjkfl) — Z bilufikfl a(y]l’ o 7yjk71) .

11 <. <bp_1 11 <. <bp_1

Por definicdo, ®w tem a expressdo
¢ 7 ;. .
o= D, (/ bj...jxs (T, 8) d8> dy’* A ... A dy’Fr.
J1<e<gpr 0
Com isso, temos que

t . ' ‘
Pw = Z (/ bjlmjk—l(‘r? 3) dS) Ay A .o dyR
0

J1<e.<Jk-1

t- 6(yj1,...,yjk’1) i ih_1
= > > </0 bjl...jk_l(l’,s)dS) a(xil"”’xik_l)d‘rl/\"'/\dajk_

J1<ee<Jk—1 11 <. <lp—1

! 7 J1 Jk—1 ‘ ‘
B Z </0 Z bjlmjkfl(x? 5)8(y oY) ds> dr™ N ... A dztt

) T
11 <..<ip_1 J1<e <Jg—1 8(‘T Ty, T 1)

t , .
= Z (/ biy i, (T, 9) ds) dz" A ... Ndx" ! = dw.
0

11<...<0p—1
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Portanto, a definicdo dada para ®w é independente das coordenadas. Desse modo, dw esta

bem definida. Agora, mostraremos que ¢ satisfaz a propriedade desejada.

Mostraremos que id — 7* o * = d® 4 Pd por computacio direta. Por linearidade, basta

considerar dois casos:
1. w tem a forma a(z,t)dz™ A ... A dz'™.
2. w tem a forma b(z, t)dt A dx™ A ... A dz'-1.

No primeiro caso, temos que

(d® + ®d)w = (d® + ®d)(a(z,t)dz™ A ... A dz'™)
=d(0) + ®d (a(x, tdz™ A ... A d:cik)

=d (Z (%aj(:v,t)dxj Adx™ AL A dz' + Z;L(a:,t)dt Adz A LA dzi’“)

J=1

t da i i
= </0 ag(x,s)ds)dm A...Ndx

= la(z,t) — a(x,0)]dx™ A ... Adx™

=id(a(x,t)dz™ A ... Adx™) — 7 (a(z,0)dz™ A ... Adx™)
=id(a(z,t)ds™ A ... Ada™) — 7 o i*(a(x, t)dx™ A ... A dx™)
= (id — 7* o i*)(a(z, t)dz™ A ... Adz'™)

= (id — 7* 0 7*)(w).

Ja no segundo caso, comecamos observando que i*(dt) = d(t o i) = 0 porque t o é

constante. Com isso, temos

(z,t)dt Adax™ A ... Adz™= —7%(0)

(id — 7 0 4*)(b(z, t)dt Adx™ A ... Adx"™ ") = b(a,
= b(z, t)dt Adax™ A ... Adz
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Por outro lado, temos

(dD + Bd)(w)
= (d® + @d)(b(x, t)dt Adx™ A... Ada™)

t . .
=d <</ b(x,s) ds) dx A .. A dx““*) +
0

" 0b , , , 0b , ,
S| —de AdtAdz™ Ao Nda T+ —dE AdEA D AN dat
io1 Oa ot
=0
no0 t . . .
-y 2 (/ b(z, ) ds) do? Ada™ AL A dait
0x7 \Jo

+b(x,t) dt Adx™ A .. A d'

3

t 0b . ,
— $(:c, s)ds | dx’dz" A ... A\ dx
“\Jo Ox

=

n ¢ t . , ,
=> [aag </ b(zx,s) ds> - ﬁ(ac, s) ds] dx? Ndx"™ N ...\ dx't
0

0 OxJ
+ bz, t) dt Adax™ A ... A drh
= b(x,t) dt Adax™ A ... Ada,
0 que estabelece a igualdade. .

A técnica por tras da construcdo de ® é chamada de integracdo sobre fibras, como aponta
(Tu; BOTT, |1982).

A fim de demonstrar a invariancia homotépica da Cohomologia de de Rham, comecamos
demonstrando que aplicacdes suaves que s3o (suavemente) homotépicas induzem os menos
pullbacks em cohomologia. Nesse passo, ¢ utilizado o Lema de Poincaré. Depois disso, trata-se

da aplicacdo de alguns resultados de aproximacdo apontados na Secdo [2.1.3]

Corolario 3.3.1. Sejam f,g: M — N aplicagdes suaves e H : f = g uma homotopia suave,

com dominio em M x R. Entao, os pullbacks f* e g* sdo iguais.

Demonstracdo. Considere as aplicacdes de inclusdo i, : M — M x R, dada por i(p) = (p, 1),
eig: M — M x R. Pelo Lema de Poincaré, essas duas aplicacoes sdo isomorfismos em
cohomologia. Note que i; é a composicdo de 75 com um homeomorfismo de translacido em
M x R que imediatamente é um isomorfismo em cohomologia.

Além disso, pelo Lema de Poincaré, temos que
ijom™ =idmr (), igom =idur (), w0ty = idyr (MxR)s T 0ly = idmy, (M xR)-

Assim, pela unicidade da inversa, temos que ij = 7].

Temos que f = H oi; e g = H o1iy. Entdo, temos que
ff=(Hoi)" =ijoH =ijo H" = (H oiy)" = g7,

como queriamos demonstrar. O
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3.4 COMPUTACOES USANDO A INVARIANCIA HOMOTOPICA

Discutimos, agora, algumas consequéncias imediatas da invariancia homotépica da coho-

mologia de de Rham.

Exemplo 3.4.1 (Cohomologia de grau 0). Seja M uma superficie conexa qualquer. Como
n3o existe (—1)-forma nio trivial, B°(M) = 0. Assim, HJ,(M) = Z°(M). Uma O-forma em
M é uma aplicacao suave f : M — R. Dizer que f é uma forma fechada é dizer que sua
diferencial é nula, df = 0. Com isso, f deve ser uma aplicacdo constante.

De fato, se v : [0,1] — M é uma curva suave qualquer ligando os pontos p e g de M,

entao

(7 o) = dfyo( (1)) = 0

para todo t € [0, 1], porque df = 0. Com isso, a aplicacdo suave f o~y tem derivada nula
e deve ser constante. Isso significa que f(p) = f(q) para quaisquer p,q € M, de modo que
f é constante. Reciprocamente, toda aplicacdo suave constante tem diferencial nula. Logo,
Z%(M) é o espaco das funcdes constantes.

Ha uma identificacdo natural entre o espaco das funces constantes e R, que é dada
pela avaliacdo em um ponto p € M fixado: f — f(p) é uma bijecdo entre Z°(M) e R.
Consequentemente, HY,(M) = R. >

Exemplo 3.4.2. Considere a superficie 0-dimensional formada por um tnico ponto M = {p}.
Os conjuntos QF(M) s3o triviais para todo k # 0. Assim, H¥,(M) = 0 para todo k > 0.

Como consiste de um dnico ponto, M é conexa. Assim, H)p(M) =0 >

Um complexo de cohomologia cujos grupos sdo iguais aos grupos de um ponto é dito ser

aciclico.

Exemplo 3.4.3. Um espaco topoldgico é dito ser contratil quando tem o mesmo tipo de
homotopia que um ponto. Superficies contrateis tém os mesmo grupos de cohomologia do
exemplo anterior.

Um subconjunto U C R é dito ser estrelado quando existe um ponto p € U tal que todo
q € U pode ser ligado a p por meio de um segmento de reta contido em U. Em particular,
todo conjunto convexo € estrelado. Todo conjunto estrelado tem o mesmo tipo de homotopia

que um ponto. >

Exemplo 3.4.4 (Cohomologia de R™). E claro que R™ é estrelado. Como consequéncia disso,

os grupos de cohomologia de R" sdo

R, k=0,

H§R<Rn> =
0, k#O0.
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Observe que essa também é uma consequéncia direta do Lema de Poincaré:
Hjp(R") = Hyp(R"™ x R) = Hijp(R"1) = ... = Hjp(R) = Hip({0} x R) = Hj({0}),

onde identificamos {0} x R com R. >

3.5 O TEOREMA DE MAYER-VIETORIS

Apresentamos agora uma técnica importante para o calculo dos grupos de cohomologia de
uma superficie arbitraria por meio da decomposicdo dela em duas subsuperficies abertas. Essa
técnica consiste no estabelecimento de uma sequéncia exata longa, chamada de sequéncia de
Mayer-Vietoris, entre os grupos de cohomologia, com a qual os grupos desejados podem ser
computados.

A fim de fazer isso, comecaremos estabelecendo um resultado algébrico importante, que
pode ser visto como uma fabrica de sequéncias de Mayer-Vietoris. A técnica da demonstracao

dele é um exemplo daquilo que é chamado de “diagram chasing".

Lema do Zigue-Zague. Seja uma sequéncia exata curta de complexos de cocadeias
0=C 5C5C—0
Para cada p > 0, existe um homomorfismo 0, : H?(C3) — HP™(C + 1) tal que a sequéncia
.o HP(Cy) 5 HP(C) D HP(C3) & HPM(Cy) & HPYHC) — ...
é exata.

Demonstracio. Passo 1. Comecamos especificando o morfismo 9 : H?(C3) — HP™(Cy).

yr——=z

J
2o

Js

p+l i p+1
1 — G

T dpy

Dada a classe [z] € HP(C3), da sobrejetividade de j existe y € C} tal que j(y) = z. Dai,
d,y esta no nicleo de j porque jd,y = d,j(y) = d,z = 0 porque z € ZP(C3). Portanto,
existe um (dnico) x tal que i(x) = d,y. Definimos 9[z] = [z]. Ou seja, O, = i~ 'd,j ' em
cohomologia.

Passo 2. Agora, o leitor pode verificar que O estd bem definido, isto é, ndo depende das

escolhas realizadas nesse processo de definic3o.
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Passo 3. Vejamos que a sequéncia é exata em H?(Cy). Seja [y] € im i. Ent3o, existe z € CY
tal que [y] = i[z] = [i(x)]. Ent3o, jly] = j(i[z]) = [j(i(z))] = [0] = 0. Logo, im ¢ C ker j.

Inversamente, se [y] € ker j, temos que [j(y)] = jly] = 0, de modo que j(y) = d,-12
para algum z € C%. Existe y € C5 " tal que j(y') = 2. Assim, dp_12 = d,_1j(y') = jdp_1y/ .
Assim,

iy — dp—l?//) = 0.

Por exatiddo, ha x € C7 tal que i(x) =y — d,—1y'. Nesse caso, i[z] = [y — d,—1y'] = [y], de
modo que [y] € im ¢. Logo, ker j C im 4, o que estabelece a igualdade.
Passo 4. Vejamos que a sequéncia é exata em HP(C3). Seja [z] € im j. Nesse caso, existe

[y] € HP(Cy) tal que [z] = j[y] = [i(y)]. Ent3o, temos que
0lz] = 0jly] = Ali(y)].

Temos que dpy = 0. Assim, 9[z] = [i"'d,j " j(y)] = [i"'d,y] = [i7*0] = [0] = 0, admitindo
um certo abuso de notacdo. Logo, im j C ker 0.
Inversamente, seja [z] € ker 0. Nesse caso, J0[z] = [z] = 0 significa que z = d,2’ para

algum 2/ € C7. Tomando y € CY tal que j(y) = z, temos que
dp(y) = i(x) = i(dpz') = dyi(2"),
de onde d,(y — i(x')) = 0. Temos que y — i(z') é um ciclo de C% tal que
jly —ia)] = [ily —i@@")] = [i(y) — 3 (@@)] = [i(y)] = [2].

Dai, [z] € im j. Logo, kerd C im j, o que estabelece a igualdade.

Passo 5. Vejamos que a sequéncia é exata em H?™1(C;). Seja [z] € im 0. Entdo, ha [z] em

C? tal que [z] = 0[z]. Nesse caso, pela construcdo do morfismo hd y € C% tal que j(y) = 2

e i(z) = dyy. Entdo, i[z] = [i(x)] = [dpy] = 0, de modo que [z] € keri. Logo, im O C keri.
Reciprocamente, suponhamos que [z] € keri. Nesse caso, i[z] = [i(x)] = 0, de modo que

i(x) = dpy para algum y € C}. Tomando z = j(y), temos que

dpz = dpj(y) = jdp(y) = j(i(x)) = 0,

de onde 0[z] = [z]. Com isso, [z] € im O. Logo, keri C im 0, o que estabelece a
igualdade. O]

Agora, seja M uma superficie e U,V C M dois abertos tais que M = U U V. Nessa

situacdo, ficam definidos quatro morfismos de inclusao:
1 UNV-=U 3:00NV-=V k:U—->M [1:V—=>M,

Que podem ser arranjados esquematicamente no diagrama
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7

~

Esses morfismos, induzem morfismos entre os espacos das p-formas por meio dos pullbacks,

U
X
unv M
j /
%

que agem por restricdo:
= 7 QP(U) — QP(UNV), que é dado por i*w = w|yny.
= o QP(V) = QP(UNV), que é dado por j*w = w|yny.
= EF QP (M) — QP(U), que é dado por k*w = w|y.
= [F QP (K) — QP(V), que é dado por I*w = w|y.

Eles podem ser arranjados esquematicamente como

0P (U)
BN
Qv (M) ) PUNV)
K ( /
Op

V)

Proposicao 3.5.1. Para cada p € Z*, a sequéncia
0— M) " S rye (V) ' H UV =0,

onde

ol (w) = (Fw l'w) = (w|y,w|v)

(" = ) (w,n) =i'w — j"'n = wlvav — Nlvav,
é exata.
Demonstracdo. Passo 1. k* @ [* é injetivo. Ora, seja w € ker k* & [*. Temos que
(0,0) = (wly, wlv) = (k" & ") (w).

Como M = U UV, esse s6 pode ser o caso se a forma w for identicamente nula. Portanto,
ker k* @ [* = {0}, de modo que k* @ [* é injetivo.
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Passo 2. A sequéncia é exata em QP(U) & QP(V), isto é, im k* & [* = ker(i* — 5%). De fato,
se (w,n) € im k* @ I*, é porque existe ( € QP(M) tal que
W= C'U? n= C|V

Dai, (i* — 7%)(w,n) = Clvnv — Clunv = 0. Portanto, im k* @ I* C ker(i* — j*).
Reciprocamente, se (w,n) € ker(i* — j%), entdo w|ynv = n|uny. Nesse caso, a expressdo

w(z), reU\UNYV,
() =1w(@)=n), xcUNV
n(z), reV\UNYV,

define a forma ¢ € QP(M) porque para cada x, ha uma vizinhanca em que ( coincide com
w ou com 7, de modo que ¢ é uma forma suave. Por construcdo, temos que (|y = w e
Cly = n, isto é, temos que (k* @ *)({) = (w,n). Portanto, (w,n) € im k* & [*. Logo,
ker(i* — j*) Cim k* @ I*, de onde segue a igualdade desejada.

Passo 3. A aplicagdo i* — j* é sobrejetiva. Como {U,V'} é uma cobertura aberta de M, ha
uma particdo da unidade {(, 1} subordinada a ela. Os mapas ¢ e 1) sdo suaves, supp ¢ C U,
suppp CV,ep+1 =1.

Dada w € QP(U NV), temos que

w=1w=(p+Y)w=pw+ Yw.
Definimos

Yw, emUNYV, —pw, emUNYV,

0, em U \ supp ¢, 0, em U \ supp ¢.

Temos que i* — j*((,n) = Yw — (—pw) = (¢ + ¥)w = w, de modo que w € im (i* — j*),

como queriamos demonstrar. O

Corolario 3.5.1. Dessa proposicdo, concluimos que ha uma sequéncia exata de complexos de
de Rham
0= (M) "B e (V) H @UNV) =0

Demonstracdo. De fato, notando que a derivada exterior é local e portanto comuta com a

tomada de restricGes, temos que
do (K @ 1")(w) = d(w|y,wlv) = (dwlv), dwlv)) = (dwlv, dwly) = (k" © I")(dw),
de modo que do (k* @ 1*) = (k* ®[*) od, e também
do (i* — j*)(w,n) = d(w|vav — nlvav)
= d(wlvrv) — d(nlvav) = dwlury — dnluay = (@ = j7)(dw),

de modo que d o (i* — j*) = (i* — j*) od.
Portanto, realmente tratam-se de morfismos entre complexos. O]
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Agora, resta reunir todos os resultados demonstrados como um (nico enunciado:

Teorema 3.5.1 (Mayer-Vietoris). Seja M uma superficie e U,V C M dois abertos tais que
M =UUYV. Para cada p, existe um mapa 0* : Hip(U NV) — HY,(M) tal que a seguinte

sequéncia
0" k* @l i*—j* o 1 k* @l
LS H (M) HE (U)o HY, (V) HE,(UNV) S HE(M) PSS L
chamada sequéncia de Mayer-Vietoris, é uma sequéncia exata longa.

Demonstracdo. Basta aplicar o lema do zigue-zague a sequéncia exata curta do corolario. [

3.6 COMPUTACOES USANDO A SEQUENCIA DE MAYER-VIETORIS

Exemplo 3.6.1 (Circunferéncia). Seja S! a circunferéncia unitaria em R% Sejam N = (0, 1)
o polo norte e S = (0,—1) o polo sul da circunferéncia S'. Tomando U = S'\ {S} e
V =S'"\{N}, temos que S'!=U UV, UXR, V=ReUNV ¢ a unifo disjunta de duas

retas. Assim,
Hyp(U) = Hyp(V) = Hyg(UNV) =0, Hip(U) = Hgp(V) =R, Hgp(UNV) =ROR.

A Ultima igualdade é consequéncia de U NV ter duas componentes conexas.

A sequéncia de Mayer-Vietoris escreve-se

0 — HIR(SY) = HIp(U) @ Hip(V) = Hip(UNV) —
Hip(SY) — Hijp(U) @ Hip(V) — Hijp(UNV) — 0.

Como S! é conexo, sabemos que HY5(S') = R. Entdo, temos que
0-R—-ROER—-ROR— Hip(S") — 0.
A dimens3o de H,(S') pode ser calculada por meio meio das somas alternadas:
1—2+2—dim Hj,(S") =0,

de modo que dim H,(S') = 1, isto é, Hj,(S') = R.
Em suma, temos que

R, k=01,
0, k#0,1.

HZER(Sl) =
>

Esse exemplo pode ser generalizado, por inducdo, para o caso da esfera S”. Tomando a

circunferéncia como caso base, temos:



46

Exemplo 3.6.2 (Esferas). Seja S™ C R""! a esfera unitaria centrada na origem. Mostraremos
por inducdo que os Unicos grupos de cohomologia de S™ n3o triviais sdo os de ordem 0 e n.
De fato, sejam N = (0,...,0,1) o polo norte e S = (0,...,0,—1) o polo sul da esfera
S™. Sejam U =8§"\{S} eV =S"\ {N}. Temos que S* =U U V.
Pela projecdo estereografica, U = R" e V = R". Além disso, UNV = R"\ {0}, que tem
o mesmo tipo de homotopia que S"!. Isso nos permite calcular os grupos de cohomologia

por inducdo. A sequéncia de Mayer-Vietoris escreve-se
oo Hip(U) ® Hip(V) = Hyp(S"™Y) = Hip' (S") = Hig' (U) © Hig' (V) — ...,
de modo que, para p > 0, temos
0 — Hyp(S"™") — Hig' (S") — 0,

de modo que H?,(S"~1) = HYE'(S™). Considerar p = 0 n3o é necessario porque, como S" é

~J

conexo, temos HJ,(S") = R,

Dessa relacdo de recorréncia, temos que
Hia(8") = Hjgh(81) = . = Hip(S) = R.
Para 0 < k < n, temos que
Hig(8) 2 Hig (8"7) 2 .. = Hlp(S™17F) 2 0

porque S"1~F & simplesmente conexa.

Consequentemente, temos que

R? p - O’ n’
HgR(S ) = L.
0, caso contrario.

Exemplo 3.6.3 (Cohomologia do espaco euclidiano perfurado). Seja p € R™. Temos que

R, k=0,n—1,
0, k#0,n—1

Hip(R"\ {p}) =

Adicionalmente, uma (n — 1)-forma fechada w é exata se, e somente se,
/ w=20
S

Por translacdo, podemos supor sem perda de generalidade que p = 0. Considere S = S"~!

para alguma esfera centrada em p.

a esfera unitaria em torno da origem. O mapa de projecdo radial

m:R"\ {0} — S

x
T —
]
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e o mapa de inclusdo i : S — R"™\ {0} formam um par de equivaléncia homotépica. De fato,

moi=idg eiom = idgm (o} pela homotopia

H: (R*\ {0}) x [0,1] — R"\ {0}

(2,8) —s to + (1 —t)|x|,
xXr

que é tal que H(z,0) = mw(x) e H(z,1) = z = id(x).

Consequentemente, pela invaridncia homotépica da cohomologia de de Rham, temos que
R, k=0,n—1,
0, k#0,n-—1

Hyp(R™\ {p}) = Hyp(S"") =

Agora, consideramos o homomorfismo de grupos
o721 (R"\ {0}) — R

w|—>/2’*w.

s

Note que ® é um homomorfismo ndo nulo: considere uma carta (U, ) de S. Em ¢(U)
tomamos uma (n — 1)-forma & de suporte compacto e integral ndo nula, por exemplo o

produto de uma funcdo suave 1) de suporte compacto contido em (U) pela forma volume

de p(U) C R"!. Dai, definimos ¢ em S como (¢)*¢ estendida a zero, e tomamos 7*(¢) em
R™\ {0}.
Portanto, ® é sobrejetivo. Como HJ;'(R™\ {0}) & R, a forma w € Z"'(R"\ {0}) pode
ser escrita como
w = (¢ +dn,

onde 7 é uma (n — 2)-forma, A € R, e ( é uma forma n3o exata. Temos que
0= d(w) = / i*(AC + diy) = )\/ z’*C+/i*(d77) - )\/ z’*C+/d(z’*n) — )\/ i*C,
s s s s s s
de onde A = 0. Consequentemente, w = dn é exata. >

Exemplo 3.6.4 (Toro). Considere o toro T = S* x S!, que pode ser realizado em R3 como

a superficie dada pela pré-imagem do valor regular 0 é
(Va2 +y2 — R)?* + 22 =1, R>r.
Seja 5 > 0 > 0. Considere
U=Tn{(x,y,2) €eR: 2 <}, V=Tn{(z,y,2) e R*: 2 > —4}.

Temos que T = U U V. Temos que U = V = R x S!, cada um dos dois abertos sio

homeomorfos a cilindros. Além disso, U NV é desconexo, com cada componente também
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homeomorfa ao cilindro R x S!. Notando que R x S' tem o mesmo tipo de homotopia que

S, temos que

Hap(U) = Hap(V) = R, HO.(UNV)~RaoR,
Hip(U) = Hip(V) =R, Hir(UNV)=R&R,

Como T é conexo, é imediato que HJ,(T) = R.

A sequéncia de Mayer-Vietoris escreve-se
0 — Hyp(T) =Hgp(U) © Hip(V) = Hop(UNV) —
Hip(T) = Hip(U) ® Hyp(V) = Hip(UNV) —
Hip(T) = Hip(U) ® Hip(V) = Hip(UNV) = 0,

e assim, temos
0-RARBRERGR S HL(T) BROR S RGR 5 H2Z,(T) — 0,

onde A(z) = (z,z), B(z,y) = (x —y,x — y), E(x,y) = (r —y,x — y), depois das identifi-
cacoes.
O mapa A é injetivo. Assim, dimim A = 1. Por exatiddo, dimker B = 1. Similarmente,

dimim B = 1 de onde dimker C' = 1. Pelo teorema do nicleo e da imagem,
dimim(C) = dim(R @ R) — dimker(C) =2 —-1=1.

Por exatiddo, dimker D = 1. Por outro lado, dimker £ = 1. Com isso, por exatiddo segue

que dimim D = 1. Pelo teorema do nicleo e da imagem,
dim Hj(T) = dimker D + dimim(D) =1+ 1 = 2.

Portanto, Hj,(T) 2 R & R.
Determinar a dimens3o de H3,(T) é simples: basta utilizar a soma alternada de dimensdes

em sequéncia exata. Com isso,
1-2+2—-2+2—2+dim Hiz(T) = 0.

De modo que dim H34(T) = 1.
Consequentemente, temos que
R, k=0,2,
Hip(T)={R&R, k=1,

0, para outros valores de k.
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4 APLICACOES

Agora, serdo descritas duas aplicacdes da cohomologia de de Rham na demonstracao de
resultados topoldgicos aparentemente simples. O primeiro deles, na secdo [4.1], consiste na

afirmacao de que a nocdo de dimens3o de uma variedade topoldgica esta bem definida.

4.1 TEOREMA DA INVARIANCIA DA DIMENSAO

Primeiro, comecamos com um lema sobre abertos perfurados do espaco euclidiano. Depois

demonstramos o resultado principal.

Lema 4.1.1 (Cohomologia de um aberto perfurado). Seja U C R™ aberto, com n > 2, e
p € U um ponto arbitrério fixado. Entdo, Hjz' (U \ {p}) # 0.

Demonstracdo. Por translacdo e dilatacdo homogénea, podemos sem perda de generalidade
assumir que p é a origem e que S"~! C U.

Consideramos i : "~ — U\ {0} a inclusdo e 7 : U\ {0} — S"7!, dada por 2 — % a
projecao radial. Ambas as aplicacoes sao suaves e mo? = idsn—1. Note que ndo necessariamente
é o caso de que 107 = idyn\ o) porque U pode ter qualquer formato. (Uma condicdo suficiente
para isso é que U seja estrelado em relacdo a origem.)

Como * o m* = idyn_1(g.1), Segue que 7" : HIZHS ) — HIZH U\ {0}) é injetiva.
Como HJz'(S™™') = R, temos que H/z'(U \ {0}) # 0 é necessariamente um grupo nio
trivial. O]

Teorema da Invariancia da Dimensao. Um espaco topolégico M ndo pode ser simultane-

amente uma m-variedade topoldgica e uma n-variedade topolégica quando n # m.

Demonstracdo. Suponhamos que m < n. Como M é uma n-variedade, seja Uy C M um
aberto de M que é homeomorfo a um aberto U de R"™ por um mapa ¢ : Uy — U. Como
abertos de m-variedades ainda sao m-variedades, Uy é uma m-variedade. Ha em Uy um aberto
Vo que é homeomorfo ao R por meio do mapa ¢ : Vo — R™.

Portanto, V; é homeomorfo a R™ por um lado, mas homeomorfo ao aberto W = ¢(V4) C
U C R™ por outro. Seja p € Vy um ponto qualquer. Segue que V; \ {p} é homeomorfo a
R™\ {0} e a WA {p(p)}.

Ora, pelo Lema segue que H''x* (Vo \ {p}) # 0, o que é um absurdo porque vimos
no Exemplo que os Unicos grupos de cohomologia n3o triviais de V5 \ {p} = R™ \ {0}

sdo Hp(Vo\ {p}) =R e Hi; (Vo \ {p}) = R. B

Lembrando da Definicdo [2.1.4] 14 postula-se que os abertos da variedade topolégica M

sao homeomorfos a abertos de R™. Quando M é conexa, esse teorema implica que n3o ha
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abertos que sao homeomorfos a abertos de R™ e outros que sdo homeomorfos a abertos de
R™, com n # m.

De fato, se isso ocorresse, como M é conexa, deveria existir um aberto Uy de M home-
omorfo a U C R™ e outro aberto Vi homeomorfo a V' C R™ tais que Uy NV # (). (Caso
contrario, poderiamos fazer uma cisdo de M, agrupando, de um lado, abertos homeomorfos
a abertos de R" e, do outro, abertos homeomorfos a abertos de R™), Ora, dai teriamos um
aberto de R™, que é uma n-variedade topoldgica trivialmente, que é homeomorfo a um aberto

de R™, uma contradicdo com o teorema que acabamos de demonstrar.

42 O TEOREMA DE JORDAN-BROUWER

Uma curva de Jordan em R? é uma curva obtida como imagem de mergulho topolégico
da circunferéncia unitaria S*.

O teorema de curva de Jordan é a afirmac3o, aparentemente dbvia, de que, dada uma curva
de Jordan C' em R?, o conjunto R? \ C' tem duas componentes conexas, com C' constituindo
a fronteira entre as duas componentes.

Demonstraremos uma generalizacdo desse resultado, chamado de teorema de Jordan-
Brouwer. Com ele substituimos C' por um mergulho topolégico de uma superficie M de
dimens3o n em R™! que é orientavel, conexa e fechada.

Comecaremos demonstrando uma versdo diferenciavel desse resultado, e depois, com a

ajuda de outros resultados, a sua versao topoldgica.

Teorema de Jordan-Brouwer (Versio suave). Seja M C R"™' uma hiperficie conexa ori-
entdvel e suave, que é um conjunto fechado de R"*!. Entdo, R"™'\ M = AU B é a unido

de abertos conexos disjuntos, dos quais M é a fronteira comum a ambos.

Demonstracdo. Consideramos ¢ : M — R>q uma funcgdo suave tal que V5. (M) é uma vizi-
nhanca tubular de M, que contém a vizinhanca tubular fechada V.[M]. (cf. Teorema [2.1.4))
Como M é orientavel e de codimensdo 1, existe um campo vetorial w : M — R"™! que é
normal, isto é, w(p) é ortogonal a T,M para todo p € M, e que n3o se anula.

Substituindo w(z) por

e(x)

se necessario, podemos admitir que |w(x)| = () para todo z € M.

A aplicacao

B M x (—2,2) — V(M)

(x,t) — x + tw(x)

é um difeomorfismo, cujo inversa é a projecdo natural 7 : Vo (M) — M da vizinhanca tubular
sobre M. Note que h(M x {0}) = M.
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O complementar de M x {0} em M x (—2,2) tem duas componentes conexas: M x (—2,0)
e M x (0,2). Consequentemente, Vo (M) \ M tem duas componentes conexas. Elas sdo os

conjuntos
P={os+tw(@):ze M,0<t<2}, N={z+tw(r):xe M -2<t<0}.

Agora, consideramos uma funcdo A : R — R suave tal que

1, t>1,
At) =AM €(0,1), —1<t<l,
—1, t<—1,

A(t) = 0 se, e somente se, t = 0, e N'(t) > 0 para todo ¢t € (0,1). Um exemplo dessa

construcdo é a seguinte. Tomamos a funcao a : R — R dada por

que é suave e definimos

AE) = ffoooo a(s) ds‘

2o als) ds
Definimos g : V. (M) — R pondo g(z + tw(z)) = A(t), isto é, g = Aomoh™ !, onde 1 é a
projecdo de M x (—2,2) sobre a segunda coordenada. A aplicacdo g é suave, positiva em P,
negativa em N e nula em M.

Para todo (z,t) € V-(M), temos que grad g(xz) = N (t) - w(x) # 0. Por outro lado, como

g € constante nos conjuntos
P ={z+tw(x):x e M,1 <t<2}, N ={x+tw(x):ze M,-2<t <1},

temos que grad g(z) = 0 para z € Voo (M) \ V.(M).
Agora, seja v : R"*1 — R+ definido por

grad g(z), x € Voo (M),
0, x & VZE(M)

v(z) =

Ent3o, v é suave e, sendo nulo ou igual ao gradiente de uma funcao, satisfaz as condicdes de
integrabilidade. Como R™"! é simplesmente conexo, existe uma funcdo f : R"*! — R tal que
v = grad f. Como os gradientes de f e de g coincidem em V5. (M), somando uma constante
se necessario temos f = g em Vo (M).

Observe que f n3o se anula fora de M. Seja z € R"™ \ M. Se x € Vo.(M), entdo
x € Pouxz € N. Em ambos os casos, f(z) = g(x) # 0. Por outro lado, se x & Vo.(M),
seja y € V.[M] o ponto do fechado V.[M] mais préximo de x: |z —y| = d(x, V:[M]). Assim,
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todos os pontos do segmento de reta semiaberto [x,y) estdo mais proximos de = do que de
V.[M]. Nesse caso, o gradiente de f é nulo em [x,y], de modo que f(z) = f(y) = £1.

Sejam A = f~!((—00,0)) e B= f71((0,00)). Temos que R"™ \ M = AU B é a unido
desses dois abertos. Temos que A = f~!((—0o0,0]), de modo que A = AU M. O mesmo
vale para B. Portanto, temos que 0A = 0B = M.

Finalmente, para concluir o teorema precisamos mostrar que A e B sdo conexos. Dado
r € A, temos que f(x) > 0. Sex & P € Vo.(M), o ponto y € V.[M] mais préximo de x é
tal que f(y) = 1, e assim y € P. O segmento [z, y| estd contido em A porque y é o ponto de
V.[M] mais préximo de cada ponto de [z,y). Assim, todo ponto de A pode ser ligado por um
caminho a algum ponto de P, que é conexo, logo conexo por caminhos. Consequentemente,

A é conexo por caminhos. O mesmo argumento vale para B. n
Assumimos o seguinte resultado da topologia:

Teorema de Extensao de Tietze. Seja A C R"™ um subconjunto fechado de R". Todo mapa
continuo de A em R pode ser estendido a um mapa continuo de R™ em R. Em particular,
um mapa continuo ¢ : A C R" — R™ estende-se a um mapa continuo ® : R — R™.

Demonstracdo. Vide (MUNKRES, 2000)). O

Lema 4.2.1. Se os conjuntos fechados Fy, Fy C R™ sdo homeomorfos, entdo R*™\ (F} x {0})
e R?\ ({0} x Fy) sdo homeomorfos.

Demonstracdo. Sejam ¢ : F| — Fy e ¢ : F5 — F; homeomorfismos, um inverso do outro.
Pelo teorema de extensdo de Tietze, existem aplicacdes continuas ¢, ¥ : R* — R"™ que
estendem ¢ e 1), respectivamente.

Agora, definimos as aplicacdes continuas h, k : R** — R?" por

h(z,y) = (z,y — (),  k(z,y) = (z - ¥(y),y).

Essas aplicacdes admitem inversas continuas dadas por

hi(z,y) = (z,y+ @), kK '(z,y) = (x+¥(y),y).

De fato, temos que

hoh ™ (x,y) = hz,y + ®(x)) = (z, (y + O(z)) — () = (2,y),
h™toh™Hx,y) = h(z,y — ®(x)) = (z, (y — ®(x)) + &(x)) = (z,9),
kok ™ (z,y) = k(z+¥(y),y) = ((z +¥(y) — ¥(y),y) = (z,9),
ko k(z,y) =k z = U(y),y) = ((z = ¥(y)) + ¥(y),y) = (z,9).

Portanto, h e k s3ao homeomorfismos.
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Afirmamos que o homomorfismo ko h™! : R?*" — R?*" leva F} x {0} em {0} x F,. De

fato, se (,0) é elemento de F} x {0}, entdo

koh™(2,0) = k(z,0 + @(x)) = k(z, p(x))
= (z — U(p(x), ¢(x))
= (z — o p(z), o(1) = (0,9(x)) € {0} x

Reciprocamente, se (0,y) € {0} x F}, temos que

(koh™")7H0,y) = hok™'(0,y) = h(0+ ¥(y),y)
(

(9h(
= (Y(y),y —v(e(y))) = (¥(y),0) € F1 x {0}.

Portanto, k o h™! mapeia R*" \ (F} x {0}) em R*"\ ({0} x F},), estabelecendo um homeo-

morfismo entre os dois espacos. O

Lema 4.2.2. Se ' C R" € fechado, entdo, para todo r > 0, tem-se Hj(R" \ F) =
HiEHR™\ (F x {0})). Quando r = 0, existe uma transformacao linear sobrejetiva HYp(R™ \
F) — HIL(R™\ (F x {0})) cujo nicleo tem dimens3o 1.

Demonstracdo. Sejam
U={(x,t) eR"™ 2 ¢ Fout >0}, V={(z,t) eR"™ .2 ¢ Fout<0}.

Note que U e V sdo contriteis. Temos que U UV = R"™\ (F x {0}). Além disso,
UNV =(R"\ F) xR tem o mesmo tipo de homotopia que R™ \ F.
Agora, consideramos o segmento da sequéncia de Mayer Vietoris

T T T T 0 T T T
Hip(UUV) = Hyp(U) @ Hyp(V) = Hyg(UNV) = Hyp' (UUV) — Hyp(U) ® Hip(V).
Caso 7 > 0, essa sequéncia escreve-se

0— Hip(UNV)— HF(UUV) =0,

de modo que Hj,(R"\ F) = H,(UNV) = HF (U UV) = HFH R (F x {0})). Caso

r = 0, a sequéncia escreve-se
0=)R-ROR D HL(UNV)S HF(UUV) =0,

de modo que a imagem de A tem dimensao 1. Assim, h4d uma transformacao linear sobrejetiva
Hip(R\ F) — HEH R\ (F x {0})) com nicleo de dimens3o 1: a 0. O

Teorema de Jordan-Brouwer. Sejam M, X C R" conjuntos fechados homeomorfos. Se M

€ uma hiperficie convexa, entio
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1. R™\ X tem duas componentes conexas.

2. Para qualquer conjunto Y que é fechado e propriamente contido em X, o seu comple-

mento R™ \ 'Y é conexo.
3. X € a fronteira de ambas as componentes conexas.

Demonstracdo. Item 1. O resultado ja estd demonstrado para M, pela versdo suave do
teorema. Sabemos que R™\ M tem duas componentes conexas. Nesse caso, H)(R™\ M) =
R%. Pelo lema, temos que H),(R™\ X) = HJz(R™\ M) = R% Logo, R™\ X tem duas
componentes conexas.

Item 2. Seja Y o fechado de M correspondente a Y em X. Se A e B sdo as componentes
conexas de R" \ M, entdo A C AU (M \ Yy) C A implica que AU (M \ Yy) é conexo. Dali,
temos que

R™\ Yo = [AU (M \ Yo)] U[BU (M \ Yy)]

é conexo. Pelo isomorfismo, segue que R"™ \ Y é conexo.

Item 3. Seja R"\ X = PU(Q escrito como unido de suas componentes conexas. Temos que
0P UO0Q C X. Agora, mostraremos que X C 9P N JQ, de modo que X = 0P = 0Q). De
fato, seja x € X. Em qualquer vizinhanca W de x, que sem perda de generalidade podemos
supor que nao contém X, deve existir pontos tanto de P quanto de (). Esse é o caso.

O conjunto Y = X \ W é um fechado propriamente contido em X. Dai, R™\ Y é conexo,
como mostra o item anterior, e portanto conexo por caminhos. Para quaisquerp € Pe g € @,
existe um caminho v : [0,1] — R™\ 'Y que liga p a ¢. O traco desse caminho necessariamente
tem uma intersecdo com W. Seja ty o menor valor de [0, 1] tal que y(ty) € W N X. Entdo,
7([0,29)) esta contido em P e, a medida que t — %, deve haver algum ponto ~(¢;) € W N P.
Similarmente, podemos encontrar pontos em W N Q. Portanto, x € 9P N JQ). O
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5 CONCLUSOES

E a discrepancia entre a dimens3o do espacos das formas diferenciais fechadas e a dimens3o
do subespaco das formas exatas que da origem a invariantes para variedades diferenciaveis.
De forma talvez surpreendente, esses invariantes sao de natureza topoldgica, independente da
estrutura suave associada a variedade topoldgica base.

A associacio M — H5,(M),F — F* é, na linguagem da teoria das categorias, um
functor contravariante. Ela permite a correlacdo entre um universo de objetos analiticos, as
variedades diferencidveis e os mapas suaves entre elas, e um universo de objetos algébricos,
0s espacos vetoriais e as transformacdes lineares entre eles. Vimos no Capitulo [4| como ela é
frutifera na solucdo de problemas de topologia das variedades. Esses costumam n3o admitir
solucdo igualmente simples sem o uso de ferramentas dessa natureza.

Existem outros mecanismos para associar objetos algébricos a espacos topoldgicos, criando
outros invariantes. Esses mecanismos formam a base do campo da matematica chamado de
topologia algébrica. Leitores interessados podem consultar (HATCHER, [2001)), (ROTMAN, |1988)
ou (WEINTRAUB, 2014).

Além das implicacoes para a topologia, as técnicas especificas dessa associacdo deram
origem a algebra homoldgica. Leitores interessados nos aspectos algébricos dos complexos de
cocadeias, e de forma mais geral interessados nos aspectos algébricos da topologia algébrica,
podem consultar (ROTMAN, 2009).
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