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1. Prove que
x
Va|* = alz|*™
|z
para todo x € RY \ {0} a para todo o € R.
Ao longo dos préximos cinco exercicios seja 2 = Bg(0) uma bola de raio 0 < R < 1
em RV, N > 2.

2. Prove quese N >3 el— % <a <0, entao a fungao u(z) := |z|* satisfaz u € H*(1),
mas u ¢ L*(Q) e u ¢ C(Q) para todo R > 0.

3. Prove que se N > 3, entdo a fungdo u(z) := In|ln|z|| satisfaz u € H'(Q) novamente,

mas u ¢ L*(Q2) e u ¢ C(Q).

4. Prove que se N > 3 e u(x) := sinln|In|z||, entdo u € H'(Q) e u € L>®(Q), mas

u ¢ C(Q).

5. Provequese N =2, 0< < 1/2eu(x):= |ln\xHB, entao u € H'(Q), mas u ¢ L>(Q)

eu ¢ C(Q).

6. Prove que se N =2,0 < 8 < 1/2 e u(z) := sin|In|z|
mas u ¢ C'(9).

’B, entao u € H'(Q) e u € L>(Q),

7. (Desigualdades de Morrey) Se n < p < oo e v = 1 — n/p entdo existe uma constante
¢ = c(n,p) tal que para toda u € C§° temos
i) [u(z) —u(y)] < clz —y|"[[Vul[Lr, para todo z,y € R™;
i) ullzee < cllullwre.

8. Seja )= B(0,1) eu(wr) = log(1—-log|z|). Mostre que ||Vul| 12 < 0o e queu & L>().
Conclua que Wy 2(Q) £ L=(Q).

9. Seja Q = B(0,1) C R* e u(z) = (1 + |log(|x]))*. Mostre que v € H'(Q2) quando
0<k<i.
dfy

10. Encontre funcoes fo, fi € L*(R) tais que § = fy + gt
x



11. Seja B = B(0,1) C R™.

i) Determine todos os valores de o # 0 para os quais |z|* € WP(B) (respectiva-
mente, |z|* € WHP(R"™\ B)).

ii) Demonstre que % € WP(B,R") se, e somente se, p < n.
|
12. Sejan=1e1 <p < o0.

i) Sejamv € C} e G(s) = |s|P~ s para s € R. Mostre que w = Gov € C}. Utilizando
a formula

mostre que
[o(@)] < PPl 10157 < el P 1P < el + 11v]])

para cada x € R.

ii) Deduza que W'? — L* e que existe uma constante ¢ > 0 tal que
[ul|Lee < clluflwrr
para cada u € WP,

13. Sejam B >2e Q= {(r,y) eR?:0< 2 < 1,0 <y < 2°}. Seja v(x,y) = 2. Mostre
que v € HY() se, e somente se, 2a + 3 > 1.

14. (Teorema de Caffareli-Kohn-Nirenberg) Se 1 < p < 0o e a +n > 0 entao

/ |u|p|m|0¢de‘ < (f_?;)p/ |1’ . Vu|p|g;|0¢d;p < (_Pf;)p/ |Vu|P|x|a+pdm
n a n n a n RTL

para toda u € C§°.

Dica: Vocé pode mostrar primeiramente que div(|z|*z) = (o + n)|z|*.

Deduza a partir daf a desigualdade de Hardy, isto é, se 1 < p < n e se u € WP entao
= elLlPe

||

P
< ——||Vull,.
||“/|x|||p =0 || ||p

15. Seja u € C*(B(0,1)) tal que ulpp(o,1) = 0. Demonstre que

/ udr < c/ (Au)?dz,
B(0,1) B(0,1)

onde ¢ = ¢(n) > 0.



