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2? Lista de Exercicios de Teoria das Distribuicoes e Espacos de Sobolev

Professor: Victor Hugo Gonzalez Martinez

1. Complete a passagem final na demonstragao do Lema de Du-Bois Reymond.

2. Seja T}, a distribuicio asssociada a fi(z) = (cos(x/vk))*. Mostre que (T}) converge
no sentido das distribuicoes a e=2™° € D'(R).

3. Seja Fi(t) = 5= Zk_ ~ €%, que é uma fungao localmente integrdvel, e denote por T},
a distribuicao Correspondente.

a) Mostre que Fi(t) = %W

b) Mostre que Fly converge em qualquer ponto ¢ que é um multiplo irracional de 7.

c) Seja ¢ € D(R) com suporte em [—(2M + 1)m, (2M + 1)x]. Deduza da igualdade
anterior que

< Ty, p>= — / >en Si]j;;))t/ 2 y(yat

onde ¥(t) = S0 ot + 2k7).

d) Escreva 1(t) = ¢(0) + th(t), onde h € C*(R) (isso é possivel?) e mostre que Ty
converge a »  ; dzpr, onde dy, ¢ a delta de Dirac em .

4. Calcule os seguintes limites em D'(R)

a) lim,,_, sen(nx)

sen(nx)

b) lim

n—00 x

e) lim, . nf(nz), f € L'(R).

5. Seja T, =n (5; —d_1 ). Mostre T}, converge em D’(R). Compare a ordem de T;, com

a ordem do limite derz T,).

6. Estude a definicao de ordem finita no livro do Zuily.



7. Seja ¢ € C°(R). Mostre que as séries a seguir sao convergentes

a) > 2¢ (2)
b) 221277 (277)
8. Mostre que a aplicacao T : Ci°(R) — R, tal que < T, >= """ 27¢ (27), define uma
distribuicao de ordem zero.
9. O objetivo deste exercicio é provar o Teorema de Borel:

Dada qualquer sequéncia (ay,), . de nimeros complexos, existe uma funcao f : R — C

infinitamente derivavel tal que

f*(0) = a,,vn € N.

a) Utilize uma fungao ¢ € C§°(R), suportada em [—1, 1] e que seja igual a 1 em uma
vizinhanca de 0 para resolver o problema no caso em que a série inteira y oz
tem um raio de convergéncia nao nulo.

b) Seja ¢ € C§°(R), suportada em [—1,1] e igual a 1 em [—1/2,1/2]. Para cada n,
considere

fu(z) = %x”<p(x) e M, =sup{|fi(z)];z € R,k <n}
Ap = max (2,2"M,)

e a funcao

F@) =D A o Maz) = %x"w (Ant) .
n=0 :

n=0

Mostre que a funcao f estd bem definida e que a série converge uniformente em

R.

c) Mostre que a série das k-ésimas derivadas de A" f,, (A z) converge uniformemente
em R para todo k£ € N fixo.

d) Deduza que f € C*(R) e calcule f*(0).

e) E possivel obter uma fungao verificando as mesmas propriedades e que seja inteira?

10. Seja H : R — R a funcao de Heavside

Hiz) 1 sezx <0
xrT) =
0 sex<0.

e considere a funcao f : R? — R? dada por f(z,y) = H(x) + H(y). Prove que para
a=(1,1) e 8= (1,0), temos 9°f,0°tP f € L} (Q) enquanto d°f ¢ L} ().

loc loc
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. Seja f € L' (RY) e para cada € > 0 defina f(z) = e " f(z/€) para todo z € RV.

a) Prove que para toda g € L™ (RN) que é continua em 0 € RY, temos
fe(x)g(z)dz — < f(x)dx) 9(0), quando € — 0.
RN RN

b) Defina fi(z) = k" f(kx), para todo = € RY. Mostre que f;, € L' (RY), e portanto
aD (RN), e
fp —cdy em D (]RN)

onde ¢ = [, f(x)dz.

Sugestao: Na parte a), faca uma mudanga de varidveis e use o Teorema da convergéncia
dominada.

. Seja # € D (RY) ndo nula e

Ou(z) = %e(m),\m e RY

Prove que 6; nao converge em D (RN )

. Verifique que a distribuicao pv% é solucao da equagao 7' = 1 em D'(R) e mostre que a
solucao geral da equacao é dada por pv% + ¢dg, com ¢ € C. Dada ¢ € C*(R), encontre
uma solucao da equacgao xT = .

. Seja T € D' (R") tal que (T, ) = 0 para toda ¢ € D (R") com [;, p(z)dz = 0. Prove
que existe ¢ € C tal que T' = c.

. Prove que (In|z])’ = pv: em D(R). Por que In|z| € D'(R) ?

. Seja

u(,y) = (2* +y°), Va,y € R\{(0,0)}
i) Mostre que u € L (R?).

ii) Prove que Au = 478y em D’ (R?).

. Seja
L t—|z| >0
E(z,t) =14 2 > ’
0, set—|z|<0.

Defina o operador de d’Alambert por (0 = 0y — 0,,. Mostre que
OF = 6.

Isto é, E ¢ uma solucao fundamental para a Equacao da Onda em R2.
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Seja 2 = (0,00). Defina

[e.e]

Ap =) (D"¢) <%> com ¢ € D(Q).

m=1

Prove que A é uma distribuicao de ordem infinita em 2. Prove que A nao pode ser
estendida para uma distribuigdo em R, isto é, nao existe Ag € D'(R) tal que Ag|lg = A.

Sugestao: Veja o livro do Rudin.

Seja f € Li (Rsg) tal que f > 0 em quase todo ponto. Mostre que f se estende para

loc
um distribuicao F' em R se, e somente se, existe k > 0

/ f(@)dz = O(="),

para e — 0%,

Procure um resultado que assegura a derivagao sob o sinal de integracao. Sugestao:
Veja o livro do Djario e Treves.

Mostre que se f € S(R") entdo f € C™.

Mostre que W™P é Banach sem identificagoes.



