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1. Para cada n € N* defina

—_

Ki={zeR":|z|| <i}n{x e Q:d(z,Q) > ;},

onde d ¢ a distancia euclidiana sobre R". Mostre que:
a) Cada K; é compacto e K; C int(K;;1);
b) @ =UzZ, K = Uz, int(K);
¢) Para todo compacto K de Q existe 7o € N* tal que K C K.

2. Se u,v € C*(R") e o é um multi-indice prove que:

a!
a) (x+y)* = Z ﬁx“_ﬁyﬁ, para cada x,y € R™.

k!
b) (1 429+ +a,)F = E —a% parax € R" e k € N.
!
|a|=k

k!
c) nf = E — para cada k € N.
al
|a|=k

N!
d) 2V = para cada N € N.

kl |
k=
e) (k+j)< Qkﬂk!j! para cada k, j € N.
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g) m < 2l para cada a, B € N™.
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) derivadas parciais de ordem r de uma
,

i) Prove que existem exatamente (

funcao f € C'* de n variaveis.



. (Suporte da Convolucio) Sejam A, B C R? e donote A+ B ={a+b:a € A bec B}.

a) Se A C R? é compacto e B C R? ¢ fechado, mostre que A + B é fechado. O
resultado ainda é valido se supormos que A e B sao apenas fechados?

b) Sejam f e g duas fungoes continuas tais que f * g esteja bem definido sobre
R, Mostre que se x ¢ supp(f) + supp(g) entao f * g(z) = 0. Conclua que
supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

c) Se f ou g possui suporte compacto, mostre que supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

. (Continuidade da transla¢do em LP para p < +00)
Seja p € [1,+o00o[, para cada a € R? definimos o operador translaciao 7, : LP(RY) —
LP(RY) por 7,(f) : x — f(x — a). Mostre que para cada f € LP(R?),

G —) (1)

O resultado ainda é vélido se p = 0o?

. (Derivagao da Convolugao)

a Sejam f € C}(RY) eg e Ll(Rd) mostre que f g é de classe C'! e que 5~ (f*g)

af x g para cada i € {1,...,d}.

b) Mostre que o resultado ainda ¢ vélido se supormos apenas que g € Li (R?).
¢) Sejam f € C°(R%) et g € Li . (RY), mostre que fxg € C* e calcule explicitamente

suas derivadas parciais.

. (Propriedades do Suporte) Sejam u e v fun¢oes numéricas, mensuraveis em 2 e A € K
nao nulo. Mostre que:

a) supp(u + v) C supp(u) U supp(v);

b) supp(uv) C UPp( ) Nsupp(v);

c) supp(Au) = supp(w);

d) supp(ryu) =y + supp(u), onde T,u(x) = u(zr —y) para y € R
. Mostre que

|ul| ooy =inf{c € RT : |u(z)| < ¢ q.s. em Q}
=inf{a € R: p{z : [f(x)| > a} =0} =sup{M : p{z: |f(z)| > M} > 0}.

. Quais das seguintes funcoes sao fungoes teste em R:

1
ex=-D)  se () <x <1,
0 sex <0Qouzxz>1.

a) f(z) :{

cos(z) se x| <7
b) () = < <
0 se |z > 3.
ﬁ us
¢) hiz) = cos(z)es se |z < 7,
0 se |z > 3.



