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1. Para cada n ∈ N∗ defina

Ki = {x ∈ Rn : ∥x∥ ≤ i} ∩ {x ∈ Ω : d(x,Ωc) ≥ 1

i
},

onde d é a distância euclidiana sobre Rn. Mostre que:

a) Cada Ki é compacto e Ki ⊂ int(Ki+1);

b) Ω =
⋃∞

i=1Ki =
⋃∞

i=2 int(Ki);

c) Para todo compacto K de Ω existe i0 ∈ N∗ tal que K ⊂ Ki0 .

2. Se u, v ∈ C∞(Rn) e α é um multi-́ındice prove que:

a) (x+ y)α =
∑

0≤β≤α

α!

β!(α− β)!
xα−βyβ, para cada x, y ∈ Rn.

b) (x1 + x2 + · · ·+ xn)
k =

∑
|α|=k

k!

α!
xα para x ∈ Rn e k ∈ N.

c) nk =
∑
|α|=k

k!

α!
para cada k ∈ N.

d) 2N =
∑

j+k=N

N !

k!j!
para cada N ∈ N.

e) (k + j)! ≤ 2k+jk!j! para cada k, j ∈ N.

f)
∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
= 2|α|.

g)
α!

β!(α− β)!
≤ 2|α| para cada α, β ∈ Nn.

h) Dα(uv) =
∑
β≤α

α!

β!(α− β)!
DβuDα−βv.

i) Prove que existem exatamente

(
n+ r − 1

r

)
derivadas parciais de ordem r de uma

função f ∈ C∞ de n variáveis.
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3. (Suporte da Convolução) Sejam A,B ⊂ Rd, e donote A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

a) Se A ⊂ Rd é compacto e B ⊂ Rd é fechado, mostre que A + B é fechado. O
resultado ainda é válido se supormos que A e B são apenas fechados?

b) Sejam f e g duas funções cont́ınuas tais que f ∗ g esteja bem definido sobre
Rd. Mostre que se x /∈ supp(f) + supp(g) então f ∗ g(x) = 0. Conclua que
supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g).

c) Se f ou g possui suporte compacto, mostre que supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g).

4. (Continuidade da translação em Lp para p < +∞)

Seja p ∈ [1,+∞[, para cada a ∈ Rd definimos o operador translação τa : Lp(Rd) →
Lp(Rd) por τa(f) : x 7→ f(x− a). Mostre que para cada f ∈ Lp(Rd),

∥τa(f)− f∥p −−→
a→0

0. (1)

O resultado ainda é válido se p = ∞?

5. (Derivação da Convolução)

a Sejam f ∈ C1
0(Rd) e g ∈ L1(Rd), mostre que f ∗g é de classe C1 e que ∂

∂xi
(f ∗g) =

∂f
∂xi

∗ g para cada i ∈ {1, . . . , d}.

b) Mostre que o resultado ainda é válido se supormos apenas que g ∈ L1
loc(Rd).

c) Sejam f ∈ C∞
0 (Rd) et g ∈ L1

loc(Rd), mostre que f∗g ∈ C∞ e calcule explicitamente
suas derivadas parciais.

6. (Propriedades do Suporte) Sejam u e v funções numéricas, mensuráveis em Ω e λ ∈ K
não nulo. Mostre que:

a) supp(u+ v) ⊂ supp(u) ∪ supp(v);

b) supp(uv) ⊂ supp(u) ∩ supp(v);

c) supp(λu) = supp(u);

d) supp(τyu) = y + supp(u), onde τyu(x) = u(x− y) para y ∈ Rn.

7. Mostre que

∥u∥L∞(Ω) = inf{c ∈ R+ : |u(x)| ≤ c q.s. em Ω}
= inf{a ∈ R : µ{x : |f(x)| > a} = 0} = sup{M : µ{x : |f(x)| > M} > 0}.

8. Quais das seguintes funções são funções teste em R:

a) f(x) =

{
e

1
x(x−1) se 0 < x < 1,

0 se x ≤ 0 ou x ≥ 1.

b) g(x) =

{
cos(x) se |x| < π

2
,

0 se |x| ≥ π
2
.

c) h(x) =

{
cos(x)e

1
4π2−x2 se |x| < π

2
,

0 se |x| ≥ π
2
.
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