Lista 4

Exercicio 1 Seja H um espago de Hilbert. Se H admite uma base Hilbertiana entao H € separdvel.

Exercicio 2 Seja H um espago real com produto interno. Se u e v sdo tais que |ul| = ||v| entdo
(u+v,u—v)=0.

Exercicio 3 Se H ¢ um espago com produto interno entdo |[u| = supj, =y |(u,v)].

Exercicio 4 (Identidades de Polarizagao) Seja (H, (-,+)) um espago vetorial com produto interno.

i) Mostre que se o espago € real entdo
1 2 2
(u,v) = 7 ([lu+ 0l = flu = v[%)

para todo u,v € H.

ii) Se o espago € complexo entdo
1 2 2, . L2 N2
(w,v) = 2 (llu+0l° = flu = o]l + dllu + 0l il —iv]%),

para todo u,v € H.

iii) Se (-,-)1 e (+,-)2 sdo dois produtos internos diferentes em um espago vetorial H, entdo as normas
U= m eu m podem ser iguais?

Exercicio 5 (M. Fréchet - J. Von Neumann - P. Jordan) Seja H um espago vetorial normado com
norma || - ||z Entao sua norma provém de algum produto interno se, e somente se d vdlida a identidade
do paralelogramo:

lu+ vl + llu = vl = 2(ull + lv]Z)-

Exercicio 6 Seja (H, (-,-)) um espago de Hibert real, K C H um conjunto fechado, convezo e nao vazio,
f€H eu= Pgf. Mostre que,

i) o —ull? < llo— fI2 = l[u— I, pora cada v € K.
i) ||lu—v| <|lv— f||, para cada v € K.

Exercicio 7 Seja (H,(-,-)) um espago com produto interno e F' C H um subespago. Mostre que u € F*
se, e somente se, ||lu— v|| > ||v|| para cada v € F.

Definicao 1 Seja H um espago de Hilbert. Um operador P € L(H) € chamado de proje¢ao ortogonal,
se existe um subespaco fechado M tal que P = Py, onde o operador Py vem do Coroldrio do Teorema
da Projecao sobre um convexo fechado.

Exercicio 8 Seja H um espago de Hilbert, M C H um subespago fechado e L(H) um operador ndao
identicamente nulo que € idempotente. Prove que as sequintes sentencas sao equivalentes:

1. T € uma projecao ortogonal.
2. kerT = (T(H))*

5. 1T =1

4. (Tx,x)g > 0.

Exercicio 9 Seja H um espago de Hilbert e suponha que P € L(H) é um operador nio nulo idempotente
satisfazendo (Px,y)g = (z, Py)g para todo z,y € H. Prove que ker P = (P(H))*.

Exercicio 10 Seja H = R*, M = {(2,0) : x € R} N = {(z,ztan0) : x € R} e 0 € (0,7/2). Encontre
Ty linear de H em H com Tz = Ty, To(H) = M, ker Ty = N. Prove que ||Ty|| = m e que Ty nao €
uma proje¢ao ortogonal.

Exercicio 11 Seja f(z) = sen(z) e H = L?[—m,7|. Calcule a projecio de f sobre o subespago de H
gerado por {1,x, 22, 23}. Faca o mesmo com H = L?[0,1].



Exercicio 12 Sejam (H, (-,-)) um espago de Hilbert e T : H — H um operador linear e continuo.
Suponha que exista uma constante C > 0 tal que |[Tu| > C|lul|| para cada w € H. Entio T(H) é um
subespaco fechado.

Exercicio 13 Seja (H,(-,-)) um espago de Hilbert e T : H — H um operador linear continuo. Mostre
que as sequintes propriedades sao equivalentes:

i) Existe uma constante C' > 0 tal que || Tul| > C||lu|l para cada v € H.
1) Existe um operador linear e continuo S : H — H tal que STu = u para todo u € H.

Observagao: Esse resultado é muito importante em Teoria do Controle!

Exercicio 14 Sejam E e F espagos de Banach. Mostre que se T : E — F ¢é compacto e x,, — x em
o(E,E") entao T(xy,) — T(z) na topologia da norma em F.

Exercicio 15 Se E é um espago de Banach entdo Id: E — E é compacto?

Exercicio 16 Sejam E um espaco de Banach reflexivo, T : E — F um operador linear limitado onde
F um espago vetorial normado. Entao T € compacto se, e somente se, Tx, — Tx em F sempre que
Tn —x emo(E,E").

Exercicio 17 Escreva em detalhes a construcao do operador adjunto de Hilbert e suas propriedades dadas
nas segoes 3.8, 3.9 e 3.10 do livro do Kreyszig.

Exercicio 18 Se X ¢ um espago de Banach de dimensao infinita e U C X € aberto entio U nao é
relativamente compacto, isto é, U nao é compacto.

Exercicio 19 Sejam (a;)jen € co e T € L(¢?) dado por T¢ = n, onde & = (§5)jen € 1 = (j&})jen.
FEntao,

a) T € K(0?);

b) T € injetivo se, e somente se, aj # 0 para todo j € N;
¢) T=T" se, e somente se, oj € R para cada j € N;

d) determine todos os autovalores de T';

e) sea=(1,...,1,any1,0m12,...) com (o) en estritamente decrescente e 1 > an, 41 entdo dim N (T —
I)=n.



