Lista 3

Exercicio 1 Seja E um espaco vetorial normado de dimensdo infinita. Prove que todo aberto fraco
contém uma reta.

Exercicio 2 Seja E um espag¢o normado. Entao a topologia fraca o(E', E) é metrizdvel se, e somente
se, E tem dimensao finita.

(E,E)

Exercicio 3 Seja E um espaco vetorial normado de dimensdao infinita. Se x© € A7 entdo existe

uma sequéncia (x,) C A tal que x,, — x na topologia fraca o(FE,E")?

Exercicio 4 Seja E um espago vetorial normado. Se K é compacto na topologia fraca o(E,E') entdo
K € limitado na topologia da norma.

Exercicio 5 Considere 1 < p < co. Seja (z™)nen € P uma sequéncia. Prove que x™ — x em (P se, e
somente se, a sequéncia (x™)nen € limitada em P e pi(x™) — pr(x) para todo k € N. Aqui, pg : /P — R
indica a proje¢do canodnica, isto é, pi(x) = xk.

Exercicio 6 Seja E um espago normado. Entao (Bg,oc(E,E’)) € metrizdvel se, e somente se, E' €
separdvel.

Exercicio 7 Seja v : [0,1] — R uma fungao continua. Defina a sequéncia (z™)nen C P por

" = n_l/p(w(l/n),z/)(Q/n), .., ¥(n/n),0,0,...), n €N,

onde 1 < p < co. Prove que ™ — 0 em (P e que (z")nen converge em norma se, e somente se, 1 = 0.

Exercicio 8 Defina C = {£ = (§)52, € 7 : [§] < %,j € N}. Assuma que 1 < p < co. Mostre que toda
sequéncia que converge fraco em C' também converge em norma.

Exercicio 9 Sejam E e F' espagos vetoriais normados e T : E — F um operador continuo. Mostre que
T € continuo quando ambos E e F estao munidos com suas respectivas topologias fracas. A reciproca €
verdadeira?

Exercicio 10 Sejam E um espago reflexivo e K C E um subconjunto convezo, fechado e limitado em
E. Mostre que K €é compacto na topologia fraca o(E,E').

Exercicio 11 Para cadan > 1 seja

’ ~
a) Prove que e — 0 fracamente em o(fP,7) com 1 < p < 0o mas (€™)pen ndo converge em norma.
n—oo

b) Prove que ndo existe subsequéncia (€™ ) que converge em {1 com respeito a topologia o(¢1, ().

Defini¢ao 1 Seja E um espago normado. Uma sequéncia (xn)nen C E € dita fracamente de Cauchy se,
para cada vizinhanca fraca U de 0, existir ng € N tal que x; — x; € U para cada i,j > ng.

Exercicio 12 Mostre que (zp)neny C F € fracamente de Cauchy se, e somente se, para cada p € E', a
sequéncia (p(zn))nen € de Cauchy em K.

Exercicio 13 Mostre que x,, = Z?:l ej =(1,1,...,1,0,0,...) € fracamente de Cauchy em cy mas nao
€ fracamente convergente.

Definigao 2 Dizemos que E € fracamente completo se toda sequéncia fracamente de Cauchy em E con-
verge fracamente para um ponto de E.

Exercicio 14 Mostre que se E € reflexivo entdao E € fracamente completo.

Exercicio 15 Sejam (x,) C £* e x € £*. Prove que x, — x se, e somente se, T, — .
Exercicio 16 Prove que £°° nao é separdvel.

Exercicio 17 Mostre que ¢, cy e fP, 1 < p < o0 sGo separdveis.

Exercicio 18 Prove que c, cg, {* e £ ndo sio reflexivos.

Exercicio 19 Prove que (P, 1 < p < oo € reflexivo.

Exercicio 20 Sejam E e F espa¢os de Banach e T : E — F um isomorfismo vetorial topoldgico. Mostre
que E € reflexivo se, e somente se, F' € reflexivo.



