Lista 2

A notagdo K seré utilizada para designar R ou C.

Exercicio 1 Seja E um espaco vetorial sobre um corpo de escalares K. Dizemos que um conjunto B C X
€ uma de Hamel se B € um conjunto linearmente independente que gera o espaco E. Prove que todo
espago vetorial nao trivial possui uma base de Hamel.

Exercicio 2 Mostre através de um exemplo que a extensao dada no Teorema de Hahn-Banach pode nao
ser unica.

Exercicio 3 Mostre que a aplicagao J : X — X" definida por

J: X — X/
z = Jy: X = K

€ uma isometria.

Exercicio 4 Sejam X um espago vetorial normado e C C X convexo. Mostre que:
a) C e int(C) sio converos;
b) Dado x € C ey € int(C) entao tx + (1 —t)y € int(C') para todo t € [0,1)
¢) Deduza que C = int(C) se int(C) # (.

Exercicio 5 Sejam X um espago normado sobre R, ) # A, B C X convezos e int(A) N B = 0. Suponha
que A tenha pelo menos um ponto interior. Mostre que existem f € X', f #0 e a € R tais que [f = a]
separa A e B.

Exercicio 6 Seja f: X — R um funcional linear. Mostre que
a) Se f € nao nulo entao f é sobrejetor;
b) Se f(x) > a para todo x € X entdo a <0 e f =0;
c) Se f(x) > b para todo x € X entdob>0 e f=0;
d) Se f € limitado mostre que sup, <1 |f(2)| = supg <1 f(2)-

Exercicio 7 Sejam E,F,G espacos vetoriais normados e T : E — E, T1 : F - GeTly, : E - G
operadores lineares limitados. Mostre que Ty o Ty € um operador linear limitado e | Ty o Ta|| < ||T1|||| T2
Além disso, || T™| < ||IT||", para cada n € N.

Exercicio 8 Uma extensio de um operador T : D(T) C X — Y a um conjunto M D D(T) € um
operador S : M C X — Y tal que S|piry =T. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear limitado,
onde X € um espaco normado e Y € um espago de Banach, ambos sobre o mesmo corpo de escalares.
Entao, existe uma extensio de T definida por S : D(T) C X — Y, onde S é um operador linear limitado
tal que |IT)| = |1S].

Exercicio 9 Mostre que (¢P) e % sdo isometricamente isomorfos para 1 < p < oo com % + % =1.

Exercicio 10 Mostre que todo subespago vetorial fechado de fungoes continuamente diferencidveis em
C([-1,1]) tem dimensao finita.

Exercicio 11 Sejam X um espa¢o normado e (zy,)nen C X tal que > oo, |f(z,)] < 0o para cada f € X'.
Mostre que supj s<y Yoy |f(#n)] < c0.

Exercicio 12 Seja E um espago de Banach e T : E — E' um operador linear tal que T(x)y = T (y)z,

para cada x,y € E. Mostre que T € continuo.

Exercicio 13 Seja X um espaco de Banach de dimensao infinita. Mostre que qualquer base de Hamel
de X € ndo enumerdvel.

Exercicio 14 Calcule a norma do funcional f : (> — R dado por f(z) = > ,2 %&.

Exercicio 15 Seja E = (' ¢ E' = (. Considere N = co como subespago fechado de E'. Determine
Nt ={z € E:(f,z) =0 paratodo f € N} e N** ={f € E': (f,x) = 0 para todo x € N*+}. Prove
que N*+ # N.



