Lista 1

A notagao K sera utilizada para designar R ou C.

Exercicio 1 (Desigualdade de Young) Seja p > 1 e defina ¢ € R por

1 1
R
p g
Prove que
a? b4
ab S — + R
p q
para quaisquer a,b > 0.
Exercicio 2 (Desigualdade de Hélder em R") Sejam a = (ai,...,a,) € b= (b1,...,b,) elementos

de R™ com a;,b; > 0 para cada i =1,...,n ep,q>1 tais que

S =1
p q

Prove que
1

p(ibg>q_
i=1

Exercicio 3 Sejap>1, x; €R ey; € R para todoi=1,...,n. Prove que

n H n 5 n :
(z|xi+yi|p> s(zw) +(zym) |
=1 =1 =1

Exercicio 4 Seja p > 1. Prove que (R",p,) € um espago métrico, onde

= i=1

n ®
pp(z,y) = <§:|$i—lhw> :
i=1
Prove ainda que limy,_, pp(z,y) = m(z,y) para cada =,y € R™.

Exercicio 5 Prove que a fung¢ao d : R x R — R definida por

x Yy
d(x,y) = -
(z.9) ‘1+|w| Tl

€ uma métrica em R.

Exercicio 6 Seja (X,d) um espago métrico. Prove que

0, sex=y,
dO(Iay):{ v

1, sex#y,
dl(SC, y) :min{l, d(‘r7y)}
_ d(z,y)
da(z,y) “TTdy)

sao métricas em X. Prove também que as topologias definidas por d e ds sao equivalentes e que (R, dy)
ndo é um espago normado.

Exercicio 7 Se ¢ : R - A C R € um homeomorfismo entao a fungao p(x,y) = |d(x) — ¢(y)| € uma
métrica em R.

Exercicio 8 Prove que (x,)nen € uma sequéncia de Cauchy se, e somente se, para todo £ > 0 existe
nog € N tal que para todo n > ng e p > 1 tem-se que d(Tpip, Tn) < €.



Exercicio 9 Seja (vn)nen uma sequéncia de Cauchy e (xn;)jen uma subsequéncia de (Tn)nen tal que
lim; o0 T, = p onde p € X. Entao lim, o Tpn = p.
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Itz 14yl

Exercicio 11 Sejam (X,d1) e (Z,da) espagos métricos e ¢ : (X,d1) = (Y,d2) comY C Z um homeo-
morfismo. Considere p a métrica definida por p(z,y) = da(d(x), ¢(y)). Prove que as topologias definidas

por dy e p sao equivalentes. Além disso, suponha que exista uma sequéncia (x,) ndao limitada na métrica
dy, mas tal que a sequéncia (¢(xy,)) converge em Z, prove que (X, p) nao é completo.

Exercicio 10 (R, p) nao é completo, onde p(x,y) =

Exercicio 12 Prove que todo espago de Banach (X,| - ||) admite uma métrica p cuja topologia é equi-
valente a gerada pela métrica d(z,y) = ||z — y|| que faz o espago métrico (V,p) um espago métrico nao
completo.

Exercicio 13 Considere

c={z = (21,22,...) 12, € C e (x;) € convergente}

Co :{1;:(171,1,‘2,...) Xy €cCe hm xz:O}
71— 00

coo ={z = (z1,29,...) : x; € C e existe n € N tal que x; = 0 para todo i > n}

Mostre que:
i) (¢, loo) € (coy ]l loo) GO espagos normados;
i) (¢, | - loo) € (co, ] |loo) SG0 espagos de Banach;
iii) (coo, | - ||) nao € um subconjunto fechado de co mas Coo = co;
i) (coo, || - ||) nao é um subconjunto fechado de c.

Exercicio 14 Para p > 1, o espago normado

0 ={(z1,20,...) i, €K, j=1,2,..., e> o[’ < oo}

Jj=1

com a norma dada por

S

(oo}
Jaller = | D lalP
j=1

é um espago de Banach.

Exercicio 15 O espago de fungdes C([a.b]) = {f : [a,b] CR = R : f € continua} com a norma

[z]loo = sup |z(?)]
t€la,b]

é um espago de Banach. Prove ainde que se f, — f em C([a,b]) entao essa convergéncia é uniforme.

Exercicio 16 Defina
1
el = / ()|t € C([0, 1]). (1)

Mostre que E = (C([0,1]), | - |l1) é um espago normado mas nao é completo. Generalize para || fll, =
1

(f; |f(t)|pdt) " com p > 1. Considerando as fungées d,p definidas por

d(f.g) = max | £(t) - g(t)] ¢ p(f.9) /|f 2)|d.

t€[0,1]

Prove que (C([0,1]),d) e (C(]0,1]), p) sao espagos métricos, a topologica T4 € mais fina do que a topologia
T,, mas estas topologias nao sao equivalentes. Mostre ainda que o interior de qualquer bola aberta na
métrica d € vazio na métrica p.
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n=1an CONVETYGE S€, € somente se,

Exercicio 17 (Teste da condensagao de Cauchy) Prove que )
oo 2%agn converge.

Exercicio 18 Mostre que 1 =1, zj, = ln%k) converge para 0 em R e (zy) € IP para cada p > 1. Conclua

que co ¢ IP para cada p > 1.

Exercicio 19 Prove que todo subespaco vetorial préprio de um espaco vetorial normado tem interior
Vaz10

Exercicio 20 Seja (X, | - ||) um espago vetorial normado e M um subespago vetorial de V. Prove que
M € um subespago vetorial de V.

Exercicio 21 Sejam x,y € X dois elementos quaisquer em um espago vetorial normado sobre um corpo
K. Prove que [lz| — [yl < [ll=]l = [lyll] < [l —yll.

Exercicio 22 Prove que toda norma sobre um espaco vetorial X sobre um corpo K € uma funcdao con-
tinua.

Definigdo 1 Se (xzx) C X € uma sequéncia em um espag¢o normado X, podemos associa com (Tx) a
sequéncia (S,) C X de somas parciais definida por

Sp =21+ 22+ - + Ty,
para n € N. Se existe S € X tal que
IS, — S| = 0, quando n — oo,

diremos que a série infinita
o0
E T = S
k=1

€ convergente e S € chamado de soma da série.

Se
o0
D llwkll < o0
k=1

dizemos que a série Yoo, ), converge absolutamente.

Exercicio 23 Em um espaco normado X, convergéncia absoluta implica convergéncia se, e somente se,
X € um espago de Banach.

Exercicio 24 Seja (X, ||-||) um espago vetorial normado de dimensao infinita sobre K. Mostre que existe
um funcional f : X — R ilimitado.

Exercicio 25 Mostre que 0s subespacos

U ::{(an)neN el ag, = 0,Vn € N}

V :={(an)nen € {' : azn_1 = nas,,Yn € N\ {0}}
sio ambos fechados em ' mas U &V ndo ¢ fechado em ¢*.

Exercicio 26 Seja
X ={fec(o,2n]) : f(0) = f(2m)}
munido da norma usual de C([0,2n]).

i) Mostre que X é Banach.

it) Para cada k € N seja s, : X — R dada por

1 k 27 )
sk(f) = o > /0 f(t)e™dt,Vf e X.

n=—k

Prove que sg é um funcional limitado em X para cada k € N.



ii1) Mostre que
sup [|s || L(x g) = +oo.
keN

Dica: Note que

k ‘ i(k+1)t _ ikt in((k+ 1)t
Soem_t - sin(( _ 3) ),Vt € (0,2m),Vl € N.
et —1 sin(3)

iv) Prove que para cada t € [0,27] existe uma fungdo continua 2w—periddica cuja série de Fourier
Sef(t) = Zﬁsz sk(f)e™ ndo converge em t.

Exercicio 27 Seja (X, | - ||x) wm espago de Banach e sejam (Yo, | - ||lv,) espagos normados. Para cada
n €N, seja G, C L(X,Y,,) um subconjunto ilimitado de L(X,Y,). Prove que existe x € X tal que

sup [|[Tz|y, = oo,Vn € N.
TeG,

Exercicio 28 Sejam (X, |- ||x), (Y,]-|ly) e (Z,] - ||z) espagos normados. Considere (X XY, |- ||xxv)
onde |[(z,y)||xxy = l|lzllx + lylly e uma aplicagio bilinear B : X XY — Z.

i) Mostre que B é continua se existe C > 0 tal que

1B(z,y)llz < Cllzllxllylly,V(z,y) € X xY.

ii) Assuma que (X,| - ||x) € Banach e que as aplicagées X > x — B(z,y') e Y >y — B(a',y) sao
continuas para cada ¥’ € X ey €Y. Prove que B € continua.

Definicao 2 Se um espag¢o normado X contém uma sequéncia (e,) com a propriedade de que para todo
x € X existe uma sequéncia de escalares (ay,) tal que

|z — (aner + -+ - + anen)|| = 0, quando n — oo,

entio (e,) € chamada de base de Schauder para X. A série

oo
Tr = E ALEL
k=1

a qual tem a soma x € a expansao de x com respeito a base (ey,).

Defini¢ao 3 Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Uma transformac¢io T : X — Y € dita uma
isometria se para todo x,y € X temos que

Neste caso, dizemos que (X,dx) estpa imerso em (Y, dy).

Exercicio 29 (Completamento de Espacgos Metrlcos) Seja (X, dx) um espago métrico. Eziste um
espago métrico completo (X, d) e uma isometria T : X — X tal que T(X) ¢ denso em X. Além disso, o
espago X € tinico a menos de isometria.

Solucao 1 Roteiro:

i) Seja S o conjunto de todas as sequéncia de Cauchy em X. Defina () ~ (yn) < d(@pn,yn) — 0
quando n — oo. Prove que ~ é uma relagao de equivaléncia em X.

i) Seja (X,d) um espago métrico (z,), (y,) C X sequéncias de Cauchy em X e d,, = d(x,,yn) para
cada n € N. Entao (d,,) é¢ ma sequéncia de Cauchy em R.

iii) Seja (X, d) um espago métrico (z,,), (Yn), (zn) C X sequéncias de Cauchy em X. Suponhamos que
limy, s 00 d(@n, Yn) = 0 € limy, o0 d(Yn, 2n) = 0. Prove que lim, o d(zp, 2,) = 0.



iv)

Seja (X, d) um espago métrico (z,), (z)), (yn), (y,) C X sequéncias de Cauchy em X. Supo-
nhamos que lim, o d(2y,z)) = 0 e lim, o0 d(Yn,y,) = 0. Prove que lim, o0 d(Tpn,yn) =

limy, 00 d(),, 41).

Seja X=X / ~ o conjunto de todas as classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy em X via a

o~

relagdo ~. Prove que d(Z,y) = lim, 00 d(Xp, yn) esta bem definida (ndo depende do representante)
e que (X, d) é um espago métrico.

Paracadax € X sejaT : X — X dada por Tx = &, onde T é a classe de equivaléncia da sequéncia
z, = x para cada n € N. Prove que T estid bem definida e é uma isometria.

Mostre que T'(X) é denso em X.
Prove que (X, d) ¢ completo.

Seja (Y, J) um espago métrico completo e suponha que exista T : X — Y uma isometria tal que
T(X) é denso em Y. Mostre que Y e X sao isométricos.

Exercicio 30 Sejam X eY espacgos vetorias normados, T : X — Y wma transformagao linear continua.
Mostre que

IT|| =inf{c > 0: ||Tz|ly < c||z||x para todo x € X}
_ o 1Tl

zeX ||SUHX
z#0
= sup |[Tz|y

reX

llzll x=1
= sup |[Tz|y

zeX

llzllx <1
= sup |[Tz|y

X

S
llzllx <1

Exercicio 31 Prove que ¢, € isometricamente isomorfo ao espago o,

Exercicio 32 Considere /' xR com a norma |(z,s)|1 = ||x|[1+]s|. Prove que existe um homeomorfismo
linear entre ¢’ e £ x R.



