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6 Lista de Exercicios de Topologia

Professor: Victor Hugo Gonzalez Martinez
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. Seja X um espaco primeiro enumeravel e seja A C X um subconjunto nao vazio.

Mostre que z € A se e somente se existe uma sequéncia (x,,) em A tal que x,, — .

Seja X um espacgo primeiro enumeravel e seja F' C X um subconjunto nao vazio.
Mostre que F' é fechado se e somente se uma sequéncia (z,) em F converge para x
entao r € F.

Seja (x)),c, uma rede em um espago X. Prove que se z é um ponto de aderéncia para
uma subrede de (23),.,, entdo x é um ponto de aderéncia para (x),c,-

Seja [[,cg X+ 0 espaco produto com X; = R para todo t € R (HteR X, = RR). Seja
E C [],cg X¢ o subconjunto de todos os pontos & com coordenadas 0 ou 1, e x; =0
somente para finitos indices t. Seja z € [[,.x X¢ tal que z; = 0 para todo ¢ € R. Mostre
que z € E.

Seja X um conjunto infinito munido da topologia cofinita. Mostre que qualquer sub-
conjunto infinito de X é compacto.

Sejam 7 e 7' duas topologias compactas sobre um mesmo conjunto X. Mostre que ou
7 = 7' ou essas topologias nao sao comparaveis.

Descreva os subconjuntos compactos do plano de Moore T'.

Prove que uma uniao finita de conjuntos compactos é um conjunto compacto.
Encontre um exemplo de dois conjuntos compactos com intersecao nao compacta.
Em que condicoes uma intereseccao de conjuntos compactos é compacta?
Encontre um exemplo de subconjunto compacto que nao ¢é fechado.

Sejam A e B dois conjuntos compactos e disjuntos em um espago de Hausdorff X.
Mostre que existem abertos disjuntos V,U C X taisque AC V e BCU.

Sejam A e B subconjuntos disjuntos de um espaco regular X, com A compacto e B
fechado. Mostre que existem abertos disjuntos V,U C X taisque ACV e BCU.

Seja A x B um subconjunto compacto e W um subconjunto aberto do espago produto
X xY com Ax B C W. Prove que existem abertos U C X e V C Y tais que
AxBcCcUxVcW.
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Seja Y um espaco compacto Hausdorff. Mostre que uma funcao f : X — Y é continua
se e somente se seu grafico é fechado no produto X x Y. (Dica: use o Lema do Tubo).

Sejam A x B C U subconjuntos do espaco produto X x Y com U aberto. Se B é
compacto, prove que existe um aberto V C X talque Ax BCV xBCU

(Teorema da Categoria de Baire: caso compacto) Seja X um espago compacto Haus-
dorff e {A,}, .y uma colegao de conjuntos fechados e com interior vazio em X (con-
juntos magros). Mostre que (J, o An # X.

Um espago topologico X ¢ dito sequencialmente compacto se toda sequéncia em X
possui subsequéncia convergente.

a) Encontre um exemplo de espago compacto que nao é sequencialmente compacto.
(Dica: [0,1]%)

b) Encontre um exemplo de espaco sequencialmente compacto que nao é compacto.
(Dificil! Veja o livro do Willard)

Um espaco topologico X ¢é dito enumeravelmente compacto se toda sequéncia em X
possui um ponto de aderéncia.

a) Mostre que todo espago compacto é enumeravelmente compacto.

b) Prove que um espago 77 é enumeravelmente compacto se e somente se todo subcon-
junto infinito possui ponto de aderéncia.

c¢) Encontre um exemplo de espago compacto que nao é enumeravelmente compacto.
d) Mostre que um espaco primeiro enumeravel é sequencialmente compacto se e somente
se é enumeravelmente compacto.

Seja X um espaco metrizavel. Mostre que as seguintes sentencas sao equivalentes:

a) X é compacto.

b) X é sequencialmente compacto.

¢) X é enumeravelmente compacto.

Mostre que um espaco segundo enumeravel e 77 é sequencialmente compacto se e
somente se é compacto.

Seja [[,~, X,, um espago produto com cada X, sequencialmente compacto. Prove que
[12, X, é sequencialmente compacto.

Uma fungao continua f : X — Y ¢ dita prépria se é fechada e f~1(y) ¢ compacto em
X, para todo ponto y € Y.

a) Se f : X — Y é prépria e X é Hausdorff, mostre que o subespago f(X) C Y é
Hausdorft.

b) Se f: X — Y é prépria e X é regular, mostre que o subespago f(X) C Y é regular.
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Seja f : X — Y uma aplicagao quociente com X compacto Hausdorff. Prove que as
seguintes sentencas sao equivalentes:

a) Y é Hausdorff.
b) f é fechada.
c¢) o conjunto Ay = {(x1,22) : f (z1) = f (x2)} é fechado no produto X x X.

Mostre que se Y é compacto, entao a projecao m : X x Y — X é fechada.

Seja G um grupo topoldgico e sejam A, B C G subconjuntos fechados com B compacto.
Prove que AB é fechado em G. Mostre que AB nao é necessariamente fechado se B
nao for compacto.

Seja G um grupo topolégico e sejam K C U subconjuntos de G com K compacto e U
aberto. Mostre que existe uma vizinhanca V' da identidade em G tal que KV C U.

Seja G um grupo topoldgico, K C G um subconjunto compacto e U uma vizinhanca
da identidade em G. Mostre que existe uma vizinhanca V' da identidade tal que
gVg~t C U, para todo g € K.

Seja G um grupo topoldgico, g,h € G e A, B C GG. Prove as seguintes relagoes:

a) AB C AB.
b) A1 =A"".
c) gAh = gAh.

Se H C G ¢ um subgrupo de um grupo topolégico G, prove que Hé subgrupo de G;
além disso, se H é abeliano entao H é abeliano; se H é normal, entao H é normal.

Mostre que qualquer subgrupo aberto de um grupo topolégico é fechado.

Seja (M, d) um espago métrico e A C M um subconjunto nao vazio e limitado. O
diametro de A ¢ definido por diam(A) = sup, ,c4d(z,y). Se A é compacto, mostre
que diam(A) = d(a,b) para certos a,b € A.

Seja (M, d) um espago métrico e A C M um subconjunto nao vazio. Dado z € M e
e >0, defina d(z, A) = inf,cad(z,a) e B(A,e) = {x € M : d(x,A) < e}.

a) Mostre que a funcdo d4 : M — R, dada por d4(z) = d(x, A), é continua.

b) Prove que d(z, A) = 0 se e somente se x € A.

c) Mostre que B(A,e) = J,c4 B(a,¢).

d) Se A e B sao subconjuntos disjuntos de M, com A fechado e B compacto, mostre

que existe ¢ > 0 tal que B(A4,¢) N B(B,¢) = 0.

Dado um espago métrico (M,d), seja H(M) o conjunto de todos os subconjuntos
fechados e limitados de M. Dados A, B € H (M), defina o ntimero dy (A, B) por

acA beB

dyr(A, B) = max {Sup d(a, B),sup d(b, A)}

Prove que dy define uma métrica em H(M) (dy é conhecida como métrica de Haus-
dorff).
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Um espaco X é dito localmente compacto se cada ponto de X possui uma base de
vizinhancas compactas. Mostre que um espacgo de Hausdorff é localmente compacto se
e somente se cada ponto tem uma vizinhanca compacta.

Verifique que os espagos dos racionais Q e dos irracionais I nao sao localmente com-
pactos.

Prove quese f : X — Y é prépria e X é localmente compacto, entao f(Y) é localmente
compacto.

Prove que se f: X — Y é continua e aberta e X é localmente compacto, entao f(Y)
¢ localmente compacto.

Seja Y localmente compacto Hausdorff. Prove que uma funcao continua f: X — Y é
prépria se e somente se f~!(K) é compacto em X, para todo compacto K C Y.

Um espago topolégico é chamado continuo se é compacto, conexo e Hausdorff. Seja
{K)},cp uma rede de subconjuntos continuos em um espago topolégico X tal que
A1 > Ao implica K, C K),. Mostre que a intersecao ﬂkeA K, é um continuo.

Mostre que todo subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo.
Mostre que um subespaco completo de um espago métrico é fechado.

Seja (X, d) um espago métrico completo. Mostre que um subconjunto A C X é com-
pacto se e somente se A é fechado e totalmente limitado.

Prove que o completamento de um espaco métrico é inico, a menos de isometrias.

Seja (X, d) um espago métrico com métrica d nao necessariamente limitada. Defina

d(xz,y) = min{d(z,y), 1} para todos x,y € X.
a) Mostre que d é uma métrica limitada em X.
b) Verifique que d e d geram a mesma topologia sobre X .

c¢) Prove que (X, d) é completo se e somente se (X, d) é completo.

d(z,y)
1+d(z,y)

Seja (X, d) um espago métrico. Defina d*(z,y) =
o exercicio anterior para d*.

para todos x,y € X. Repita

Seja (Y,d) um espa¢o métrico com métrica limitada d. Dado um conjunto X, seja
YX 0 conjunto das funcoes f : X — Y. Para todo par f,g € YX, defina o ntimero

p(f,9) = sup,ex d(f(z), g(x)).

a) Mostre que p é uma métrica sobre Y (chamada métrica uniforme sobre Y* ).

b) Prove que se (Y, d) é completo, entao (YX , p) ¢ completo.

Sejam X um espago topoldgico e (Y, d) um espago métrico com métrica limitada d.
a) Mostre que o conjunto das fungoes continuas C'(X,Y’) é fechado em (YX ; p)

b) Prove que se (Y,d) é completo, entao (C(X,Y), p) é completo.
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Para cada p > 0 denote por [? o conjunto de todas as sequéncias (x,,) de nimeros reais
. , . o »
tais que a série >~ |z,|” converge.

a) Para p > 1 e (2,), (yn) € 17, defina d ((2,) , (yn)) = (3°°, |20 — ya|?)"?. Mostre
que d é uma métrica em [P.

b) Para 0 < p < 1 e (z,),(y,) € 1P, defina d (@), (Yn)) = D vy |20 — yn|”. Mostre
que d é uma métrica em [P.

Verifique que [? é um espaco métrico completo.

Um espago métrico (X,d) é dito uniformemente localmente compacto se existe um
nimero ¢ > 0 tal que toda e-bola em X tem fecho compacto. Prove que se X é
uniformemente localmente compacto, entao X é completo.

Sejam (X, d) e (Y,d') espagos métricos, com (Y,d’) completo. Suponha que A C X
e f: A — Y é uniformemente continua. Mostre que existe uma tUnica extensao
uniformemente continua f: A — Y de f.

(Teorema da intersegao de Cantor) Mostre que um espago métrico (X, d) é completo
se e somente se qualquer sequéncia decrescente F; D Fy D --- de conjuntos fechados
em X, comdiam (F},) — 0, possui interse¢ao nao vazia consistindo de um tnico ponto.

Seja (X, d) um espago métrico. Uma fungao f : X — X é chamada contracao se existe
um numero L > 0 tal que d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) para todos =,y € X. Mostre que
toda contragao é uniformemente continua.

(Teorema de Banach do Ponto Fixo das contragoes) Se (X, d) é um espago métrico
completo e f : X — X é uma contracao, mostre que f possui um unico ponto fixo

(f(x) = ).

Mostre que se h,h' : X — Y sado homotopicas e k, k' : Y — Z sao homotdpicas entao
koh ek oh' sao também homotépicas.

Sejam X e Y espagos dados; seja [X, Y] o conjunto de todas as classes de homotopias
de funcoes de X em Y.

a) Seja I = [0,1]. Mostre que para qualquer X, o conjunto [X, /] possui um tnico
elemento

b) Mostre que se Y é conexo por caminhos, o conjunto [/, Y] possui um tnico elemento.

Sejam x( e 1 dois pontos em um espago conexo por caminhos X. Mostre que m (X, z¢)
é abeliano se, e somente se, para todo par « e 8 de caminhos de zy a x1, temos & = 5.
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Um espaco X é dito contratil se a aplicacao identidade ix : X — X é homotodpica a
uma constante.

a) Mostre que os espagos I e R sao contrateis.
b) Mostre que um espago contratil é conexo por caminhos.

c) Mostre que se Y é contratil, entao para qualquer X, o conjunto [X, Y] tem um tinico
elemento.

d) Mostre que se X é contratil e Y é conexo por caminhos, entao [X, Y] tem um tinico
elemento.

Um subconjunto A C R”™ é dito estrelado se existe ag € A de forma que, dado qualquer
x € A o segmento de reta que liga ag a = estd inteiramente contido em A.

a) Encontre um conjunto estrelado que nao é convexo.

b) Mostre que se A é estrelado, A é simplesmente conexo.

Considere X um espago topoldgico. Seja a um caminho em X de zo a 21 e § um
caminho em X de x; a x5. Mostre que se v = a %  entao ¥ = & o .

Seja A C X; suponha que r : X — A é uma fungao continua tal que r(a) = a para todo
a € A. (Este tipo de aplicagao r é chamada de retracao de X sobre A.) Se ag € A,
mostre que

re s m (X, a0) = 71 (4, ap)

é sobrejetora.
Seja A um subespago de R"; seja h : (A4,a9) — (Y,y0). Mostre que se h pode ser

estendida a uma funcao continua de R"” em Y, entao h, é o homomorfismo trivial (ou
seja, é o homomorfismo que leva todo elemento no elemento neutro do grupo).

Mostre que se X é conexo por caminhos, o homomorfismo induzido por uma funcao
continua ¢é sempre independente do ponto base médulo tomar isomorfismos dos grupos
envolvidos. Mais precisamente, seja h : X — Y uma fungao continua, com h (x¢) = yo
e h(z1) = y1. Seja @ um caminho em X de zg a x1, e seja § = h o a. Mostre que

6 © (hxo)* = (hml)* © d

Seja G um grupo topoldgico com operacao e e elemento identidade xy. Seja (G, )
o conjunto de todos os lagos em G com ponto base xy. Se f,g € Q(G,xg), defina o
laco f ® g por:

(f@g)(s)=f(s)eg(s), 0<s<1
a) Mostre que com esta operagao €2 (G, zg) se torna um grupo.

b) Mostre que esta operagao induz uma operagao de grupo, que também denotaremos
por ®, em 7 (G, zp).

¢) Mostre que as duas operagoes * e ® em 7 (G, xg) sao iguais.

d) Mostre que m; (G, zg) é abeliano.
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Seja Y com a topologia discreta. Mostre que a projecao na primeira coordenada
p: X xY — X é uma aplicagao de recobrimento.

Seja p : E — B continua e sobrejetora. Suponha que U é um aberto de B que é
uniformemente recoberto por p. Mostre que se U é conexo, entdo a partigao de p~1(U)
em fatias é tnica.

Seja p : F — B uma aplicagao de recobrimento; seja B conexo. Mostre que se p~! (by)
tem k elementos para algum by € B entdao p~!(b) possui exatamente k elementos, para
todo b € B.

Seja p : F — B uma aplicagao de recobrimento, mostre que se B é Hausdorff, T3, T:%,
ou localmente compacto Hausdorff entao E também o é.

Prove que 7 (S') = Z enunciando com detalhes todos os resultados utilizados na
demonstracao.

Prove que m; (X X Y,z X yo) € isomorfo a m (X, zq) X m1 (Y, yo).

Determine:

a) mp (T?)

b) w1 (T") onde T™ := S x St x ... x S n vezes.

c¢) O grupo fundamental dos toros sélidos dados por (S' x B?) e S x S2.

Prove que se X e Y sdo homeomorfos e X é conexo por caminhos entao

7T1(X> = 7T1(Y>



