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Dé um exemplo de aplicacao continua, sobrejetora e fechada que nao é aberta.
Dé um exemplo de aplicacao quociente que nao é aberta nem fechada.
Mostre que qualquer composicao de aplicacoes quocientes é uma aplicagao quociente.

Considere o quadrado [0, 27] x [0, 27] e identifique cada ponto (0, z) com o ponto (27, x).
Mostre que o espago quociente resultante é homeomorfo ao cilindro S' x [0, 27]. (Dica:
estude a aplicagao p : [0, 27| x [0, 27r] — S' %[0, 27| dada por p(z,y) = ((cosz,senz),y))

Considere o quadrado [0, 27] x [0, 27]. Identifique cada ponto (0, x) com o ponto (27, x)
e cada ponto (z,0) com o ponto (z,27). Mostre que o espago quociente resultante é
homeomorfo ao 2 -toro S x S!. (Dica: estude a aplicacao p : [0, 2] x [0,27] — S! x S!
dada por p(z,y) = ((cosx,senx), (cosy,seny)))

Seja { X}, ca uma colegao de espacos topoldgicos. Para cada A € A, defina o conjunto
X; = {(z,\) : x € X)\} e considere a topologia induzida pela aplicacdo z € X —
(z,A) € X3 (X3 = X)). Defina a colegao 7 de subconjuntos de X = J,., X} por

T={U C X : UN XjJ é aberto em X3, para todo A € A}.

Mostre que 7 é uma topologia sobre X. O espaco (X, 7) é chamado de uniao disjunta

dos espagos X e ¢ denotado por ), XA(X +Y para o caso de apenas dois espagos
XeY).

Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : A — Y uma funcao continua definida em um
subespago fechado A de X. Para cada p € f(A), defina o conjunto A, = {p} U f~*(p).
Considere o espago quociente X 4 ;Y obtido a partir do colapso de A, na uniao disjunta
X +Y. Sejap: X+Y — X + Y aaplicagao quociente.

a) Mostre que p|y, ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem e p(Y') é fechado emX +,Y".

b) Prove que p[y, 4 ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem e p(X\A) é aberto em
X+ Y.
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Seja f : X — Y uma fungao continua. Mostre que existe uma aplicagao quociente
p: X — Z e uma funcao continua injetiva f : Z — Y tal que f = fop.

Seja {X1},cp, uma colecdo de espacos topoldgicos e fy : X — Y uma familia de
fungoes. Defina a colecao 7 de subconjuntos de Y por

T= {U CY : f;'(U) é aberto em Xy, para todo \ € A}

a) Mostre que 7 é uma topologia sobre Y.

b) Verifique que 7 é a maior topologia sobre Y que torna cada func¢do f continua; 7 é
chamada de topologia forte coinduzida pela familia de fungoes { fy}.

c¢) Considere Y com a topologia forte coinduzida pelas fungoes {f,}. Prove que uma
funcao g : Y — Z é continua se e somente se g o f, é continua, para todo A € A.

Mostre que todo espago metrizavel é de Hausdorff. Conclua que todo espaco Ty pseu-
dometrizavel é de Hausdorff.

Seja G um grupo algébrico com identidade e e seja U uma cole¢ao de subconjuntos de
G que satisfaz as seguintes propriedades:

a) e € U, para todo U € U.

b) para cada U € U, existe V € U tal que V2 C U.

c) para cada U € U, existe V € U tal que V=1 C U.

d) para cada U € U e g € G, existe V € U tal que gV C U.

e) para cada U €U e g € G, existe V € U tal que gV g~ C U.

f) para cada par U,V € U, existe W € U tal que W C U NV.

g) {e} =Nva U-

Para cada g € G, defina U, = {gU : U € U}. Mostre que U, ¢ um sistema de
vizinhangas de g para alguma topologia de Hausdorff sobre G. Com essa topologia,
mostre que as operacoes de produto (g,h) € GXG — gh € Geinversaiog € G — g ' €
G sao continuas. Essas propriedades torna G é um grupo topolégico (de Hausdorf).

Seja G um grupo topoldgico. Um subconjunto B C G é dito simétrico se B! = B.
Mostre que as vizinhancas simétricas da identidade de G formam uma base para as
vizinhangas de e.

Se H é um subgrupo de um grupo topolégico G, mostre que H também é subgrupo de

G.

Um espago topoldgico X é chamada de espago homogéneo se para todo par de pontos
x,y € X, existe um homeomorfismo h : X — X tal que h(x) = y. Seja G um grupo
topolégico e H C G um subgrupo de G. Denote por G/H o espago quociente das
classes laterais a esquerda de H em G.

a) Mostre que G/H é um espago homogéneo.
b) Mostre que a aplicagao quociente p : G — G/H é aberta.
c¢) Prove que G/H é Hausdorff se e somente se H é fechado em G.

d) Se H é normal e fechado, mostre que G/H é um grupo topoldgico.
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Descreva os grupos topoldgicos R!/Z! e R? /Z2.

Verifique que o plano radial, a reta de Sorgenfrey e o plano de Moore sao espacos de
Hausdorff.

Mostre que todo subespago de um espago Ty (77) é um espago Tp (T}).
Prove que um espacgo produto é Ty (T}) se e somente se cada fator é Ty (7).

Mostre que um espaco quociente de X é T} se e somente se cada classe de equivaléncia
define um subconjunto fechado de X.

Seja X um espaco topoldgico e defina a relagao x ~ y se e s6 se m = @

a) Mostre que ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre X e que o espaco quociente X/ ~
é 1.

b) Se X é pseudometrizavel, prove que X/ ~ é metrizavel.

Seja P (R™) o conjunto dos polinomios de n varidveis reais e defina a colecdo B =
{p71(0) : p € P(R™)} de subconjuntos de R™.

a) Mostre que B é uma base para conjuntos fechados de uma topologia sobre R". A
topologia gerada por B é chamada de topologia de Zariski.

b) Mostre que a topologia de Zariski é 77 mas nao Ts.

Seja X um espaco T;. Moster que um ponto xg € X é um ponto de acumulagao de
um subconjunto A de X se e somente se toda vizinhanca de xq intersecta A em um
conjunto infinito.

Um ponto ¢ € um ponto de condensacao de um subconjunto A de um espaco topologico
X se toda vizinhanca de z( intersecta A em um conjunto nao enumeravel. O conjunto
de todos os pontos de condensagao de A é denotado por A°. Mostre que se X é T}
entao A’ e A° sao subconjuntos fechados de X e A C A'.

Mostre que todo subespaco de um espaco regular é regular e que todo subespago de
um espago 13 é Ts.

Prove que um espago produto é regular se e somente se cada fator é regular.
Prove que um espaco produto é T3 se e somente se cada fator é T3.

Seja X um espaco 715 e seja f : X — Y uma funcao continua, sobrejetora, aberta e
fechada. Mostre que Y é Hausdorff. (Dica: verifique que o conjunto

A={(z1,22) € X X X : f(z1) = [ (22)}
é fechado em X x X)
Mostre que o espaco de Moore I' é Tychonoff.

Seja H um subgrupo fechado de um grupo topolégico G. Mostre que G/H é um
espago T3. Conclue que G é um espago T3 (lembre-se que estamos considerando grupos
topoldgicos de Hausdorff).
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Prove que todo grupo topolégico é um espago de Tychonoff.

Mostre que todo subespaco de um espaco completamente regular é completamente
regular e que todo subespaco de um espago de Tychonoff é um espaco de Tychonoff.

Prove que um espaco produto é completamente regular se e somente se cada fator é
completamente regular.

Prove que um espaco produto é Tychonoff se e somente se cada fator é Tychonoff.

Prove que todo subespaco fechado de um espaco normal é normal e que todo subespaco
fechado de um espaco Ty ¢é T}.

Mostre que a imagem de um espago normal (ou 7y ) por uma aplicacdo continua e
fechada é um espaco normal (respectivamente T} ).

Seja X o subespago de R? dado pela unido das retas y = 0 e y = 1. Identifique (z,0)
com (z, 1), para todo z # 0, e considere o espago quociente resultante Y. Prove que
X é Ty, a aplicacao quociente p : X — Y é aberta e Y nao é Hausdorff.



