Universidade Federal de Pernambuco - UFPE
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza - CCEN
Departamento de Matematica - DMAT

5% Lista de Exercicios de Topologia

Professor: Victor Hugo Gonzalez Martinez

10.
11.

12.

13.

14.

15.

. Verifique que todo espago ordenado é Ty.

Um espaco topoldgico X ¢é dito completamente normal se todo subespago de X ¢é
normal. Prove que X é completamente normal se e somente se para todo par de
subconjuntos A e B de X tais que AN B = AN B = (), existem subconjuntos abertos
e disjuntos U e V taisque ACU e BCV.

Mostre que todo espago métrico é completamente normal.

Um espaco X do tipo T} é chamado perfeitamente normal se para cada par de subcon-
juntos fechados e disjuntos A e B de X, existe uma fungao continua f : X — [0, 1] tal
que A= f71(0) e B= f~'(1). Mostre que um espago X é perfeitamente normal se e
somente se X é T e cada subconjunto fechado de X é um conjunto Gj.

Prove que todo espago métrico é perfeitamente normal.
Mostre que um subconjunto retraido de um espaco de Hausdorff é fechado.

Prove que um subconjunto A de um espaco X é um subconjunto retraido de X se e
somente se toda funcao continua f : A — Y admite uma extensao continua g : X — Y.

Mostre que a imagem continua e aberta de um espago primeiro (segundo) enumeravel
é primeiro (respec. segundo) enumerével.

. Verifique que todo subespaco de um espago primeiro (segundo) enumeravel é primeiro

(respec. segundo) enumeravel.
Um espago quociente de um espago segundo enumeravel é segundo enumeravel?

Prove que o espaco produto de espagos de Hausdorff é segundo enumeravel se e somente
se cada fator é segundo enumeravel e, exceto para uma quantidade enumeravel de, todos
os fatores sao espacos formados por apenas um ponto.

Prove que toda base para abertos de um espaco segundo enumeravel possui uma sub-
familia enumeravel que também é uma base.

Um espaco X é um espaco de Lindelof se toda cobertura aberta de X possui uma
subcobertura enumerdvel. Mostre que se X é um espacgo de Lindelof regular, entao X
¢é normal.

Encontre um exemplo de espago regular separavel que nao é normal.

Prove que um espago regular X ¢ de Lindelof se e somente se toda cobertura aberta C
de X admite uma subcolecao enumerdvel C' = {U, },, oy tal que U, .y Un = X.
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Se X é um espago segundo enumeravel, mostre que X é um espaco de Lindelof
separavel.

Seja X um espaco pseudometrizavel. Prove que as seguintes condigoes sao equivalentes:
a) X é segundo enumerével.

b) X é de Lindel6f.

c) X é separavel.
Mostre que imagem continua de espago de Lindelof é de Lindelof.
Prove que todo subespaco fechado de um espaco de Lindelof é de Lindelof.

Se X é um espaco de Lindelof, mostre que todo subconjunto nao enumeravel de X
possui um ponto de acumulagao.

Verifique que a imagem continua de um espaco separavel é separavel.
Mostre que todo subespago de um espaco métrico separavel é separavel.
Verifique que o plano radial é separavel, mas nao primeiro enumeravel nem Lindeldf.

Verifique que o plano de Moore T' é separavel e primeiro enumerdvel, mas nao ¢é de
Lindelof.

Mostre que qualquer conjunto infinito com a topologia cofinita é conexo.
Mostre que a reta de Sorgenfrey é desconexa.
Verifique que nenhum subconjunto enumeravel da reta R pode ser conexo.

Seja I C R um intervalo compacto. Prove que qualquer funcao continua f : I — [
possui um ponto fixo.

Use o Exercicio 28 para provar que qualquer funcao polinomial de grau impar tem
pelos menos uma raiz real.

Um espaco topolégico X é dito conexo por arcos se para qualquer par de pontos
x,y € X, existe uma fun¢ao continua e injetiva f : [0,1] — X tal que f(0) = z e
f(1) =y. Se X é Hausdorff, mostre que X é conexo por arcos se e somente se é conexo
por caminhos.

Mostre que o produto finito de espagos topoldgicos é conexo por caminhos se e somente
cada fator é conexo por caminhos.

Em um espaco topolégico X, defina a seguinte relacao: x ~ y se existe um caminho
conectando = a y.

a) Mostre que essa relagao é de equivaléncia (a classe de equivaléncia de x é chamada
de componente conexa por caminhos de z ).

b) Prove que X é localmente conexo por caminhos se e somente se cada componente
conexa por caminhos de cada conjunto aberto é aberta.

c¢) Conclua que se X ¢é localmente conexo por caminhos, entao cada componente conexa
por caminhos é um subconjunto aberto e fechado de X.
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Seja {A,} uma cole¢ao de subconjuntos conexos de um espago X. Se A C X é conexo
e AN Ay # (), para todo A\, mostre que B = AU |J Ay é conexo.

Um espaco X é dito totalmente desconexo se a componente conexa de cada ponto x de
X consiste somente de x. Mostre que se X é discreto entao X é totalmente desconexo.
Vale a reciproca?

Seja A um subconjunto de um espago X. Se B C X é um subconjunto conexo de X
que intersecta ambos A e X\ A, mostre que B deve intersectar a fronteira de A.

Seja A um subconjunto de um espaco X com interior e fronteira nao vazios. Se ambos
int(A) e fr(A) sao conexos, entdo A é conexo? Vale a reciproca? (dica: pense no
subconjunto do plano formado pela figura oito e seu interior)

Mostre que R¥ nao é conexo com a topologia box. (dica: mostre que o conjunto de
todas as sequéncias limitadas é aberto e fechado)

Considere R¥ com a topologia box. Mostre que duas sequéncias z,y € R“ estao em
uma mesma componente conexa se e somente se x — y é eventualmente zero.

Prove que a uniao de conjuntos conexos por caminhos com um ponto em comum é
conexa por caminhos.

Por qué R™ nao é homeomorfo a R™ se n > m 7
Se A C R™ é enumeravel, mostre que R™\ A é conexo por caminhos.

Mostre que qualquer subconjunto aberto e conexo de R™ é conexo por caminhos.



