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1 Lista de Exercicios de Topologia

Professor: Victor Hugo Gonzalez Martinez

1. Se A; C X para cada ¢ € I, prove as leis de De Morgan:

a) X\[JAi=x\4)

mxxﬁ&:uwvm

2. Seja f: X — Y uma funcao. Dados B C Y e B; C Y para cada i € I, prove que:

a) [ (U&) =Jr
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o) fY\B)=X\[f(B).

3. Seja f: X — Y uma funcao. Dados A C X e A; C Y para cada ¢ € I, prove que:

cwf<U&>=UfM»
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b) f (ﬂ Ai> - ﬂ f(A;), com igualdade se f for injetiva.

iel iel
c) f(X\A) CcY\ f(A), se f forinjetiva.
c) f(X\A) DY\ f(A), se f forsobrejetiva.

4. Dé um exemplo de uma fun¢do f : X — Y e conjuntos A;, Ay C X tais que f(A; N
Ag) # (A1) N f(A2).
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Dé um exemplo de uma fungdo f: X — Y e um conjunto A C X tal que f(X \ A) #
YA f(A).

Seja f: X — Y uma funcao. Dados A C X e B C Y, prove que:

a) AC f71(f(A)), com igualdade se f for injetiva;
b) f(f~'(B)) C B, com igualdade se f for sobrejetiva.

Dé um exemplo de uma aplicacao f : X — Y e um conjunto A C X tal que A #

fHf(A)).

Dé um exemplo de uma aplicacao f : X — Y e um conjunto B C Y tal que B #

fFH(B)).

Sejam f: X — Y eg:Y — X fungoes tais que go f(z) = z, para todo z € X. Mostre
que f é injetiva e g é sobrejetiva.

Prove que as seguintes fungoes sdo métricas em Cla,b] (onde Cla,b] denota o espago
das fungoes continuas f : [a,b] — R).

a) d(f,g) = sup{|f(z) — g(z)| : = € [a,0]};
b) d(f.g) = [, |f(x) — g(x)|dx.

Seja B um subconjunto fixado em um espaco topoldgico X. Defina f : P(X) — P(X)
por f(A) = AUB, se A # 0, e f(0) = (0. Verifique que f é uma operagao fecho
de Kuratowski e descreva os abertos da topologia associada. Quais sao as topologias
resultantes nos casos B=0 e B= X 7

Um subconjunto de R? é chamado radialmente aberto se contém um segmento de reta
aberto em cada direcao e em cada um de seus pontos. Mostre que a colecao dos
conjuntos radialmente abertos é uma topologia sobre R2. Essa topologia é chamada de
topologia radial e R? munido da topologia radial é chamado de plano radial. Compare
a topologia radial com a topologia usual de R2.

Seja X um conjunto e defina 7 = {F C X : X\F é enumerédvel ou F = (}. Mostre
que 7 é uma topologia sobre X.

Seja X um conjunto e defina 7 = {F C X : X\F é infinito, £ = § ou £ = X}.
Verifique se 7 é uma topologia sobre X.

Considere a colecao B de todos os intervalos semi-abertos [a,b) C R, com a < b. A
topologia sobre R gerada por B é chamada topologia do limite inferior. Mostre que
a topologia do limite inferior é estritamente mais fina do que topologia usual de R
(gerada pelos intervalos abertos).

Seja A C X e 7 uma topologia qualquer sobre X. Prove que 7/ = {UU (VN A) :
U,V € 7} é uma topologia sobre X. Essa topologia é chamada de extensao simples de
T sobre A.

Mostre que qualquer subconjunto fechado de R? é a fronteira de algum conjunto de
R2.
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Prove que 14 é o maior niimero possivel de conjuntos diferentes nas duas sequéncias
abaixo

A, AC AC ACC
- _ . =C
A A A A

P

(Dica: mostre que fe (int(fe(A))) = fe(A) para qualquer subconjunto A de um espago
topoldgico X.)

Um conjunto aberto A em um espaco topologico X é chamado de regularmente aberto
se A = int(fe(A)). Um subconjunto fechado F' C X é chamado de regularmente fechado
se F'=fe (int (F) ).

(a) Mostre que A é regularmente aberto se e somente se A” = X\ A é regularmente
fechado.

(b) Mostre que int (fe(A)) é regularmente aberto para qualquer subconjunto A C X.

(c¢) Prove que qualquer interseccao finita de conjuntos regularmente abertos é um
conjunto regularmente aberto.

(d) Prove que qualquer uniao finita de conjuntos regularmente fechados é um conjunto
regularmente fechado.

(e) Dé um exemplo de conjunto aberto na reta real R que nao é regularmente aberto.

Considere o espago X = {(x,y) € R? : 2? + y? = 1}U{(2,0) € R? : 0 < 2 < 1} munido
da topologia métrica gerada pela distancia euclidiana. Mostre que nesse espago métrico
a bola fechada pode nao coincidir com o fecho da bola aberta.

Dé um exemplo de uma sequéncia infinita de conjuntos fechados Fi, Fy,... em um
espaco topolégico X tal que |J,~, F,, ndo é um conjunto fechado.

Seja [ Jyep ) uma unido de conjuntos fechados de um espago métrico (X, d) tais que
d(F\, F\,) = inf{d(z,y) : x € F\,,y € F\,} > € sempre que \; # Ay, onde ¢ > 0 ¢é
um numero fixado. Mostre que (J,., Fi ¢ fechado. Isso contradiz o fato de a uniao de
fechados nao ser fechada em geral?

Mostre que a intersecao (), 7a de uma familia qualquer de topologias sobre X é uma
topologia sobre X. Mostre que (,., 7x ¢ a maior topologia sobre X contida em todas
TX-

Mostre por um exemplo que a uniao de duas topologias sobre X nao é necessariamente
uma topologia sobre X.

Dada uma familia {7)},., de topologias sobre X, mostre que existe uma topologia 7
sobre X mais fina do que 7, para todo A € A, e que 7 é a menor topologia satisfazendo
essa propriedade.
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Mostre que as topologias de R, e R nao sao comparaveis.
Considere as seguintes topologias em R:

T1 = a topologia usual.

T2 = a topologia de Ry.

T3 = a topologia dos complementos finitos.

T, = a topologia do limite superior, tendo todos os conjuntos (a, b] como base.

75 = a topologia tendo todos os conjuntos (—oo,a) = {z € R : z < a} como base.

Determine para cada uma destas topologias acima quais sao as outras que ela contém.

Sejam X = {a,b,c}, 1 = {0, X,{a},{a,b}} e o = {0, X,{a},{b,c}}. Encontre a
menor topologia sobre X contendo ambas 71 e 75 e a maior topologia contida em
ambas 7 e Ty.

Um subconjunto de um espago topolégico X é um conjunto G5 se é uma interseccao
enumeravel de conjuntos abertos e é um conjunto F, se ¢ uma uniao enumeravel de
conjuntos fechados. Prove os seguintes itens:

(a) O complementar de um conjunto G5 é um conjunto F,, e vice versa.

(b) Um conjunto F, pode ser escrito como a uniao de uma sequéncia crescente F; C
Fy C --- de conjuntos fechados.

(¢) Um conjunto G5 pode ser escrito como a intersecgao de uma sequéncia decrescente
Ay D Ay D --- de conjuntos abertos.

Mostre que todo conjunto fechado de um espago métrico (X,d) é um conjunto Gs.
(Dica: Se F' C X é fechado, defina A, = {x € X : d(F,z) < 1/n})

Prove que todo conjunto aberto de um espaco métrico é um conjunto Fj.

Mostre o conjunto dos ntimeros racionais @QQ é um conjunto F, em R.



