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• Parte I: Distribuições de Lévy
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  A variável aleatória y = (x1+...+xN)/N possui dist P(y) gaussiana...
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se: (i) N » 1
      (ii) xi estatisticamente independentes
      (iii) p(xi) com segundo momento finito
       ⇒ Teorema Central do Limite (TCL) (Laplace, 1810…)

     Porque dist gaussianas são tão comuns? 



E se o segundo momento de p(x) divergir?
TCL generalizado → dist de Lévy                                                                               
                                                                                (1937)
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Ex.:                            ⇒ μ ≥ 3 → P(y) gaussiana (TCL), α = 2  
                                   ⇒ 1 < μ < 3 → P(y) Lévy (TCLg), α = μ – 1

E se o segundo momento de p(x) divergir?
TCL generalizado → dist de Lévy                                                                               
                                                                                (1937)

Paul Lévy

Expansão: (lei de potência)

0 < α < 2
α = 1, β = 0: Cauchy-Lorentz
α = 2: gaussiana



• Parte III: Aplicações em Física Estatística 
e Fotônica



• Buscas aleatórias (“random search walks”)
Qual a estratégia mais eficiente que se deve adotar ao 
se buscar por sítios aleatoriamente distribuídos, quando 
se tem uma visão limitada (raio rv) do espaço de busca?
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• Buscas aleatórias (“random search walks”)
Qual a estratégia mais eficiente que se deve adotar ao 
se buscar por sítios aleatoriamente distribuídos, quando 
se tem uma visão limitada (raio rv) do espaço de busca?

sítios

rv
buscador

Eficiência da busca: 
η = número de sítios encontrados
          distância total percorrida

Estratégia ↔ p()d: probabilidade                     
de dar um passo de tamanho [, +d)

? ?



▪Buscas eficientes de Lévy: a máxima eficiência ocorre para μopt ≈ 2
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  μ → 1: longos passos
acesso a novas regiões

  μ → 3: pequenos passos
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tubarão atum bacalhau

tartaruga pinguim

(1 < μ < 3) (limite assintótico de  grandes) (dist de Pareto)

Dist de Lévy:    p() ∝ 
−μ

Sims et al., Nature (2008)... 

Aplicação: animal foraging



Aplicação: random lasers
Intensidades (Sharma et al, Fluct. Noise Lett. (2005)) ⇒ Lévy + truncagem exp



Aplicação: random lasers
Intensidades (Sharma et al, Fluct. Noise Lett. (2005)) ⇒ Lévy + truncagem exp

Modos EM:

Eq Langevin:

Eq Fokker-Planck:

desordem NL (χ(3)) ruído óptico 



Aplicação: random lasers
Intensidades (Sharma et al, Fluct. Noise Lett. (2005)) ⇒ Lévy + truncagem exp

P(I) Lévy-like: 
dist Izrailev generalizada



• Parte II: Vidros de spin



Vidros de spins magnéticos (‘spin glasses’)

Spins ‘congelam’ em direções aleatórias                     
a temperaturas T < Tf 

Ferromagnetismo Vidro de spins
(Adaptado de S. Sato et al, Symmetry 12, 1910 (2020))



Vidros de spins magnéticos (‘spin glasses’)

Spins ‘congelam’ em direções aleatórias                     
a temperaturas T < Tf 

Ingredientes: desordem + frustração

Ferromagnetismo Vidro de spins
(Adaptado de S. Sato et al, Symmetry 12, 1910 (2020))





Os primeiro vidros de spins eram metálicos.



Os primeiro vidros de spins eram metálicos.

Como explicar?



Ordem + ausência de frustração:

Ferromagnetismo (T < Tc):
M ≠ 0

Antiferromagnetismo (T < TN):
M = 0, mas Msub-rede ≠ 0



Ordem + ausência de frustração (T < Tc):

FM: J < 0

AF: J > 0

         F

  M



T > Tc: desordem térmica

Paramagnetismo: J < 0 ou J > 0, M = 0

F

  M



Desordem + frustração: Vidros de Spin
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Desordem + frustração: Vidros de Spin

Jij: RKKY, gaussiana, bimodal...

T < Tf: M = 0 & Msub-rede = 0 ⇒ parâmetro de ordem?

Ji

j

|ri – 
rj| Ji

j

P(Ji

j)

{Si}

         F



Vidros de Spin: teoria

Edwards e Anderson (J Phys F 1975):

Parâmetro de ordem:



Vidros de Spin: teoria

Edwards e Anderson (J Phys F 1975):

Sherrington e Kirkpatrick (PRL 1975):

Campo médio e “replica trick” (n réplicas de H):



Vidros de Spin: teoria

De Almeida e Thouless (J Phys A 1978): instabilidade da 

solução SK com campo magnético 
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Vidros de Spin: teoria
Parisi (PRL 1979): o modelo SK exibe fase VS com 
‘replica symmetry breaking’ (RSB)

RSB: réplicas preparadas identicamen-                               
te podem levar a medidas distintas {Si}
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Vidros de Spin: teoria
Parisi (PRL 1979): o modelo SK exibe fase VS com 
‘replica symmetry breaking’ (RSB)

RSB: réplicas preparadas identicamen-                               
te podem levar a medidas distintas

Parisi overlap parameter:
{Si}

         F

VS RSB
T < Tf

PM RS
T > Tf



Os primeiro vidros de spins eram metálicos.



Um Vidro de Spins descoberto no DF-UFPE
(Montenegro, Rezende, Coutinho-Filho, J Appl Phys 1988)

FexZn1-xF2  isolante
x = 1 → AF
x = 0.25 (≈ xp) → SG 

Termodinâmica, dinâmica, propriedades críticas.
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 desordem + frustração
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• Parte III: Aplicações em Física Estatística 
e Fotônica



Università di Roma “La Sapienza”

Giorgio Parisi



Vidros de spins 
magnéticos 

(1970’s)                             

Vidros de spins                  
fotônicos 

(2006...)                             
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- Lasers aleatórios: hamiltoniano com 
desordem?

- Vidros de spins fotônicos?
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    Laser convencional

Cavity

 Laser aleatório
 Gain 
medium

 Scatterers

 Photons

NL + 
desordem

Hamiltoniano VS 
magnético:

g(2), g(4): gaussianas

Hamiltoniano RL:
[Angelani et al, PRL (2006)...]



RL + RSB VS
ML +                         
RSB FM

Pré-laser + 
PM

(1/T)

(desordem)

Diagramas de fases
• T (magnetismo) ↔  P–1 (fotônica) 



Diagramas de fases
• T (magnetismo) ↔  P–1 (fotônica) 
• grau de desordem [variâncias das P(J) e P(g)]
• grau de NL [razão entre variâncias g(4)/g(2)] 

(i) T↑ / P↓: PM RS / IW RS                                                   
(“all modes oscillate independently and incoherently”)  

(ii) T↓ / P↑ & fraca desordem:                                                 
FM / ML [RS ou RSB (random bond FM)]                                                    
(“modes oscillate coherently with same phase                                                                                             
in a ML lasing regime”)

(iii) T↓ / P↑ & forte desordem: VS RSB / RL RSB                              
(“synchronous oscillation is frustrated; modes do not oscillate coherently in a trivial way,                                        
i.e., with same phase, but are nontrivially correlated”)

Teoria:                                               Experimento: 

RL + RSB VS
ML +                         
RSB FM

Pré-laser + 
PM

(1/T)

(desordem)



Primeiro laser aleatório com fase VS (Ghofraniha et al,                       
Nat Commun 2015): 2D T5OCx amorphous solid-state RL

VS RSB
P > Pth

PM RS
P < Pth



Segundo laser aleatório                                                                                             
com fase VS (Gomes et al,                                                                                                                              
Sci Rep 2016):                                                                                                                  
3D Nd+3-doped YBO3



Vidros de spins
     

Estatística de 
Lévy

     

Eventos 
extremos

     

Turbulência
     

Lasers      
aleatórios

     

?
     



Vidros de spins
     

Estatística de 
Lévy

     

Eventos 
extremos

     

Turbulência
     

Lasers      
aleatórios

     

?
     



     Primeira demonstração de turbulência e vidro de spin no mesmo sistema
      4 transições simultâneas: pré-laser/RL, Gauss/Lévy, normal/turbulento, PM/VS  

Coeficiente de correlação de Pearson: ambas as fases





www.nobelprize.org/uploads/2021/10/sciback_fy_en_21.pdf







“This special issue of Optics & Photonics News 
highlights the most exciting peer-reviewed optics 
research to have emerged in the past 12 months.” 

Optics & Photonics News – OSA



  Conclusões

- Física Estatística aplicada a caminhadas 
aleatórias de buscas eficientes e lasers aleatórios:
distribuições de Lévy e vidros de spins.

Agradecimentos: colaboradores, CNPq, CAPES, 
FACEPE.



Obrigado!









- Turbulência em fluidos (Kolmogorov, 1940’s):
- Escalas (hierarquias) de energia (eddies)
- Fluxo (‘cascata’) de energia entre escalas
- Flutuações no fluxo (intermitência)

Fotônica: dist 
incrementos de 
intensidades P(δI)

Fluidos: dist 
incrementos de 
velocidades P(δv)

- Gaussiana em grandes   
separações espaciais / temporais

- Não-gaussiana (heavy-tail) em 
pequenas separações

Turbulência em lasers aleatórios



▪ Nosso modelo:
               (x ≡ δI)

Excelente concordância teoria/experimento (Er-doped random fiber laser):

P < Pth: fase pré-laser não turbulenta 
              (gaussiana, N = 0)

P > Pth: fase RL turbulenta
 

     (stretched exp, N = 6)

heavy tailsgaussiana


