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1 Introducao

O estudo de calculo diferencial serve para abranger caracteristicas as quais envolvem
problemas cotidianos e estao imersas em meio académico. Nesse contexto, o estudo das
equacoes diferenciais ordinarias entra como uma alternativa vélida e eficiente para cons-
tituir um meio o qual possa integrar intimeros problemas de cunho biolégico, fisico e
cientifico.

Durante muito tempo, os matematicos estiveram mais focados em observar se a técnica
do célculo funcionava corretamente, sem necessariamente verificar o rigor existente no
desenvolvimento destes, o que originaram absurdos em alguns dos seus raciocinios, os
quais foram fundamentais para que, com o passar dos tempos, viessem a ser corrigidos e
construidos segundo uma fundamentagao légica e exata.

Inicialmente, Isaac Newton (1642-1727) trouxe o desenvolvimento do teorema binomial
como uma forte contribuicao para as exatas e, isto serviu de base para o calculo diferencial
segundo as formulacoes praticas da queda de objetos, originando assim a lei da gravitacao
universal, trazendo a ideia que uma matéria atrai outra a partir de uma forga proporcional
as suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre as mesmas.

As primeiras motivagoes em se desenvolver o estudo de derivadas e integrais vieram a
partir de exemplos praticos, no intuito de calcular comprimentos, areas e volumes conside-
rados e, a partir disso, as integrais foram consideradas como uma ferramenta fundamental
para tal objetivo, sendo estudadas a partir do somatério de partes das mesmas segundo
um ponto inicial e um ponto final, assim como as derivadas, que vieram segundo o estudos
dos pontos de méximo e minimo a partir da reta tangente das curvas.

Além de Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) formulou ideias elementares
sobre o Teorema Fundamental do Calculo e o uso da integral, a qual teve seu simbolo
derivado da palavra soma, além de ter sido o primeiro a trazer a notacao da equacao
diferencial, dada por Z—"’y", bem como por desenvolver os primeiros métodos de separacao
das variaveis, as reducgoes de equacoes separaveis e as equacoes diferenciais de primeira
ordem.

2 Equacoes diferenciais de primeira ordem

Definigcao 1. A forma geral das equagoes diferenciais ordindrias lineares de primeira
ordem pode ser representada pela equacao onde as funcgoes reais continuas p e ¢ sao
definidas no intervalo aberto (a,b) C R — R.

df
- = t t 1
T b+ o )
Em (1), tem-se que a fungao f(z), definida no intervalo (a,b), s6 é solugao desta se
df

for diferencidvel e satisfizer a respectiva equacao. A notagao % ¢ usada para designar a
derivada em relacao a variavel independente t. Além disso, deve-se obter a solucao geral
da equacao, a qual retina todas as solucgoes e a solucao do problema do valor inicial, a
qual terd uma tunica solugao, representada por: X (ty) = Xy, dado que tg € (a,b) e xq sdo

os dados iniciais.
Exemplo 1. A equacao de crescimento exponencial é representada por:
dx
yri
Esta equacdo apresenta como solucao geral os seus multiplos x(t) = ce* e a solugao do
PVI desta, é dada por X(t9)= X.

kzx. (2)



2.1 Equacgoes Separaveis

Correspondem as equagoes diferenciais, representada em (1), na forma:

dy _ f(z)
dr — g(y) ®)

em que f e g sao, respectivamente, fungoes continuas definidas em intervalos abertos
(a,b) — R e (¢,d) — R, com g(y) # 0.

Dada uma funcao y, definida no intervalo («,5) C (a,b) e y((o, 5) C (c,d), com
g(y(z)) # 0, pode-se afirmar que esta satisfaz para todo x C (a,b), com y(z) sendo uma
solucdo de (1). Contudo, as solugoes nao estao definidas para todo z onde o segundo
membro estd definido. Dessa forma, a relacao em (2) e (5) devem ser satisfeitas:

L) = i) (@)

Gly(x)) = F(z)+C (5)

Aplicando a regra da Cadeia e, levando-se em conta que C é uma constante arbitraria,
com F e G primitivas de f e g, e mondtonas, ou seja, preservam a relacao de ordem
existente, permitindo entdao obter solugdes em relagao & sua inversa, na forma y(z) =
G Y F(x)+C).

A partir disto, verifica-se que a relagdo G(y) = F(z) + C é expressa a partir de um
ponto (Xo, Yy) que a satisfaca e garanta a existéncia do intervalo aberto () contendo
Xy e uma funcgio de classe C!, y: (a,8) — R, e que também satisfaz a relacio, sendo
esta uma solucao da mesma. Isto pode ser visto pelo Teorema das Fungoes Implicitas,
dada uma sequéncia de pontos de R"™! os quais sdo escritos na forma (z,y), tal que
= (11,29, ,%,), com x € R"! ¢ y € R, havendo uma equagao f(z,y) = ¢ que define
implicitamente y como funcao de x.

2.2 Teorema das Funcoes Implicitas
Teorema 1. Dada a funcdo U — R de classe C*, k > 1 no aberto U C R"tY. Seja
(z0,y0) € U tal que f(zo,y0) = c e:
df
— 0 6
o) 7 (

Seja uma bola definida em B = (¢, d) e um intervalo determinado por: J = (yo—¢, yo+e€),
os quais seguem as propriedades de:

1) BxJcCUe

df

V(z,y) € BxJ

2) Para todo x € B, existe um tnico y = a(z) € J tal que f(z,y) = (z,a(x)) = c.

A funcdo a : B — J, assim definida é de classe C* e suas derivadas parciais, em
cada ponto x € B , podem ser definidas como:

da(zr) —g—fi(x, a(z))

o, U(r,a))

(8)
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3 Teorema da Existéncia e Unicidade

Teorema 2. Dado f : 2 — R, funcao continua definida num intervalo aberto {2 no
plano (z,y). Suponha que a derivada parcial em relacdo a segunda variavel, f, : Q@ — R
seja continua. Entdo, para cada (Xy, Yp), € 2, existem um intervalo aberto I contendo
Xp e uma unica funcao diferenciavel ® : I — R com (x, ®(z)), x € Q, para todo x € I,
que é solucao do problema de valor inicial, com:

y = f(z,y) (9)

y(wo) = Yo (10)

Lema 1. Seja f : © — R uma fungao continua do intervalo aberto €2 do plano (x,y).
Entao, uma fungao diferenciavel ® : I — R é uma solucao do PVI se e somente se for
uma solucao da equagao integral

y(@) = ot /xf(&y(S))ds, rel (11)

Dado (xg,y0) € P, deve-se tomar a e b positivos, em que: B = B(a, b, xo,v0) = {(z,y) :
|z — x| < ae|ly—yo| < b} esteja contido em 2. Como f é continua e B é compacto, ou
seja, f é limitado em B. Seja C o conjunto de todas as fungoes continuas ¢g : J, — R
tais que g(Xo) =Yp e [g(z) — Yo| < 0.

O espago métrico pode ser definido como um conjunto de pares (M, d), em que M
sao os conjuntos das métricas e d correspondem as distancias das mesmas entre funcoes
que compoem o conjunto M e, estas por sua vez podem conter elementos de quaisquer
formas, seja como nimeros e vetores ou até mesmo como aplicacoes das funcoes definidas
em M. A partir destes elementos, consideram-se os pontos fixos de Banch, que auxiliam
na compreensao do Teorema 2.

Teorema 3 (Teorema de Banach). Seja C' um espago métrico completo. Suponha que
¢ : C — C é uma contracao, isto é, existe uma constante 0 < K < 1, tal que

d(#(91), ¢(92)) < Kd(g1,92),V91,92 € C (12)

Demonstracao 1. Supondo que K: X — X é uma contracao, tal que K tem tinico ponto
fixo, pode-se afirmar que a partir de x5 € X, tem-se uma sequéncia X,, por:

Ty = k(l’o),xg = k(xl)ka(xO)a sy Ip = k(mn - 1) = kn(x(]) (13>
Pode-se afirmar que esta é uma sequéncia de Cauchy e, como p(xg, 1) = o, entao:
p(x1, 2) = p(K, x1), (K, 39) < Cp(21,20) = Co (14)

Por indugao, verifica-se que p(z,, z, — 1) =< C"0 e, a partir disso: C" — 0, quando
n — oo resulta em p(z1,z, — 1) — 0, com C" — 0, quando n — oo resulta em
p(xy,z, —1) — 0.

Como X é completo, tem-se que X,, converge para algum a € X, o que pode ser visto
a partir da continuidade de K, tal que: K(a) = limK(X,) = limX,, + 1 = a. Assim, a é
ponto fixo.

Quanto a unicidade, pode-se verificar que, dados x e y € X, tem-se que K(x)= x e
K(y)=y. Entao:

p(e,y) = p(K(x), K(y)) < Cp(x,y) = (1= C)p(z,y) <0 (15)
Como (1 —=C) > 0e p(z,y) > 0. Logo, p(z,y) = 0, o que resulta em x = y. O

>



No intuito de se aplicar (12) ao problema, deve-se verificar se ¢ é uma contracao, o
que se pode verificar a partir da relacao

X

|6(91)(2) — ¢(g2) () [(5,91(s)) = [ (5, 9a(s))ds]] (16)

| =|
Xo

A fim de se estimar o integrando no segundo membro de (14), serd utilizado o lema a
seguir.

Lema 2. Seja f : 2 — R uma fungao continua definida num intervalo aberto 2 do
plano (z,y) e a derivada parcial f, : & — R seja também continua. Como a funcao é
lipschtziana, com a constante K > 0 tal que:

|f(x,y1) - f(xva)l < K(ylayQ)av(w7y1)7 (l‘,yg) € (17)

Demonstragao 2. Seja 2 a fronteira representada por 2= min(x,y) € Q: dist((x,y,a) <
a). Com isso, devem ser analisados ambos os casos em que o intervalo é satisfeito.

No caso de |y1 —y2| < « e, este contém o segmento 717z contido em K, pode-se verificar
pelo Teorema do Valor Médio, que existe um ¢ no segmento, e que é representado por:

flxy) = fle,yge) = fyl@,0) (g — v2) (18)

em que se verifica que o estd no segmento em (18) e y; > yo. De forma anal6ga, pode-se
afirmar que:
M = max|fy(x,y)| : (xay) €K

E, dessa forma, pelo TVM, conclui-se que:

|f(z,y1) = f(z,92)] < (v1,92) (19)
Caso seja considerado que |y; — ya| > a, pode-se afirmar que:

My = maz|f(z,y)| : (z,y) € K
Assim, pode-se concluir que a relagao abaixo é satisfeita:

|f(oy1) — f(o,y2)| < [f ()] + [f(7,92)| < 2May < 2Molyy — ol /o

Com isso, pode-se verificar que K = max{M,2Ms/c}
Dessa forma, como observado em (11) e pelo Lema 2, conclui-se que:

[9(91)(x) — d(g2)(2)| < K| . [91(s) — g2(s)|ds| < Kad(g1, g2) (20)
Com isso:
d(¢(g1), ¢(g2)) < Kad(g1, g2). (21)

Logo, ¢ é contracao se Ka < 1, tomando como base que a < % e o intervalo é: [ =

(Xo —a, Xy +a). O

Lema 3. Seja 7y[a, b] o espago métrico das fungoes continuas definidas no intervalo fechado
[a, b], definidas pela métrica: d(f1, fo) = max|fi(z) — fo(z)|z € [a,b] Entdo, v[a,b] é um
espaco métrico completo.



Demonstracao 3. Seja X,, uma sequéncia de Cauchy para o espago métrico. Entao:

Vr € [a,b] — max |f,(x) — fu(x) = 0|, m,n— oo (22)

Em particular, dado um ponto X, arbitrario em [a,b], tem-se que: mazx|f,,(zo) —
fa(zo)| =0

Logo, fn(Xo) também é uma sequéncia de Cauchy em R e, como R é completo, tem-
se que tal sequéncia converge para f(Xy). Como X, é arbitrario, a mesma convergira
pontualmente para uma funcao f, convergindo de forma uniforme.

Dado € > 0,3N € N;|fin(2) — fu(x)| = § para m,n > N e para x €[a,b].

Com isso, para m — oo, tem-se que:

€ €
n— = < Jm<Jn a
fo=5 < fn < fats

fa=5<f<fut

l\)lm
(NN e

[Fal@) = f@) < 5 < e.Va € [a,] (23)

Contudo, precisa-se verificar que f pertence a 7[a,b] e, levando-se em conta que f,, é
uma funcao continua e a partir disso, pode-se obter que:
|f(x) = fzo)| < |f(x) = ful@)| + | fulx) = fulzo)| + [ fu(z) + f(x)|
|f(x) = flzo)| < [f (@) = ful@)| + [fu@) = falzo)| + [fu(z) + f@)| <5+ 5+ 5=¢
a

Portanto, f é continua em [a,b]. O

Lema 4. (Lema de Gronwall) Sejam «, 5 e v fungoes continuas definidas em um intervalo

(a,b) tais que 5 >0 e
x) + /I B(s)v(s)ds. (24)

Entao
/ B(s)a(s)els Fwdugg (25)
Em particular se a(x) = K = constante, temos
o(x) < KeboB(s)ds (26)
Demonstragao 4. Seja w(z) = [ f(s)o(s)ds Entao w'(z) = S(x)o(x). E dai, conside-

O

rando 5 > 0 por (24),
W'(z) < Bz)a(z) + Bz)w(z)
w'(z) — Bx)w(z) < B(z)a(z)

Ao se multiplicarem ambos os lados por e~ B(z), onde B'(x) = ((z), pode-se obter
[w(z)e PO < B(x)a(z)e P

onde B'(z) = p(x). Dai se segue



zo

e finalmente

o(z) < afz) + B® /xﬁ(s)a(s)e_B(s)ds

o que implica (25). A verificacdo de (26) torna-se imediata utilizando e, considerando-se
a(x) = K, percebe-se que

—d

J3 Bwdu
5 (e )

B(s)el B(u)du =
Seja T'(s) = e~ Js FWdu entao

o(z) < K+ K/Iﬁ(s)efsw Aludvgs — K + K(T(z) — T(x0)

o(x) < K + K(—ele #wde _ (el 5Bw)duy

Dai, com isso:
o(z) < Keleo P)s

O

Corolario 1. Se f(z,y) = a(x)y+ B(x), onde o e /3 sao fungoes continuas em (a,b), entao
as solugoes de (3.5) estao definidas em todo o intervalo (a,b).

Teorema 4. (Dependéncia Continua) Considerando as mesmas hipdteses do Teorema 3,
se Yy e 1y sdo solugoes de (3.5) definidas em um intervalo compacto [xg, z1], entao existe
K > 0 tal que

|11 (z) — ()] < W1 (o) — tha(zo)|e™ (x — mp), Va € [0, 71]

Demonstragao 5. Seja wy C w um aberto que contenha os graficos de v e ¥y. Como

W () — () = (@) — F, @),
segue por integracao que
1 () — ala) = 1 (w0) — a(z0) + / (s, 00(5)) — F(s, a(s)))ds.

Pelo Lema 2, pode-se tomar K > 0 tal que

Y1(r) — o(x) < Pi(zo) — Palz0) + /xKWh(S) —1ba(s))|ds.

[]

Corolario 2. Seja vo(x) uma solugdo do Lema 4 definida em um intervalo compacto
comum [zg, 1] e seja uma sequéncia de condigoes iniciais Y;, convergindo para Yy = 7o(xo).
Entao as solugoes 7, correspondentes a

/

Y = f(2,y)y(xo) = Yn (27)

também estao definidas no intervalo [y, y1] para n grande, e 7, — 7 uniformemente
neste intervalo.



Demonstracao 6. Por hipdtese, tem-se que, dado € > 0 existe n € N tal que, se n > N,
entao
Y, — Yo| <€

Considere wy uma vizinhanca de 7y, entre [xg, z1] com amplitude v. Escolhendo-se

Entao, AN € N tal que Vn > N, tem-se

= 0] <

771 ’70 €k<x1 o I())
1V — Yole®(z1 — 20) < A

E, pelo teorema 4, pode-se concluir que

|7 — Yo| < AVz € [xq, 4]

Portanto, por definicao, tem-se que Y,, — Y uniformemente. O

4 Equacoes diferenciais de segunda ordem

Defini¢ao 2. Sejam p,q, f : (a,b) — R fungoes continuas num intervalo aberto (a,b), o
qual corresponde a semireta t < 0 ou toda a reta —oo <t< oo. Considerando a equacao
de segunda ordem:

dx dx

TP+ a(0)(t) = (1) (28)

Deve-se estudar a solugao geral e a solugao do problemas de valor inicial de (28), dados:

z(tg) = o (29)
dz
(o) =0 (30)

Teorema 5. Se p, g e f s@o fungdes continuas em (a,b), entdo o problema de valor inicial
(28)-(30) tem uma, e somente uma solugao definida em todo o intervalo (a,b).

Demonstragao 7. Deve-se passar a equagao para um sistema de introducao de variaveis:

xq(t) = z(t)

_dx

A partir disso, é possivel obter o sistema e a respectiva condi¢ao inicial:

dl’l —
a7
dx
d—; = —qr; —pry+ f
Il(O) = X9
ZL’Q(O) = 9.



Pela equacao homogénea, pode-se verificar os problemas de valor inicial, em que cada
um dos conjuntos de dados iniciais tem uma tnica solu¢ao, dado que ty € (a,b).

dx dx
E—i—pa—kqxzo (31)
@ =0 (34)
to
de g (35)
to

A equacdo acima admite ¢ : (a,b) — R como solugao do PVI em (31). Seja ¢y :
(a,b) — R a solugdo do PVI em (33-35) e ¢ : (a,b) — R a solugao do PVI em (31-35).
Isso é representado por qualquer funcao na forma:

B(t) = 1¢1(t) + azda(t). (36)

Em que aq e oy sao as constantes arbitrarias e uma solucao da equacao diferencial, o que
> b1 )

precisa a linearidade da equagao (31) a partir de uma combinacao linear das solugdes e,

consequentemente, na sua solugao, a qual é uma solugao geral de (31).

Definigao 3. Duas fungoes ¢, ¢s : (a,b) — R sdo linearmente dependentes se existe
uma constante k tal que ¢o(t) = k¢, (t)Vt € (a,b)

Definigao 4. Duas fungoes (¢; e ¢3) sao linearmente independentes se a condigao:
a1 (t) + aae(t) = 0,Vt € (a,b), (37)
implicar que a; = ap =0

Defini¢ao 5. Dadas duas fungoes diferenciaveis ¢1, ¢o : (a,b) — R. O seguinte deter-
minante é chamado de Wronskiano das funcoes ¢ e ¢».

¢1(t)  @alt)
¢1(t) ¢2(t)’ (38)

As nocgoes podem ser expressas para fungoes diferenciaveis e estao ligadas com o de-
terminante Wronskiano.

W[¢1, ¢2](t) =

Lema 5. Sejam ¢y, ¢ : (a,b) — R duas fungoes diferencidveis cujo Wronskiano é
diferente de zero em um ponto ty € (a,b). Entao ¢; e ¢ sao linearmente independentes.

Demonstracgao 8. Supondo-se por absurdo que ¢; e ¢5 sejam linearmente dependentes.
Entao, existem constantes o e ap em que uma destas é nao-nula, dado que:

Q101 (t) + &2¢2(t) =0,Vt e (CL, b) (39)

Pela derivacao, e considerando que t = ty, ha o sistema cujo determinante é equivalente
a W¢1,02](t,), sendo este nao-nulo por hipdtese. Consequentemente, a3 = ay = 0, e isto
se torna uma contradi¢ao. Entretanto, tal reciproca é véalida para a classe de solugoes da
equagao (31). O
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Teorema 6. Sejam ¢; e ¢y solugoes de (31). Entao, elas sdo linearmente independentes
se e somente se seu Wronskiano for nao-nulo em um ponto ¢y € (a,b). Além disso, se o
Wronskiano for diferente de zero em um ponto ty, entao ele é diferente de zero em todos
os demais pontos de (a,b).

Demonstracao 9. Deve-se verificar que o Wronskiano ¢é diferente de zero em todos os
pontos de (a,b). Fixando ty € (a, b) e provando que W1, ¢o](t9) # 0, tem-se que hd uma
solugao (o, ap) nao trivial.

Se a fungao ¢(t) = ayé1(t) + azps(t) possui uma solucao de (31) e, dado que ¢(ty)=0,
pelo Teorema 5, implica que ¢(t) = 0,Vt € (a,b). Contudo, torna-se absurdo, pois ¢; e
¢o sao linearmente dependentes. O

4.1 Teorema de Abel-Liouville

Teorema 7 (Teorema de Abel-Liouville). Sejam ¢1,¢s : (a,b) — R duas solugdes de
(31). Entao:

W(t) = W(to)e_f*to p(s)ds (40)
onde tg € (a,b) e o wrosnkiano de ¢1(t) e ¢o(t) é uma solugao de (31).

Demonstracao 10. Deve-se derivar a expressao do Wroskiano de (31), em que:

¢1(1) ¢2(t)'
P1(t)  @h(t)

W(t) = ¢1(t)d5(t) — ¢1(t)da(t)

W(t) =

W(t) = ¢+ d1(t) P5(1) + ¢a(t)
¢+ Y (t)  @h(t) + ()W (1) = ¢ (£)P5(t) + P (t) — Pida — ¢ ()P (1)
A partir disso, e levando-se em conta que ¢;(t) e ¢o(t) sdo solugoes de (31), pode-se obter
a relacao:
W'(t) = —p(t)W(¢) (41)
W+ p()W = ¢1(t) b (t) — &1 (t)d2(t) + p() (61 (1) o (t) — &1 () ba(t))
W'+ p(OW = ¢1(t)(d5(1) + p(t)d5(t)) — @2(8)(#7(2) + p(t)d1(2).

Retomando de acordo com (31), pode-se concluir que:

1) +p()¢1(t) + a(t) i (t) =
Py (t) + p(t)or(t) = ()dh()
5 () + ()3 (t) + a(t)a(t) =
5(t) + p(t)a(t) = —q(t)da(t )-
Assim, por (41), verifica-se que:
W'+ p(t)W = ¢1(t)q(t)da(t) + d2()q(t)d1 ().
]

Corolario 3. Dadas ¢1(t) e ¢a(t) solugdes de (31) e W(t) o wronskiano destas, tem-se
que se W(ty)=0 para algum ty, entao W(t)=0, Vto € (a,b). Por (41), tem-se que W(¢y)=0
satisfaz ao problema de valor inicial, o qual existe e tem solucao tnica. Dessa forma,

Y, W (t) = 0.

Corolario 4. As solugoes ¢1(t) e ¢o(t) de (31) s@o linearmente independentes se e somente
se Vt, W (t) # 0.
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4.2 Métodos de obtencao de solucoes
4.2.1 Variacao dos parametros

Supondo a equacao nao homogénea (31), deve-se verificar que qualquer combinagao
linear de x1(t) e x2(t) também é uma solucao de (31), sendo esta uma solugao particular,
representada por

w(t) = a1 (t)1(t) + aa(t)Pa(t) (42)

Seja um par 11 e Yo de solugoes linearmente independentes, deve-se buscar fungoes para
que se encontre uma solucao de (31). Pela derivada em (42), pode-se obter uma relagao

para (31).
z(t) = a1 (D) (t) + ca(t)ia(t), (43)
l’/ = Oélwll + @Qwé + Oéllwl + Oéé’tbg. (44)

Supondo que a dependéncia foi suprimida, no intuito de simplificar a notacao presente,
tem-se, sem perda de generalidade, que:

a1 + agtpy = 0.
Logo:
o' = any + iy, (45)
2" = ar )y + aghy 4+ A4 + agy, (46)

¢ uma solucao de (42). Pela derviagao de (42), é possivel obter uma solucao para x(t),
em que:

Ay +ahy = f
Para obter o) e o}, deve ser feita a relacao:
ay = —fio/Walh = fihi /W (47)
Tem-se que W é o Wrosnkiano de 17 e 15, 0 que é analdgo para se obter a; e as.
4.2.2 Equacgoes lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes

Seja a equagao, com p e ¢ constantes
2" + px’ + qx = 0. (48)

Tem-se que as solugoes de (48) sao definidas em toda a reta, em que estas sdo representadas
na forma z(t) = e*, dado que X é tido como um parametro a determinar. Se x(t) for
solugao de (48), pode-se substituir na equagao:

MMt + phett + gett = 0,

N+ pA+q=0,

sendo esta a equacdo caracterfstica de (48), representada pela forma e* com funcoes

correspondentes as suas solugoes encontradas. Neste método, podem ser considerados
trés casos, os quais servem para encontrar solugoes da equagao, de acordo com o sinal do

12



discriminante presente. Assim, supondo sem perda de generalidade, que: p* — 4¢, podem
se verificar cada um destes. Se p? — 4¢ > 0, hd duas raizes distintas:

p  [p2
M=-—D 4 /B
1=y T

p D2
Ao=—=4+4/2 —q.
2 2+ 5 q

Tendo entdo, as solugoes: x1(t) = et e 2,(t) = e*t, sendo ambas linearmente indepen-

dentes. Se p? — 4q = 0, tem-se que \ = —£ e hd apenas uma solugao:
t
x1(t) = 6_%. (49)

Caso se queira encontrar uma nova solucao, ¢ usado o método de reducao da ordem, para
buscar outra solu¢ao na forma

2(t) = u(t)z (1)

e, esta pode ser substituida em (48), em que, supondo uw’=v:

ulx] + prl + qrq] + u'xy + ' (pry +227) =0

/

v+ (p+ QE)’U =0.
L1

Diante de tal raciocinio, pode-se verificar que hd uma solugao em (49), e assim:

vV=0—v=c

u=ct+c.
Entao, qualquer fungao da forma (ct + ¢)z1(t) é solucao de (48), com ¢ e ¢’ constantes.
Com isso, tem-se que:
—pt
To(t) = te >

Se p? — 4¢g < 0, ha duas raizes complexas conjugadas, representadas por:

Al = —u + v,
Ao = —u — 10,

P

U=z,

2

¢ 1

= =g — p2
v 5 q—p

Assim, as solugoes sao:

To(t) = e e ™

Pela linearidade de (48), pode-se afirmar que:

P1(t) = %[56’1(15) + x9(t)] = e “cosvt

Po(t) = %[Sﬁ(t) + x9(t)] = e “senut,

também sao solugoes de (48), em que e’ = cosf + isenf, V0 € R. O wronskiano é uma
alternativa valida a se trabalhar em cada um dos casos citados, tendo em vista que, além
de encontrar as solugoes destes, também mostra que estes sao linearmente independentes.

20
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4.2.3 Redugao da Ordem de uma EDO

Dada uma solu¢ao ¢.(a,b) — R da equagao diferencial
"+ p(t)x+q(t)r =0 (50)

tem-se que p,q : (a,b) — R sao fungoes continuas e ha o objetivo de se encontrar uma
segunda solugdo na forma: ¢9(t) = u(t)p1(t), com u(t) sendo uma fungdo a determinar.
Pode-se supor, sem perda de generalidade que, ao trocar x por ¢, em (50) e se v=u’,
pode-se encontrar

v+ (p+ Qﬁ)v = 0. (51)
h1

Assim, hd uma equagao diferencial linear de primeira ordem, com ¢ (t) # 0. Se ¢;(t) = 0,
deve-se verificar a equagao por partes, resolvendo-se a partir de (51), pode-se obter:

o(t) = ge—P(t)

com c constante, u’=v e P(t) uma primitiva de p(t),

u(t) =c / %@)Qe—%)dt.

Assim, pode-se concluir que uma solugao valida para esta é representada por

1
¢1(t)

Oo(t) = i1 (t)/ 2e_P(t)alt. (52)

4.2.4 Método dos coeficientes a determinar

E utilizado para equacoes lineares com coeficientes constantes, no intuito de nao de-
terminar uma solu¢ao particular a partir do tipo da funcao f(t) e com seus respectivos
coeficientes a ser determinados. Supondo p e q constantes, pode-se afirmar que:

" 4+ pr' 4+ qx = f(t). (53)

O método nao envolve integragdes, e busca determinar a solugdo particular de (53), a
depender de qual seja o tipo da fungdo f(t), levando-se em conta os seus coeficientes b; a
serem determinados. Considere

f(t) =ag+a; + ...+ ant”

X,(t) = bo + b1t + ... + but".

O termo em X, (¢) pode ser expandido para as solucoes particulares existentes, sendo estas
apresentadas por
fit) = 2" + p2’ + qx

fa(t) = 2" + px’ + qx.

Assim:
e fi(t) + cafo(t) = 2 4 pa' + qu.

14



Com isso, em (53), podem ser encontradas os coeficientes das poténcias exponenciais, senos
ou cossenos a partir dos sistemas algébricos utilizados e, posteriormente, determinando-se
os coeficientes existentes. Dessa forma, pode-se supor, sem perda de generalidade:

ft) = e

X, (t) = be™.
Assim, {(t) pode ser:
f(t) = cos(tp),

ou entao

f(t) = sen(tpB)

X,(t) = by cos(tB) + be cos(tf)
Ao se expandir os termos, pode-se verificar que
f(t) = (ag + art + ... + a,t™)e' cos(tB)
ou

f(t) = (ap + art + ... + a,t™)e“sen(tB)

X, (t) = (by + byt + ... + byt™)e' cos(tf) + (co + 1t + ... + cut™)esen(tf).
Caso algum termo de X, seja solucao de (53), deve-se observar se hd alguma solucao
particular desta e, se houver, a mesma deve assumir a forma t*X,(¢).
4.2.5 Equagao de Euler-Cauchy

Dada a equacao, com a e b constantes:
t* 2" + ata’ + br = f(t). (54)

Tem-se que, a partir de (54), torna-se possivel obter duas solugoes linearmente indepen-
dentes da equacao homogénea associada:

22" 4 ata’ + br = 0. (55)

Neste caso, hd um método eficiente para tratar as solucdes em (54) na forma x(t)=t*,
sendo A um parametro qualquer a determinar. Como em (54), pode-se encontrar:

AN = D2 at M bt = 0.
Isso torna-se suficiente para obter a equacao do segundo grau:
M4 (a—1DA+b=0.

Segundo o sinal do discriminante A\, pode-se encontrar solugoes possiveis para trés casos
diferentes. Se suas raizes forem reais e distintas, entao:

(a—1)% —4b > 0,

a—1 a—1

A = —
! 2+(2

15



a—1 (a—l
2 2

Assim, ¢1(t) =t} e ¢o(t) = t3 sao as duas solucoes de (54). Se for satisfeita a condicao:

)2 — b,

(a—1)% —4b =0,

ha apenas um valor de A e consequentemente, uma unica solugao de (54), dada por:

(i—a)
2 .

¢1(t) =t
Caso se queira obter uma segunda solugao, pode ser usado o método de redugao da ordem
da equagao, sendo este na forma: ¢o = u¢y, representado pela expressao em (52):

dot) =t 2" /t“—lt—“dt —¢2" Int.
Quando as raizes forem conjugadas, tem-se a equacao na forma:
(a—1)* —4b < 0.

Com as raizes complexas conjugadas na forma:

A1 = p+ v,
Ay = p — v,

l1-a
M= 5

[ a—12
= b — .
v + 5

Assim, apds serem encontrados os valores de A\j,\a,1 € v, pode-se encontrar que: ¥ (t) =
tht'v e y(t) = t't v sdo duas solugoes LI de (54), contudo envolvendo apenas niimeros
reais, representadas por: ¢, (t) = tfcos(vint) e ¢o(t) = t#sin(vint). No outro método,
pode-se introduzir uma nova variavel independente s, a partir da relagao e® = ¢, com a
expressao: y(s) = z(e®). A partir de y(s), podem ser obtidas as derivadas primeira e
segunda, em que:

y(s) = x(e”),

y'(s) = a'(e”)e’
y//(s) _ .27”(68)625 + x/(es)es_

Dessa forma, pode-se verificar a equagao linear de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes, representada por

y' + (a—1)y' + by = 0. (56)
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4.2.6 Método das séries de poténcias

Sejam os coficientes p(t) e q(t), assim como f(t) sao fun¢oes analiticas, pode-se afirmar
pela equagao

o+ p(t)a’ + q(t)r = f(t) (57)

As fungoes estao definidas no intervalo (to-p,to+p), junto as solugoes de (57), estando
todas definidas neste. O método de séries de poténcias é muito 1til para obter solugoes
do tipo:

p(t) =3 palt = to)". (58)

(59)

O fato pode ser utiizado como uma empressao analéga para x(t).

2(t) = Xn(t —to)". (60)

Neste método, pode-se verificar que os coeficientes X, em (60) sao determinados de acordo
com as séries de poténcias em (57) e seus respectivos coeficientes das poténcias de t devem
ser igualados, a fim de se obter um sistema infinito de equagoes lineares algébricas para
coeficientes X,,, o que pode ser obtido pela recursao em termos de Xy e X, com todas as
solugoes X,, Vn > 2.

Demonstracao 11. Ao se desenvolver a relacao em (59), pode-se verificar que o termo
geral da sequéncia serd dado por: Y p,(t —to), com um expoente de nimeros naturais
junto & um numero real fixo, na forma: n+r. Assim

p(t) = pult —to)"
n=0
isto é,

p(t) = an(t - to)nM =po(z — x0)" + p1(z — $1)T+1 + pa(z — 902)T+2-

n=0

Destaca-se que a série de poténcias, se estiver centrada em zero, assume a forma:
o
p(t) = pa(t)" = po + p17 + paa”.
n=0

O raio de convergéncia R ¢é convergente se |R — Ry| > 0 e |[R — Ry| < 0. Se R=0, a
série converge apenas para X = X e se R=00, tem-se que a série converge para todo x.
O conjunto de valores para os quais a série é convergente é o intervalo de convergéncia,
representado por I=(Xg — 7, Xo + 7). O
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5 Aplicacoes

5.1 Modelos populacionais
5.1.1 Modelo Malthusiano

Desenvolvido em 1798 por T.R.Malthus, teve como base a aplicagdo em populagoes e
os meios de sobrevivéncia, segundo a ideia de que ambos cresciam em razao geométrica e
aritmética, respectivamente. A populacao viria a ser controlada conforme a existéncia de
epidemias ou adversidades as quais poderiam reduzi-la. Seu modelo é expresso por

p=pA (61)
p(t) = p(to)e(t — to) (62)

5.1.2 Modelo de Verhulst

Desenvolvido em 1834 por Verhulst, serviu como modelo para se estudar a dinamica
de populacoes na Bélgica e Franca, levando-se em conta a diferenca entre as taxas de
natalidade e mortalidade, em que foi levada em conta o fato da existéncia de alguns
mecanismos para que houvesse o controle do crescimento da populagao. Tal modelo é
expresso por

P = (a—bp)p (63)

5.2 Equacoes autonomas

As equagobes expressas na forma
a' = f(z) (64)

sao chamadas de autonomas, onde a funcao f depende somente de x e nao da variavel
correspondente. Em (62) e (63), hé dois exemplos de modelos que utilizam as mesmas,
tendo como base o fato de que, se x(t) é solugao de (64), entdao y(t)= x(t+c), com c
constante e também solugao de (64).

¥ = f(z) (65)

Supondo que h& existéncia e unicidade para a solucao do problema, pode-se afirmar que
x(t) é solucao de (66) se e somente se y = x(t + tg) é solugao de

' = f(x) (67)
z(0) = xg (68)

Dessa forma, em equagoes autonomas, pode-se considerar apenas condigoes iniciais em
que tg = 0.

Definigao 6. Se T é um zero de f, isto é, f(Z)= 0, entdao x(t) = T é solugao de (64) e
¢ chamada de solugao de equilibrio ou estacionaria e o ponto ¥ é chamado de ponto de

equilibrio ou singularidade. Por exemplo, T e T = { sdo pontos de equilibrio de (64).

Definicao 7. Um ponto de equilibrio T é estavel, se dado € > 0, existe o > 0, tal que para

|zg — x| < o, a solu¢ao do problema de valor inicial em (68) ¢é tal que |z(t) — 7 < oVt < 0.

Um ponto de equilibrio T é asintoticamente estavel, se for estavel e se existir a > 0 tal

que lim; o 2(t) = T quando |xy — Z| < a. Um ponto de equilibrio que nao ¢ estavel
a

¢ chamado de instavel. Por exemplo, T = § ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente

estavel de (64) e T = 0 é um ponto de equilibrio instével.
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Teorema 8. Seja T um ponto de equilibrio de (64) com f de classe C!. Entao, f(Z) < 0
implica que T é assintoticamente estavel e f'(Z) > 0 implica que T é instavel.

Demonstragao 12. Pela variacao de x(t)-7:

©alt) =) = 2(a(t) ~ T’ = 2a(t) 7 [ (x(1)

o que se torna equivalente, pelo Teorema do Valor Médio:

2((t) = )[f(2(t)) — F(@)] = 2(x(t) — )" (a(t))

com «(t) sendo um valor entre x(t) e T. Mas, se {'(Z < 0), entdo, pela continuidade de
f’, existem 5 > Oec > 0 tais que f'(x) < 8 < 0 para |z — T| < 0. Logo, se para algum
to, a solugao x(t) de (64) é tal que | X (tg) — T| < o, segue-se que w(t) = (x(t) — T)* é
decrescente para t < to. Além disso, temos

d

—w(t) > —aw(t),Vt > to.

dt
Dessa forma, w(t) < ce™™, o que implica que z(t) — T quando t — oo. O resultado é
analégo para f'(T) > 0. O

5.3 Mecanica Newtoniana

A contribuicao de Isaac Newton para o campo da fisica esteve diretamente relacionada
ao movimento dos corpos, buscando também trazer informacoes a respeito da trajetoria de
asteroides e surgimento das marés e, para isto, as equagoes diferenciais foram fundamentais
para a explicacao dos fenomenos naturais. Na primeira lei de Newton, tem-se a inércia,
que trata sobre os corpos permanecerem em seu estado de movimento retilineo, ou de
repouso, exceto se houver a acao de forcas que possam deslocd-lo. Na segunda lei de
Newton, ha uma relacao mais direta a respeito do uso de equagoes diferenciais como uma
aplicacao, na qual a mudanca de movimento é proporcional a forca motora imprimida e
¢ produzida na direcao de linha reta na qual aquela forca é aplicada.

Exemplo 2. Supondo um corpo de massa m em queda livre e, a partir desta, busca-se
encontrar as forcas que nele atuam. Dessa forma, vemos que as forcas peso e normal, as
quais atuam em sentidos opostos, com isso:

ma = F,

ma:ZF

ma = mg — kv

v
m— =mg — kv

dt
m@—i—kv:mg
dt

dv k
a—i-av:g

Assim, com a mudanca de varidveis, pode-se encontrar uma equacao diferencial linear de
) s ) s
primeira ordem, expressa na forma

dy

%+P(l‘)y=f($)
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Logo, pelo calculo do fator integrante, tem-se:
u(t) = el m

u(t) = el m
kt dv kt K kt

em— +em—y =€emq
m

dt

d, w Kt
e%v :/efrfgdt

Kt I m
emv=g-—mem + C
k
Kt m ke
emv=g—em + (C
k
m ket —kt
v=g—emem +(
k
m —kt
v=g—+Cem
k
Na terceira lei de Newton, tem-se que ao se aplicar uma for¢a num corpo, o mesmo
também aplica outra forga, ou seja, a acao e reagao, respectivamente, ambas com mesmo
modulo e direcao, e sentidos opostos. Além disso, pode-se destacar a respeito da lei do
resfriamento de Newton, que trata sobre a variacao de temperatura num corpo por perda
de calor para o meio ambiente, considerando se a temperatura T for a mesma em todo
o corpo e depender apenas do tempo t, ou se é constante com o tempo, e permanece
a mesma em todo o meio ambiente. O fluxo de calor através das paredes do corpo é
proporcional a diferenga entre as temperaturas do meio ambiente, expresso por

drT

dt
onde k é uma constante positiva que dependende das propriedades fisicas do corpo em
questao e, levando-se em conta de que o calor flui da fonte quente para fonte fria, por
isso T' > T,, logo ha a tendéncia de que T decresca. Caso contrario, se T' < T,, entao ‘fj—f
cresce e o corpo esta se aquecendo. O estudo foi realizado por Newton a partir do estudo

segundo uma bola de metal aquecida.

—k(T = T,) (69)

5.4 Campos vetoriais

Definigao 8. Um campo vetorial F é uma aplicacao I :  — R3 de um aberto Q do
espago R? nele préprio. Geometricamente, pode-se imaginar que a cada ponto (x,y,z) de
Q2 estd ligado um vetor F(x,y,z).

Um campo F : Q@ — R3 é chamado campo gradiente se existir uma funcao dife-
renciavel V :  — R tal que gradV = F. O campo escalar V é chamado um potencial
do campo F, e diz-se também que F deriva de um potencial.

Coroldrio 5. Seja F': Q — R? um campo gradiente continuo em 2 C R? cujo potencial
¢ V. Seja a(t) = (x(t),y(t),2(t)),t € [a,b] um caminho diferencidvel em . Entao, a
integral de linha de F ao longo do caminho o depende apenas dos pontos inicial e final
de a:

/F = V(x(b),y(b), (b)) = V(x(a),y(a), 2(a)). (70)
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Corolério 6. Se I : Q — R3 é um campo gradiente continuo em Q C R3 entao

/F:O

para qualquer caminho fechado a em (2.

Definigao 9. Um conjunto  C R? é simplesmente conexo se qualquer funcao continua
~ definida no circulo unitério

vi{la,y)a® +y* =1} — Q,
pode ser estendida continuamente ao disco, isto é, existe 4’ continua
7 Al y) et +yt <1 —

tal que ' (z,y) = v(z,y) se 22 +y? = 1.

5.5 Leis de Kepler

O astronomo alemao Johannes Kepler estudou os movimentos das érbitas planetarias,
trazendo forte contribuicao a mecanica celeste, bem como por introduzir um conceito o
qual rompeu com a ideia anteriormente proposta pelo grego Aristoteles, de que a Terra
movia-se em érbitas circulares. A partir de seus estudos, divulgados em um artigo, Kepler
trouxe como contribuicoes diversas dos conceitos que serviram de base para os estudos
futuros, bem como elencou de forma detalhada como ocorreu tal processo, sendo estas as
leis de Kepler:

e Primeira lei de Kepler: A observacao de que os planetas moviam-se em &rbitas
elipticas em torno do Sol, que estava num dos focos;

e Segunda lei de Kepler: O raio vetor 7 que liga planetas ao Sol descreve dreas em
intervalos de tempos iguais;

e Terceira lei de Kepler: Os quadrados dos periodos de revolucao sao proporcionais
aos cubos das distancias médias do Sol, isto é, T? = ka®, em que k é uma constante
de proporcionalidade.

As leis de Kepler, de base heliocéntrica, receberam criticas da época e chegaram a ser
muitas vezes contestada por fisicos da época, que durante anos nao conseguiram verificar
seu modelo, o qual considerava o vacuo como sendo o outro foco utilizado pelo estudo,
que estava posicionado a determinada distancia do Sol, o que trouxe diversas duvidas
de fisicos da época, os quais contestavam sobre a veracidade do mesmo. Sua obra foi
publicada em 1738 e, as demonstragoes destas tinham base em férmulas as quais foram
realizadas a partir de demonstracoes em equagoes diferenciais.

Demonstracao 13. Na primeira lei de Kepler, a lei de Orbitas Elipticas, foi estabelecida
a ideia de que o planeta é uma particula e, teve como fundamento a férmula da gravitagao
universal
Mm
F=-G a (71)

r2

Com isso, dado que a massa do planeta é constante, e considerando-se a segunda lei de

Newton, tem-se que:

Mm
5T

mi = —G
-
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Assim:

mr?0 =0
Dessa forma, pode-se considerar a conservacao do momento angular

mr?i + 2mri = 0

d 9
%[mTH—O
mr20 =1
g 1
dt — mr?
dX dXdf
dt - de dt
dX 1 dX
dt  omr? df
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