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RESUMO

Neste trabalho, vamos considerar a equacao de Kawahara, uma equacao de quinta
ordem do tipo Korteweg-de Vries, em um intervalo limitado. O primeiro resultado diz
respeito a boa colocacao em espacos L? com peso. Para demonstrarmos o resultado de boa
colocacao utilizaremos uma versao geral do Teorema de Lax-Milgram. Com este resultado
em maos, iremos provar dois resultados de controle. Primeiro, se a regiao de controle for
uma vizinhanga do ponto final sera estabelecido um resultado controlabilidade exata em
espacos L? com peso. Também mostraremos que a equacdo de Kawahara é controlavel
por regioes em espagos de Sobolev padrao, a chamada controlabilidade regional, isto é, a
solugao é exatamente controlada na parte esquerda do complemento da regiao de controle
e controlavel a zero na parte direita do complemento da regiao de controle. Por fim,
com o desenvolvimento deste trabalho, algumas questoes foram surgindo naturalmente
que podem ser vistas como propostas de estudos no futuro, como controlabilidade da
equacao de Kawahara em dominio ilimitado, ou ainda em dominio limitado mas usando

uma proposta diferente, como a de Faminskii.

Palavras-chave: equacao de Kawahara; controlabilidade nula; controlabilidade exata;

controlabilidade regional; teorema de Lax-Milgram; espacos de Sobolev com peso.



ABSTRACT

We will consider the Kawahara equation, a fifth order Korteweg-de Vries type
equation, posed on a bounded interval. The first result is related about the well-posedness
in a weighted L?-space, which one we used a general version of the Lax-Milgram Theorem
to show this result. With respect the control problem, we prove two results. First, if the
control region is a neighborhood of the right endpoint, an exact controllability result in
a weighted L?-space is established. Second, we will show that the Kawahara equation is
controllable by regions on L? Sobolev spaces, the so-called regional controllability, that
is, the state function is exact controlled on the left part of the complement of the control
region and null controlled on the right part of the complement of the control region.
Finally, with the development of this work, some questions have arisen naturally that can
be seen as proposals for future studies, such as controllability of the Kawahara equation
in an unlimited domain, or even in a limited domain but using a different proposal, such

as Faminskii’s .

Keywords: Kawahara equation; null controllability; exact controllability; regional con-

trollability; Lax-Milgram theorem; weighted Sobolev space.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho trataremos a boa colocagao e controlabilidade da equacao de Kawahara
em espacos de Sobolev com peso. Contudo, inicialmente, abordaremos o contexto histé-
rico da equagao de Korteweg-de Vries (KdV), até chegarmos na origem da equagio que
aqui estudaremos. Por fim, faremos uma exposicao simplificada da teoria de controle,

evidenciando apenas resultados essenciais do trabalho.

1.1 Revisao histoérica

Em 1834, John Scott Russell, um engenheiro naval escocés, estava observando o
Canal da Uniado, na Escocia, quando inesperadamente testemunhou um fenémeno fisico
muito especial que ele chamou de onda de translagao [57]. Ele viu uma onda especifica
viajando por esse canal sem perder sua forma ou velocidade, e ficou tao fascinado por
esse evento que concentrou sua atengao nesse tipo de fendmeno por varios anos e pediu a
comunidade matematica que encontrasse um modelo matematico especifico para descrevé-

lo. Mais precisamente, suas palavras foram:

"Eu estava observando o movimento de um barco que foi rapidamente puzado ao
longo de um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco parou subitamente - nao
que a massa de agua no canal foi posta em movimento; ela se acumulou ao redor da proa da
embarcagcao em um estado de agitacao violenta, e entao repentinamente a deixou para trds,
e avangou para frente com grande velocidade, assumindo a forma de uma elevagdo solitdria
larga, um monte de dgua arredondado, suave e bem definido, que continuou seu curso ao
longo do canal, aparentemente, sem mudanga de forma ou diminuicdio de velocidade. Eu
a sequi a cavalo e a ultrapassei quando ela ainda se movia a uma velocidade de cerca de
oito ou nove milhas por hora, preservando sua figura original com cerca de dezoito metros
de comprimento e um pé a um pé e meio de altura. Sua altura diminuiu gradualmente e,
apos uma persequicio de uma ou duas milhas, perdi-a nos ventos do canal. Tal foi, no
més de agosto de 1834, a minha primeira chance de visualizar aquele fenomeno singular

”»

e belo que chamei de Onda de Translagao...

Russell ficou fascinado com sua descoberta, a ponto de ndo apenas construir tan-
ques de ondas d’agua em sua casa, mas também fazer pesquisas praticas e tedricas sobre
esses tipos de ondas. Seus experimentos, conhecidos como "The wave line system of hull
construction”, consistiam em elevar uma &area do fluido atras de um obstaculo e depois
removeé-lo para que uma longa onda, em forma de pilha, se propagasse pelo canal. Seus es-
tudos revolucionaram a arquitetura naval no século XIX, e ele recebeu a medalha de ouro

da Sociedade Real de Edimburgo por seu trabalho em 1837. Os experimentos de Russell
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contradiziam conjecturas fisicas importantes como a teoria das ondas de agua de G. B.
Airy [2], na qual a onda viajante nao poderia existir porque ela eventualmente modificava
sua velocidade e forma, a Teoria de G. G. Stokes [61], onde ondas de amplitude finita e
de forma fixa eram possiveis, mas apenas em aguas profundas e em forma periddica. No

entanto, Stokes estava ciente do estado inacabado da teoria de Russell:

" a opiniao do Sr. Russell que a onda solitiria é um fendmeno sui generis.
Seus experimentos parecem tornar esta conclusio provdvel. Caso esteja correto, o cardter

analitico de uma onda solitdria continua pode vir a ser descoberto.”

Consequentemente, para convencer a comunidade fisica, Scott Russell desafiou a
comunidade matematica a provar teoricamente a existéncia do fendmeno que ele testemu-

nhou:

"Tendo verificado que ninguém havia consequido prever o fenomeno que me atrevi a
chamar de onda da translagao, (...) ndo era de se supor que, depois que sua existéncia fosse
descoberta e seus fenomenos determinados, nao seriam feitos esforcos ... para mostrar
como deveria ter sido previsto a partir das equagoes gerais conhecidas do movimento
dos fluidos. Em outras palavras, agora caberd ao matemdtico prever a descoberta apos a

ocorréncia, ou seja, dar uma demonstracao a priori a posteriori.”

Varios pesquisadores aceitaram o desafio de Russell. O primeiro a responder foi o
francés Joseph Boussinesq [10], um fisico-matemético que obteve resultados importantes
em 1871. Em 1876, o fisico inglés Lord Rayleigh obteve um resultado diferente [54], e em
1895 os matematicos holandeses D. J. Korteweg e seu aluno G. de Vries deram o tltimo
resultado significativo do século XIX [42]. De fato, Boussinesq considerou um modelo
de ondas longas, incompressiveis e sem rotacao em um canal raso com seciao transversal
retangular, negligenciando o atrito ao longo da fronteira, e obteve a equagao

Ph . 0%h 9 <2h2 H a2h>

2 AL H7o%h
T9952 \2m T 3 o

e =~ g (11)

onde (t, ) sdo as coordenadas de uma particula fluida no momento ¢, h é a amplitude da

onda, H ¢é a altura da agua em equilibrio e g ¢ a constante gravitacional.

Rayleigh considerou, independentemente, o mesmo fenémeno e acrescentou a hi-
pétese da existéncia de uma onda estacionaria desaparecendo no infinito. Ele considerou
apenas dependéncia espacial e capturou o comportamento desejado na equacao

on\> 3

com hg sendo a crista da onda e os outros parametros definidos como anteriormente. Esta

equacao tem uma solucao explicita dada por

| 3h
h (x) = hgsech? ( 4H(:)3x) :
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Em 1876, Rayleigh escreveu em seu artigo [54]:

"Ultimamente, tenho visto um livro de memorias de J. Boussinesq, Comptes Ren-
dus, Vol. LXXII, no qual estd contida uma teoria da onda solitdria muito semelhante a
deste artigo. Portanto, tanto quanto nossos resultados sao comuns, o crédito de prioridade

pertence, € claro, a J. Boussinesq."

Em 1895, surgiu o famoso artigo de dois cientistas holandeses, Diederik Korteweg e
Gustav de Vries, que relata uma modelagem matematica essencial sobre Ondas Solitarias

observado por Russell. A forma original da equacao principal do artigo é:

2[( + om+ 5%) ,

onde 7 é a elevagao da superficie de liquido sobre o seu nivel de equilibrio [ > 0, a > 0
é uma constante relacionada ao movimento uniforme (propucao linear) do liquido, g > 0
¢é a constante de gravidade e § = —3 — ﬂ é a constante relacionada as forcas capilares do

tensor 1" e da densidade p, Constante e p081tlva.

Podemos dizer que tais equagoes que descrevem os movimentos de ondas, sao uma
das mais familiares nas quais os efeitos dispersivos estao presentes. De modo simples,
podemos dizer que a dispersao de uma onda é o fenémeno no qual a velocidade de onda
depende da sua amplitude (ou na frequéncia, no caso de um envelope de ondas), veja [26]

ou [45] para mais detalhes.

Com a importancia da equagao KdV detalhada anteriormente, vamos agora apre-

sentar um outro sistema dispersivo muito interessante. O sistema dado por:

w4 [(1 4 au)w], — %wmx =0,

Uy + Wy + QW — Sw,y =0,

(1.3)

descreve a propagacao unilateral das ondas dispersivas na superficie de um liquido e foi
descoberto por Boussinesq. Sua deducao pode ser encontrada em [4] ou [6]. Fisicamente,
as variaveis redimensionadas u e w estao relacionadas a amplitude e comprimento de
onda, respectivamente. A fim de obter um modelo mateméatico mais relevante em termos
de o e # e a0 mesmo tempo mantendo a propagacao em um tunico sentido, considerou-
se algumas mudancas de varidaveis em (1.3) e obteve-se duas equagoes que modelam a

propagacao unidimensional de ondas longas com pequenas amplitudes, a saber

Up + Uy + %auux + gumm =0 KdV,
Uy + Uy + %auuw + gumt =0 BBM.

A primeira das equagoes é a equacao de Korteweg-de Vries (KdV) e a segunda
¢ a BBM, em homenagem aos matematicos Benjamim, Bona e Mahony, para detalhes
veja [4], [6], [7] ou [9].
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Para analise matematica, é conveniente modificar os termos « e 3 relacionados a
amplitude méxima e comprimento de onda, respectivamente. Para isto, podemos fazer

o= % e = 6. Assim, podemos reescrever as equacoes KdV e BBM como

Up + Uy + Uy + Uy = 0 KdV,
Up + Uy + Uy + Uggr = 0 BBM.

Existem varios artigos que estudam diversos aspectos dessas equacgoes, dentre eles pode-
mos destacar [7,9,24,27,39,40,44, 45,52, 55, 56] e, mais recentemente, em [17], Coclite
e di Ruvo provaram a boa colocagao das solugoes classicas para o problema de Cauchy

associadas a equacao do tipo Kawahara—Korteweg—de Vries.

No que diz respeito as equacoes do tipo Kawahara—Korteweg—de Vries em 1972,
Takuji Kawahara, em seu artigo [38] "Oscillatory Solitary Waves in Dispersive Media',
generalizou a equagao KdV, denominada equacdo de Kawahara ou equagdo KdV gene-
ralizada. Equacgoes diferenciais dispersivas de quinta ordem descrevem a propagacao de
ondas de pequenas amplitudes em uma dimensao. Problemas relacionados a fluidos e fi-
sica de plasmas sao, em geral, formulagoes fisicas que sao representadas pela equacao de

Kawahara, que pode ser escrita como

3

Tal equacao difere da KdV por possuir um termo a mais, a derivada de quinta ordem.
Uma, dentre muitas, das formulacoes da equagao de Kawahara foi desenvolvida através
do modelo que estuda ondas de gravidade capilar em um canal de comprimento longo e

de fundo plano veja [37] e [58] (ver figura).

Figura 1 — O problema onda-agua

0 - T

Q () 2

Fonte: Capistrano Filho (2010)

Para tal estudo considera-se um fluxo irrotacional de um fluido viscoso incompres-
sivel em um canal "infinitamente" longo de profundidade fixa com fundo impermeével sob

a influéncia da gravidade e tensao superficial.

O interesse de estudar problemas de valores iniciais e de contorno da equacao de

Kawahara foi iniciado em [21], [22], [39] e [45]. Contudo, é importante destacar que os
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métodos para estudo de tais problemas, nas equacgoes de KdV e Kawahara, diferem-se
entre si por pelo menos dois tipos de problemas: problemas colocados em um quarto
do plano [8,19,28,62] e problemas de valores iniciais e de fronteira sobre um intervalo

finito [3,5,14,15,29,43], que é o caso que atrai o interesse neste trabalho.

A partir de agora estaremos concentrados em estudar problemas de boa colocacao
e controle para equacao de Kawahara. Provaremos que usando as técnicas desenvolvidas
em [13], resultados de boa colocagao e controle sao verificados, ou seja, incorporando um

termo forcante f na equacgao, a saber,
U + Up + Ugzz — Uggaar + vty = f,  t€[0,T], z €0, L], (1.4)

com condigoes de contorno apropriadas. Nosso principal objetivo é verificar se ha solugoes
em espagos de Sobolev com peso, e se é possivel forcar que as solugdes de (1.4) tenham
certas propriedades desejadas, escolhendo uma entrada de controle apropriada f. Vamos

considerar o seguinte problema de controle:

Dado um estado inicial ug e um estado final uy em um determinado espaco, é possivel en-
contrar uma fungao controle f tal que a equagdo (1.4) admita uma solugdo u satisfazendo

u(0,z) =up e u(T,z) = uy?
1.2 Controlabilidade para EDPs: métodos utilizados

Estamos interessados em obter resultados de controlabilidade para sistemas go-
vernados por equacgoes diferenciais parciais (EDPs) do tipo dispersiva (intuitivamente,
uma EDP ¢ dispersiva se suas solugoes ondulatérias se espalham no espago a medida
que o tempo varia, quando nenhuma condigao inicial de fronteira é imposta). Iremos
neste trabalho estudar um dos principais problemas relacionados a teoria de controle: a

controlabilidade interna.

Os varios conceitos de controlabilidade, que concordam em dimensao finita, mas
nao em geral para uma EDP, sdo introduzidos e depois caracterizados gragas a abordagem
classica de dualidade (ver [23,47]). Por exemplo, a controlabilidade exata de um sistema
é equivalente a observabilidade do sistema adjunto. A prova aqui apresentada é baseada
no Método da Unicidade de Hilbert (HUM) devido a Lions (ver, por exemplo [47-49]).
Os testes de controlabilidade fornecidos aqui podem ser vistos como extensoes naturais

do critério de classificacdo de Kalman, como mostrado em [20].

Antes de abordar os problemas de controle, vamos apresentar algumas notagoes.

Denote por P (D) um operador diferencial, com P € C|[r,&,...,&,] e
D = (—i0, =10z, ..., —i0y,) .

Por exemplo, se considerarmos P = —72 + |¢ |2 temos o operador onda P (D) = 92 — A.
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Seja @ C R™ um conjunto aberto e limitado (suficientemente suave), cuja fronteira 0S2 é

denotado por T'.

1.2.1 Problema de controle interno

Seja w C ) aberto, com fronteira suave I' e condigoes de contorno B (D) z = 0,

consideremos o problema

P(D)z=X,f t>0,2€eQ,
B(D)z=0 t>0,zel, (1.5)
2(0,z) =2 (z) x €.

Aqui, f = f(t,x) é o controle interno, z = z (¢, z) é a funcao desconhecida e X, é funcao
caracteristica, tal que vale 1 se z € w e 0 se x ¢ w. Para o problema de controle, dados
29 e z; em algum espago funcional H, buscamos um controle f € L?(0,7;U) (U sendo

outro espago funcional) tal que a solugao z do sistema (1.5) satisfaz z (T, z) = z; (x).

1.2.2 Conceitos de controlabilidade

Para certo zg € H, u € L?(0,T;U), A e B operadores lineares, consideramos a

solugao z : [0,7] — H do problema de Cauchy

> = Az + B
{z z+ bu, (1.6)

2 (0) = 2.

Lembrando que para qualquer zy € D (A) e u € W1 (0,T;U), o problema de Cauchy
(1.6) admite uma tnica solugdo classica z € C ([0,7];D (A)) N C'(0,T; H) dada pela

fé6rmula de Duhamel
¢
z(t) = S(t)zo+/ S (t—s)Bu(s)ds, Vt € [0,T7],
0

onde {S(t)}i>0 é 0 semigrupo gerado pelo operador A. Para 2o € H e u € L' (0,T;U), a

expressao acima define uma solugio suave de (1.6), para mais detalhes veja [53].

Definigao 1.2.1. O sistema (1.6) é exzatamente controldvel no tempo T se para quaisquer
20,27 € H, existe u € L* (0,T;U) tal que a solugio z de (1.6) satisfaca z (T) = 2p;

Definicao 1.2.2. O sistema (1.6) é controldvel a zero (ou nulamente controldvel) no
tempo T se para qualquer zg € H, existe u € L?(0,T;U) tal que a solugio z de (1.6)
satisfaga z (T') = 0.

Temos também o conceito de controlabilidade aproximada, que é formulado para
0s casos em que estar “préximo” de um determinado objetivo é aceitavel, ou seja, queremos

conduzir a fun¢ao estado para as proximidades de um determinado dado no tempo final.
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Definigao 1.2.3. O sistema (1.6) é aproximadamente controldvel se para cada dado ini-
cial zy, para € > 0 e um dado final 21, existe controle w € L* (0,T;U) tal que ||z(T)—z|| <

€.
Seja o operador Ly : L?(0,T;U) — H definido por
T
Lru :/ S (T —t) Bu(s) ds.
0
Entao,

controle exato no tempo 7' < Im Ly = H; (1.7)
controle nulo no tempo T < S (T) H C Im L. (1.8)

1.2.3 Operadores adjuntos

Como mencionado anteriormente, problemas de controle exigem a prova de uma
desigualdade de observabilidade para a solucao do sistema adjunto, quando usado o mé-

todo da unicidade de Hilbert (HUM). Portanto, a seguinte defini¢ao serd necesséria.

Definicao 1.2.4. O adjunto do operador limitado B € L(U,H) é o operador B* €
L(H,U) definido por (B*z,u), = (2,Bu)y para todo z € H e w € U. Denotamos o

adjunto do operador (ilimitado) A pelo operador ilimitado A* com dominio
D(A"):={2€H|3heH:(Ay,z) = (y,h)Vy € D(A)}
o vetor h € unicamente determinado por z, temos h = A*z. Entado

(Ay,z) = (y,A*z), Yy e D(A),Vz € D(A").

Portanto, A* também gera um semigrupo continuo (etA)t>O cumprindo ett” =
S*(t), V¢ > 0, para mais detalhes, veja [53]. Se A* = A (resp. A* = —A) o operador A é

chamado de auto-adjunto (resp. anti-adjunto).

1.2.4 Testes de controlabilidade

As provas dos resultados aqui citados sao classicas e podem ser encontradas, por
exemplo, em [20,47,64,65]. Tais provas sao baseadas no método HUM- Hilbert Uniqueness
Method, devido a Lions [47]. Um primeiro resultado que garante a controlabilidade pode

ser dado da seguinte maneira:

Teorema A: O sistema (1.6) é exatamente controldvel no tempo T > 0 se, e somente se,

existe alguma constante ¢ > 0 tal que

T
188" @ wlly dt = el Yoo € H. (19)
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A desigualdade (1.9) é chamada desigualdade de observabilidade. Tal desigualdade significa
que a aplicagao

T :yo— B*S*(+) yo,
¢ limitada e inversivel, ou seja, temos a chamada propriedade de observabilidade, isto quer

dizer que é possivel recuperar completamente informacoes sobre o estado inicial yg, sobre
uma medida em [0, 7], na saida dos dados B* [S* (t) yo.

Um outro resultado relacionado a desigualdade de observabilidade, porém em um
sentido mais fraco, é dado pela chamada desigualdade de observabilidade fraca, nos ga-

rantird a controlabilidade nula do sistema (1.6) e pode ser formulado como segue.
Teorema B: O sistema (1.6) é controldvel a zero ou nulamente controldvel no tempo
T > 0 se, e somente se, existe alguma constante ¢ > 0 tal que

T
[ NB ST @ woll dt = 1" (T) ol Voo € . (1.10)

A desigualdade acima tem sentido fraco pelo fato de que a mesma nos diz que as infor-
magoes de S*(T)yo podem ser recuperadas, ndo podendo recuperar informagoes sobre o

estado inicial do sistema g

1.2.5 Método da unicidade de Hilbert

O método da unicidade de Hilbert (H.U.M), desenvolvido por J. L. Lions é uma fer-
ramenta de grande importancia para o estudo de controlabilidade de sistemas governados

por EDPs. Se considerarmos um problema de valor inicial e de contorno

2 = Az + Bu,
2 (0) = 2o,

e o seu problema adjunto, obtido tomando a distribuicao adjunta do operador 0; — A, isto

é, —8t - A*Z
T
E* y y?
y(T) = yr.
Note que o problema Y* estd sem controle e retrocede no tempo. Para algum yr € H, a

solucdo y do problema ¥* é dada por y (t) = S* (T — t) yr.

Podemos assumir a seguinte identidade chave:

GOy = [ (B

e garantir a equivaléncia entre desigualdade de observabilidade e controlabilidade do sis-

tema Y. Além disso, podemos concluir que:

1. A equacao de evolugao do problema adjunto 3y = —A*y difere de um operador adjunto
y = A*y por um sinal de menos. Uma simples transformagao ¢t — T — t faz com que as

solugoes do operador sejam solucoes de problema adjunto;
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2. O método HUM prova que o operador A : zp — u nos dar o controle;

3. Em geral, ndo precisamos explicitar B e B*. Os elementos importantes para o método

sao: a identidade chave e a desigualdade de observabilidade.

1.3 Resultados obtidos

Afim de motivar a teoria apresentada neste trabalho, apresentaremos um breve
resumo dos problemas aqui estudados. Tais resultados estdo submetidos e podem ser

encontrados na forma submetida em [12].

A equacao estudada neste trabalho pode ser escrita da seguinte forma

onde u = u(t, x) é uma fungdo com valor real de duas varidveis reais t e x, a e  sdo cons-
tantes reais. Considerando na equagao (3.2), « = 1 e f§ = —1, T. Kawahara [38] introduziu
uma equacao diferencial parcial dispersiva que descreve a propagacao unidimensional de
ondas longas de pequena amplitude em varios problemas de dinamica dos fluidos e fisica

do plasma, a chamada equacao de Kawahara, ja citada nesta introducao.

Neste trabalho nos preocuparemos com as propriedades de boa colocacao e de
controle da equacgao de Kawahara, onde o controle age através de um termo f incorporado

na equagao:

com condigoes de contorno apropriadas. Nosso principal objetivo é verificar se existem so-
lugbes da equagao (1.12) em espagos de Sobolev apropriados. Em caso afirmativo, estamos
também interessados em estudar o seguinte problema classico de controle, j4 mencionado

anteriormente:

Dado um estado inicial ug e um estado final uy, em um determinado espago, € possivel
encontrar um controle apropriado f, tal que a equagio (1.12) admita uma solugdo u que

seja igual a ug no tempot =0 e uy no tempot ="T7%

Sempre que for possivel encontrar uma funcao controle f para guiar o sistema
descrito por (1.12) de qualquer estado inicial uy para qualquer estado final u;, diremos
que o sistema é exatamente controldvel . Se o sistema (1.12) puder ser acionado, por meio
de um controle f, de qualquer estado para origem (ou seja, u; = 0), entdo dizemos que o

sistema é nulo controldvel.

Do exposto acima, o objetivo deste trabalho é abordar a questao da controlabi-
lidade para a equacao de Kawahara em um dominio finito com controle distribuido. O

principal problema que abordamos esta relacionado com a controlabilidade interna do
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seguinte sistema:

Up + Uy + UUz + Uggpr — Ugzaozs = f €m (07 T) X (07 L)a
u(t,0) = u(t, L) = tg(t,0) = (b, L) = a1, L) =0 em (0,7), (1.13)
u(0, ) = up(x) em (0, L).

Assim, o primeiro resultado deste trabalho é o seguinte.

Teorema 1.3.1. Sejam T >0 e w = (l1,ls) = (L — v, L), onde 0 < v < L. Entao eziste
0 > 0 tal que para todo ug,uy € L%L—a:)*lda: com

luollz, ., <0 e lullg, . <0

pode-se encontrar um controle
f € L*0,T; H20,L))
com supp(f) C (0,T) x w, tal que a solugio do sistema (1.13)
u € C°([0,L); L*(0, L)) N L*(0,T; H*(0, L))

satisfaz
w(T,)=wu; em (0,L) e u€ C’O([O,T];L%L_x)fldx).

Além disso,

fe L%Tft)dt(oa T L2(07 L)).

A seguir, daremos uma breve descri¢ao de como o resultado é obtido, mas antes é
importante explicitar que os espagos de Sobolev com peso, que definiremos mais adiante,
sao espacos que nos oferecem varios resultados de regularidades e nesse caso por terem
pesos, contribuirdo nas principais estimativas quando se esta trabalhando com controle
cujo suporte estd préoximo a fronteira. Resumidamente sdo espagos convenientes para o
nosso trabalho. Dito isto, investigaremos a boa colocagao do sistema linearizado associado
a (1.13) no espaco L%L_x),ldx e a boa colocacao do sistema adjunto no espago dual L%L_I)dx.
A prova deste resultado é baseada em uma versao geral do Teorema de Lax-Milgram (veja
[47]). Com isto em maos, o resultado de controlabilidade se verifica se conseguirmos provar
uma desigualdade de observabilidade associada ao sistema adjunto do sistema (1.13).
Tal desigualdade é obtida por um argumento de unicidade-compacidade. Finalmente, o
controle exato é estendido para o sistema nao linear usando o Teorema do ponto fixo
de Banach. Vale ressaltar que em meio aos processos de estimativas, serao essenciais as

desigualdades de tipo Hardy apresentadas em [41].

Apresentaremos agora o segundo resultado desta tese, que chamamos de "contro-

labilidade regional’.
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Teorema 1.3.2. Sejam T' > 0 e w = (l3,13), com 0 < l; < ly < L. Escolha qualquer
nimero 1} € (Iy,1ly). Entdo, existe um nimero § > 0, tal que para todo uy,u; € L*(0, L)
satisfazendo

uoll 20y <0 e uilr2n) <6,

pode-se encontrar um controle f € L*(0,T; H*(0, L)) com supp(f) C (0,T)Xw, de modo

que a solugao do sistema (1.13)
ue C°([0,T]; L*(0, L) N L*(0, T; H*(0, L))

satisfaz
u(z)  sex € (0,0h),

ullz) = { 0 sex € (ly, L).

Em linhas gerais, usaremos como alicerce o resultado em [16, Theorem 1.1], junta-
mente, com um resultado de controlabilidade na fronteira obtido em [33]. Veremos mais a
frente que a questao de u ser controlavel no intervalo (I},5) estd em aberto (e o motivo),
ou seja, o que falta para darmos uma resposta completa sobre a controlabilidade interna

da equacao de Kawahara.

Quanto a organizacao do nosso trabalho, estda dividido da seguinte maneira: o
Capitulo 2 ¢é voltado para notagoes e alguns resultados classicos que necessitamos no
desenvolver do texto. No Capitulo 3 faremos o estudo da boa colocagdo em espacos de
Sobolev com peso. Nos Capitulos 4 e 5 mostraremos os principais resultados da tese, a
saber, os Teoremas 1.3.1 e 1.3.2, respectivamente. Por fim, no Capitulo 6, fecharemos
o trabalho expondo alguns problemas em aberto que irao servir para a continuidade da

pesquisa em controle para equacoes diferenciais parciais do tipo dispersivas.
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2 NOTACOES E PRELIMINARES

Neste capitulo reuniremos notacoes, defini¢oes e resultados que usaremos no de-

correr do trabalho.

2.1 Espacos funcionais

Dados 2 C R™ um aberto e uma fungao continua f : 2 — R, define-se suporte de
f, e denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f (z) # 0} . Assim, supp(f)

¢ um subconjunto fechado de 2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay,...,,) é denominada de multi-
indice e sua ordem ¢é definida por |a| = a1 + ... + a,,. Representa-se por D o operador
de derivacao de ordem |af, isto é,

o
D* = o
Oxi*...0xon

Para a = (0,0, ...,0), define-se D% = u, para toda fungao u.

Por C§° (€2) denota-se o espaco vetorial, com as operagoes usuais, das fungoes

infinitamente diferenciaveis definidas e com suporte compacto em (2.

Um exemplo classico de uma fungao C§° (2) é o seguinte.

Exemplo 2.1.1. Seja Q C R™ um aberto tal que By (0) = {x € R™; ||z|| < 1} compacta-
mente contido em ). Consideremos f:Q — R, tal que

_1
Py | T se flall <1

0 se ||lz|| > 1

1
noo\2
onde © = (x1,%a,...,2T,) € ||z]| = (Zx?) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que f €
i=1

C*(Q) e supp(f) = By (0) é compacto, isto é, f € C§° ().
Definigao 2.1.1. Diz-se que uma sequéncia (¢n), ey n0 espago C¢° () converge para ¢
em C§° (Q), quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Eziste um compacto K de Q) tal que supp(p) C K e supp(p,) C K, ¥ n € N,.
(17) D*p, — D%p uniformemente em K, para todo multi-indice a.
O espago C§° (£2), munido da convergéncia acima definidas pelos itens (i) e (ii) da

defini¢ao 2.1.1, serd denotado por D (£2) e denominado de espago das fungoes testes sobre
Q.
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Uma distribuigao (escalar) sobre € é todo funcional linear continuo sobre D (€2).
Mais precisamente, uma distribuigdo sobre €2 é um funcional T": D (2) — R satisfazendo

as seguintes condigoes:

(i) T(ap+ ) = aT (p) + 5T (¢),Va, BeReVp, ¢ e D(Q),

(it) T é continua, isto é, se (p,),cy converge para @, em D (), entdo (T (¥n)),en

converge para T (¢), em R.

E comum denotar o valor da distribuicdo 7' em ¢ por (T, ¢) . O conjunto de todas
as distribuigoes sobre ) com as operagoes usuais ¢ um espago vetorial, o qual representa-se
por D' (Q).

O seguinte exemplo de distribui¢cao desempenha um papel fundamental.

Exemplo 2.1.2. Seja u € L, (Q). O funcional T,, : D (Q) — R, definido por

(Turg) = [ ul@) o () da,

Q

¢ uma distribuicao sobre Q) univocamente determinada por u (ver [51]). Por esta razao,
identifica-se u a distribuicio T, por ela definida e, desta forma, L}, () serd identificado

a uma parte (propria) de D' ().

Defini¢do 2.1.2. Diz-se que uma sequéncia (1},),.y em D' () converge para T em

D' (), quando a sequéncia numérica ((T,p)),en convergir para (T, p) em R, para toda

peD(Q).

Definigao 2.1.3. Sejam T wuma distribuicao sobre 2 e a um multi-indice. A derivada

DT (no sentido das distribuicoes, de ordem |a|) é o funcional definido em D () por
(DT, ¢) = (=1)*U(T, D), VpeD(Q).

Observagao 2.1.1. Decorre da Definicao 2.1.3 que cada distribuicio T" sobre €2 possui

derivadas de todas as ordens.

Observagao 2.1.2. DT é uma distribuicao sobre ), onde T € D' (). De fato, vé-se
facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (¢p),cy COT-
vergindo para ¢ em D (Q). Assim, (DT, p,) — (DT, )| < |[{T, D*p, — D*¢)| — 0,

quando n — oo.
Observacgao 2.1.3. Vé-se em [50] que a aplicagio D* : D' (2) — D' (Q) tal que T — DT

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D' ().

Dado um ntimero inteiro m > 0, por W™?(Q), 1 < p < oo, representa-se o

espago de Sobolev de ordem m, sobre 2, das (classes de) fungbes u € LP () tais que
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D%y € LP (), para todo multi-indice «, com |a| < m. WP (Q) é um espago vetorial,

qualquer que seja 1 < p < .

Munido das normas

||U||Wm,p(g) = ( > /Q|Do‘u (x)]? dx) , quando 1 < p < oo

lo|<m
e
[l oo ) = > supess|D (z)|, quando p = oo,
‘Oz|§m e

os espagos de sobolev W™ (§2) sdo espagos de Banach (para detalhes veja [50]).

Observagao 2.1.4. Quando p = 2, o espaco W™? () é denotado por H™ (), o qual

munido do produto interno

(U V) gy = > /QD"‘u (x) D% (x) dx

laj<m
¢ um espaco de Hilbert.
Dado um espac¢o de Banach X, denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < o0, 0

espaco de Banach das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7") com valores em X, que

sao fortemente mensurdveis e ||u (t)||% é integravel a Lebesgue em (0,7'), com a norma
X

) ;
IOl = ([ Tl )"

Por L> (0,T; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungdes u, definidas
em (0,7) com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e ||u (t)||y possui supremo

essencial finito em (0,7"), com a norma

[ (O] Lo 0,,x) = supess [Ju ()] -

)

s

Observagao 2.1.5. Quando p =2 e X é um espaco de Hilbert, o espago L*(0,T; X) é

um espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por
T
(V) a0y = [ (u(8) v (®) .

Entao consideremos o espago LP(0,7;X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert

separavel, faremos as seguintes identificagoes duais (veja com mais detalhe em [48])
L0, 75 X)) & L7(0, 75 X)
onde (1/p) + (1/¢q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificagio

21 (0, T; X)]’ ~ L= (0,T; X') .
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O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7') em X é denomi-
nado de Espago das distribuicoes vetoriais sobre (0,7) com valores em X e denotado por

D'(0,T;X).

Definig¢ao 2.1.4. Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

ars n d"p
—_— =(—1 D0,T).
(Ge) = (5.55). veenD

Exemplo 2.1.3. Dadas u € L (0,7;X), 1 < p < o0, e p € D(0,T) a aplicagio
T, :D(0,T) — X, definida por

¢ dita integral de Bochner em X. T ¢é linear e continua no sentido da convergéncia de
D(0,7T), logo uma distribuicao vetorial. A aplicagio u — T, €é injetiva, de modo que
podemos identificar u com T, e, neste sentido, temos LP (0,7;X) C D' (0,T; X).

Consideremos o espago
W™ (0,T; X) = {u e L (0,T;X); ut) € LP (0,T; X), j =1,...m},

onde u) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicdes vetoriais, equi-

1
P
LP(OTX

Observagao 2.1.6. Quando p =2 e X é um espaco de Hilbert, o espago W™P (0,T; X)

serd denotado por H™ (0,73 X), o qual, munido do produto interno

pado com a norma

”UHWM(OTX (Z H

O espago W™P (0,T; X) é um espago de Banach.

m

(u,v) H™(0,T;X) Z ( )L2(07T%X) 7

é um espago de Hilbert. Denota-se por H* (0,T; X) o fecho em H™ (0,T; X) de D (0,T; X),
e por H-™(0,T; X) o dual topologico de HJ" (0,T;X) .

Daremos a seguir alguns resultados que serao utilizados no decorrer do texto.

Lema 2.1.1 (Imersao de Sobolev). Seja Q2 um aberto limitado do R™ com fronteira T

reqular.

2
(1) Sen > 2m, entdao H™ () — LP (2), onde p € [1, n ]

n—2mj’
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(17) Se n = 2m, entdao H™ (2) — LP(Q), onde p € [1, +o0].

(7i1) Senm=1em > 1, entdo H™ () — L>(Q).

Aqui o simbolo < denota imersao continua.
Prova: veja [11].

Lema 2.1.2 (Rellich-Kondrachov). Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira T
reqular.
. ~ c 2n
(1) Sen > 2m, entdao H™ () — LP (2), onde p € [1, {
n—2m
(i1) Se n = 2m, entdo H™ (Q) <> L? (Q), onde p € [1, +o0].
(i41) Se 2m > n entdao H™ (Q) < C* (ﬁ) , onde k£ é um inteiro ndo negativo tal que
k<m—(n/2) <k+1.

Aqui o simbolo <% denota imersdo compacta.
Prova: veja [11].

Teorema 2.1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). O conjunto Bpr = {f € E'; || f|| < 1} é com-

pacto na topologia fraca™ o (E', E), onde E é um espago de Banach.

Prova: veja [11].

Lema 2.1.3 (Lema de Lions). Sejam O um aberto limitado de R", (g,,),, € g fungoes de
L1(0), meN el <q< oo, tais que:

||gm||Lq((9) <C e Gm — g q.5. em 0.

Entao g,, — g fracamente em L7 (O).

Prova: veja [46].

Lema 2.1.4 (Du Bois Raymond). Seja u € L},.(Q). Entdo
[ut@)p(@yda =0, ¥ o € D),
Q

se, e somente se, u =0 quase sempre em §).

Prova: veja [50].

Defini¢ao 2.1.5. Uma superficie ¢(x) = ¢(x0), onde ¢ € C° e grad(¢) # 0, é dita ser
caracteristica em xo com relagio ao operador diferencial P de ordem m se P,,(gradg) = 0
em xg. Se podemos encontrar uma 1 tal que Py, (grad(¢ + &) nio é da ordem de £* em

ro quando € — 0, a superficie € dita ser de caracteristica simples.
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Veja em [36], definigao 1.8.5.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Unicidade de Holmgren). Seja P um operador diferencial
com coeficientes constantes em R™. Seja u solugcio de Pu = 0 em @1, onde ()1 € um aberto
do R™. Suponha u =0 em @2, onde Qs € um subconjunto aberto e ndo vazio de Q1. Entao
u =0 em @3, onde Q3 € um subconjunto aberto de ()1 que contém Qs e tal que qualquer

hiperplano caracteristico do operador P que intersecta Q3 também intersecta ().
Prova: veja [36].
2.2 Teoremas auxiliares

Nesta secao enunciaremos resultados que serdao determinantes nas demonstragoes

dos principais teoremas deste trabalho.

Definig¢ao 2.2.1. Seja (M,d) um espago métrico. Uma fungao f : M — M é chamada

de contragao sobre M se existe um numero real positivo k < 1, tal que:
d(f(x), f(y)) < kd(z,y),
para todo x,y € M.

Teorema 2.2.1 (Teorema do ponto fixo de Banach). Considere (M, d) um espago métrico

completo e uma contragio f: M — M. Entdo f possui um unico ponto fixo.

Prova: veja [11].

Teorema 2.2.2 (Lax-Milgram generalizado). Sejam W C V C H trés espagos de Hilbert
imersos densamente e continuamente. Seja a(v,w) uma forma bilinear definida em V x W

que satisfaz

i) (continuidade) Eziste M > 0 tal que |a(v, w)| < M||v|jv|w|lw, Vv € V,w e W,

ii) (coercividade) Erxiste m > 0 tal que a(w,w) > m|jwl|?, Yw € W.

Entao para todo f € V' (espago dual de V') existe v € V' tal que
(v,w) = f(w), YweW. (2.1)

Se, além de i) e ii), a(v,w) satisfaz

iit) (Regularidade) Vg € H, toda solugio v € V de (2.1) com f(w) := (g,w) pertence a
W,

entdo (2.1) tem dnica solugao v € W.
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Prova: veja [46].

Lema 2.2.1 (Aubin-Lions). Sejam A, B e X espagos de Banach tais que A C X C B.
Suponha que

1. A e B sao reflexivos;
2. A — X compactamente;

3. X — B continuamente.

Entao, para quaisquer 1 < a,b < 0o, a inclusao
W= {v v e LY0,T; A),v € L*(0,T; B)} C L0, T; X)
¢ compacta.
Prova: veja [59].
2.3 Desigualdades importantes

Listaremos a seguir algumas desigualdades importantes utilizadas nas demonstra-

¢oes dos principais resultados deste trabalho.

2.3.1 Desigualdades de Hardy

Neste trabalho estudamos o problema de valor inicial para a equacao de Kawahara
em espagos de Sobolev com peso e, por ser uma equacgao de quinta ordem, surgiram difi-
culdades no processo da existéncia de solugoes onde foram fundamentais as desigualdades

apresentadas em [41], que a partir de agora as identificaremos como desigualdades tipo
Hardy.

Primeiro introduziremos algumas notagoes. Sejam [ = (0, L), LP(I), com p €
[1,00], e H%(I), k € [1,00) os espacos de Sobolev usuais. Seja ainda HEF(I) o comple-

tamento de C5°(/), munido da norma usual em H*. Para um peso nio negativo w(z),

definimos:
Li(x) = {u € L}OC(I),/Iu(x)zw(x)d:v < oo} , (2.2)
V() = {ue H(I): uge € L2/}, (2.3)
W) = {u([), Upes € Liz} . (2.4)
Com o objetivo de eliminar os termos de fronteira, escolhemos convenientemente, w(x) =
Lts  Entdo, w'(z) = (L%Lxﬂ e ‘:j((af)) = (L;L””)Z. Além disso, denotaremos por H(I) o espago

L? e denotamos o produto interno em H por (-, ).
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Lema 2.3.1. Sejam V e W espacos de Hilbert com as sequintes normas, respectivamente,

tze|lL2,, [[Uzee|l2 € relagio de imersdo dada por
w w

w/

CoP =W —=V—H

continuas e densas, entdo as sequintes desigualdade de Hardy sdo validas:
—_ d / 7$ / d YueV, (2.5
/I(L—x6 _25./ L —x)* © 1 (L —x4 _9 vovne (25)

2 2 2

9 u; u; u
_Yar gy (2 - /7d 1 5¢+2 /7d> 2.
T/I(L_x) x— (2r+3qr )I(L—(L')4 x4+ (1—5q+ OT)I(L—iL') x>0 (2.6)
para todo numero real r e q, e
/“2d </ (L +2)de, YueW. (2.7)
S x U x)“dx u .
Prova: veja [35] e [41].
2.3.2 Outras desigualdades

Lema 2.3.2 (Desigualdade de Gronwall). Seja z (t) uma funcao real continua em [0, af

t)§0+/()tz(s)ds

tal que para todo t € [0,a] tem-se

Entao z (t) < Cet, ¥Vt € [0,a].

Prova: veja [18] ou [51].

Lema 2.3.3 (Desigualdade diferencial de Gronwall). Seja u(t) uma fun¢do nao negativa

e diferencidvel em [0, T, satisfazendo

u' () < fB)ult)+g(t),

onde f(t) e g(t) sdo fungoes integraveis em [0,T]. Entdo
t t s
u(t) < eJosmar {u (0) + / g (s) e=Jo f(T)des} ,Vte[0,T].
0
Se f(t) e g(t) sdo fungdes ndo negativas, entio a expressio torna-se

u(t) < ef(ff(T)dT {u (0) + /Otg (s) ds] .Vt €1]0,T).

Prova: veja [18] ou [25].
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Lema 2.3.4 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs). Seja 2 C R™ um aberto limitado.

Existe uma constante C' > 0, tal que
2 2
[ull720) < ClIVullz2@q) -

para todo u € H" 14(2)

Prova: veja [1] ou [11].
Lema 2.3.5 (Desigualdade de Young). Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < 0o e

1 1
1 <q < o0, tais que — + — =1, entdo
p q

ab b
ab < — + —.
p q

Prova: veja [11].

Lema 2.3.6 (Desigualdade de Young generalizada). Sejam 1 < p,q < 0o, com % + % =1
e € > 0 qualquer. Entao,
ab < ea? + C(€)b?, Va,b >0,

onde C(€) = (ep)%qq_l. No caso particular que p = q = 2, a desiqualdade reduz-se a
1
ab < ea® + —b*, Va,b > 0.
4e
Prova: veja [11].

2.4 Teoria de semigrupo

Nesta se¢ao vamos expor os principais resultados de semigrupo tteis ao trabalho.
Para toda a teoria de semigrupo lineares as referéncias bases sao [34,53,63]. Lembrando
que A : D(A) — X denotard um operador A com dominio D(A) C X e contradominio
X e R(A) C X conjunto imagem.

Definigao 2.4.1 ( [53], definition 1.1.1). Sejam X um espago de Banach e L(X) € espago
dos operadores lineares de X . Diz-se que uma aplicagio S : Rt — L(X) é um semigrupo

de operadores lineares limitados de X se
1. S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);
2. 5(t+s)=S5(t)S(s),Vt,s € RT.
Diz-se que o semigrupo ¢ de classe C° ou simplesmente fortemente continuo se:

3. lim || (S(t)— Dz ||=0,Vz € X.
t— 0t
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Proposigao 2.4.1 ( [53], theorem 1.2.4). Todo semigrupo de classe C° é fortemente
continuo em R, isto €, se t € RT entdo

lim S(s)x = S(t)z, Vo € X.

s— t

Definicao 2.4.2 ( [53], definition 1.1.1). Dado um semigrupo S(t). O operador A :
D(A) — X definido por

S(h) — 1

D(A) = {:1: € X: lim Zm existe }

h—s0t

A(z) = lim S(h;l_jx,VI € D(A)

h—0+

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S'.

Proposicao 2.4.2 ( [53], corollary 1.2.5). O gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe C° € um operador linear fechado e seu dominio é um espago vetorial denso em X.

Proposig¢ao 2.4.3 ( [53], theorem 1.2.4). Sejam S um semigrupo de classe C° e A o
gerador infinitesimal de S. Se x € D(A), entao S(t)x € D(A),¥t >0 e

d

aS(t)a: = AS(t)x = S(t)Ax.

Definigao 2.4.3 ( [34], lemma 2.13). Sejam S um semigrupo de classe C° e A seu gerador
infinitesimal. Colocando Ag = I, A1 = A e supondo que Ayp_1 esteja definido, vamos
definir Ay por

D (Ak) = {1‘ eD (Ak—l) Az eD (A)},
Apx = A (Ak_lﬁ) 5 Ve e D (Ak) .

Proposigdo 2.4.4 ( [53], theorem 1.2.7). Sejam S um semigrupo de classe C° e A o

gerador infinitesimal. Entdo

1. D (Ag) é um subespago de X e Ay € um operador linear de X ;

2. Sex € D(Ayg), entao S (t)x € D(Ag), t >0 e

k
jtks )z =ARS (t)x =S (t) Apz, Vk € N;
3. ND (Ag) € denso em X.

k

Lema 2.4.1 ( [34], lemma 11.3). Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para
cada x € D (Ay),

k
2], = 2 (Al
7=0

temos que o funcional |-|, € uma norma em D (Ay), e D (Ay) munido dessa norma é um

espaco de Banach.
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Definicao 2.4.4 ( [34], lemma 11.3). A norma definida no Lema anterior é chamada
norma do grdafico. O espago de Banach que se obtém munindo D (Ay) desta norma serd

representado por [D (Ay)].

Defini¢ao 2.4.5 ( [34], section 4.1). Seja A um operador linear de X. O conjunto dos
A € C para os quais o operador linear NI — A € inversivel, seu inverso é limitado e tem

dominio denso em X, € dito conjunto resolvente de A e é representado por p (A).

Sejam X um espago de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre X e X*.

Para cada x € X, definimos
J(@)={a" € X" : (z,2") = ||z]* = [|l2"|*} .

Pelo Teorema de Hanh-Banach, J (z) # (), V& € X. Uma aplicagdo dualidade é uma
aplicagao j : X — X* tal que j (z) € J (), Vo € X, além disso

17 @) = [l=I]

Definicao 2.4.6 ( [34], definition 4.10). Diz-se que o operador linear A : X — X ¢é

dissipativo se, para alguma aplicacao dualidade, j
Re (Az,j(z)) <0,V e D(A).

Teorema 2.4.1 ( [53], Hille-Yosida, theorem 1.3.1). Seja A : D(A) C X — X um

operador linear. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo {S(t) : t > 0} C L(X)
tal que
IS(#) leo< Me™

com M >0
2. A é fechado, densamente definido, o conjunto resolvente de A contém (w,0) e
| =A™ o< MO —w)™
VA>w comn=12, ...

Teorema 2.4.2 ( [53], Lumer-Phillips, theorem 1.4.3). Se A é um gerador infinitesimal

de um semigrupo de contracio de classe C°, entdo:
1. A € dissipativo;

2. RO —A)=X, > 0.

Reciprocamente, se
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1. D(A) € denso em X;
2. A € dissipativo;

3. R(Ao— A) =X, para algum Xy > 0,

entio A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe CV.

Corolario 2.4.1 ( [53], corollary 1.4.4). Seja A um operador linear, fechado e densamente
definido tal que o dominio D (A) e a imagem R (A) estdo ambos num espaco de Banach
X. Se A e seu operador dual A* sao ambos dissipativos, entao A gera um semigrupo de

contracoes de classe C°.

Por fim, considere o seguinte problema semilinear de valor inicial

Lu+ Au(t) = f(tu(t), t >t

2.8
U(to) = Uy, ( )

onde A é um gerador infinitesimal de um semigrupo S (), t > 0, de classe C°, num espaco
de Banach X e f : [tp,T] x X — X é continua em ¢ e satisfaz a condigdo de Lipschitz em

u. Com isto temos o seguinte teorema.

Teorema 2.4.3 ( [60], theorem 2.23). Seja f : [to, 1] x X — X continua em t € [ty, T
e uniformemente Lipschitz em X. Se —A € um gerador infinitesimal de um semigrupo
S(t), t >0 de classe C°, em X, entdo para todo ug € X o problema de valor inicial (2.8)
possui uma unica solugio u € C ([to, T];X). Além disso, a fungdo ug — u € Lipschitz
continua de X em C ([to,T]; X).

Corolario 2.4.2 ( [60], theorem 2.23). Sejam S e f satisfazendo as condi¢oes do Teorema
2.4.8. Entao para toda g € C ([to, T]; X) a equagdio integral
t

w(t) =g (t) T(t—s)f(s,w(s))ds,

to

possui uma unica solugao w € C ([to, T]; X).

Teorema 2.4.4 ( [60], theorem 2.25). Seja f : [ty,00) X X — X continua em t para
t > 0, localmente Lipschitz em u e uniformemente continua em t em intervalos limitados.
Se —A € um gerador infinitesimal de um semigrupo S (t), t > 0, de classe C°, em X,
entdo para todo ug € X existe tya, < 00 tal que o problema de valor inicial (2.8) possui
uma unica solu¢do u € [0, tmax). Além disso, se tpax < 00 entao

Jim w6l = oo.
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3 BOA COLOCACAO

Neste capitulo apresentaremos os resultados de boa coloca¢ao da equagao (3.2),
isto é, garantiremos a existéncia e unicidade de solugao, bem como dependéncia linear

continua dos dados iniciais da equacao de Kawahara em espagos de Sobolev com peso.

Assim, para qualquer fungao mensuravel w : (0,L) — (0,4+00) (ndo necessaria-

mente L'(0, L)), introduziremos o espaco L>— com peso
L
L?u(x)dx = {U’ < Llloc(()? L)7 /0 u(m)Qw(az)da: < OO}
Espaco de Hilbert com o produto interno

(U’U)qu(zm = /()Lu(:v)v(ac)w(x)dx.

Primeiro provaremos a boa colocacao do sistema linear

Ut + Uy + QUggy + Buaz:cxwa: =0 cm (07 T) X (07 L)7
w(t,0) = u(t, L) = uy(t,0) = up(t, L) = uge(t,L) =0  em (0,7), (3.1)
u(0,x) = ug(x) em (0, L),

2

nos dois espacos L3 ;.

e L?, 4o Onde a e 3 sdo constantes reais. Precisaremos do Teorema
L—x

de Lax-Milgram generalizado 2.2.2. Na tultima se¢do trataremos do sistema nao linear.

3.1 Sistema linear: boa colocacdo em 2, ;,

2

Z4ss DOT questao de

Esta se¢do é dedicada a boa colocagdo do sistema 3.1 em L

simplicidade, vamos considerar o operador

Alu = —Ugzzazr — Uzzz-

Observacao 3.1.1. Lembre que a equacao estudada neste trabalho pode ser escrita da

sequinte forma

onde u = u(t,z) é uma fungao com valor real de duas varidveis reaist e x.

Assim, para o operador A;, temos o seguinte resultado.
Proposicao 3.1.1. Seja Aju = —Uppppr — Ugze cOM dominio

D(A)) = {u € H*(0,L) N HZ(0, L); Uppone € L y,; tUae(L) =0} C L2

xdx) xdx®

2

Entao o operador Ay gera um semigrupo fortemente continuo em L2, .
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Demonstracao. Sejam
H=1I2 V= H3<07L>7 W= {w € Hg(O,L), Wyez € L:2thm}7

xdx)

com as seguintes normas
luller = IVzullzz,n),  vlv = lveallzzon),  Iwllw = l2Wszallr20,p)-
E imediato que V C H é uma imersao continua e densa. Por outro lado temos que
[l 2 < cllzwegall2 Y € W. (3.3)

Com efeito, primeiro note que para w € T := C>([0, L]) N H3(0, L) e p € R temos que

L
0

L
0

L L
= [ atud, + 0 —p) [ wlide +pLul (L)
1
Fazendo p = 3 resulta que

L L
/ w? dr < 4/ v*w?, dr + 2L|w.. (L)|. (3.4)
0 0

A estimativa (3.4) é verdadeira para w € W, visto que T é denso em . Vamos agora pro-
var (3.3) por contradigao. Suponha que (3.3) nao se verifique. Entao, existe uma sequéncia
{w"}n>0 em W tal que
1= ||w:7vla:||L2 > n”mw;manQ Vn > 0.
Extraindo uma subsequéncia, podemos assumir que
w” — wem HZ(0, L)

zw!  — 0 em L*(0, L)

entao rw.., = 0, seguindo que

w(x) = c12* + cor + ¢z, x € (0, L]

Visto que w € HZ(0, L), inferimos que w = 0. Como w™ é limitado em H?3(L/2, L),
extraindo uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que w?, (L) converge em R.

Por (3.4) temos que w" é uma sequéncia de Cauchy em HZ(0, L). Dai
w" — wem HZ(0, L),

e portanto

[wee |2 = Jim g, |2 = 1.



Capitulo 3. BOA COLOCACAO 33

Isto contradiz o fato de w = 0. Assim, (3.3) se verifica. Portanto || - ||y é uma norma em

W, que é claramente um espaco de Hilbert e W C V sendo tal imersao continua e densa.

Defina a seguinte forma bilinear em V x W

L
a(v,w) = /0 Uz ((PW) goe + (W), ) d,
veV,well.

Vamos checar que a(v,w) satisfaz (i), (i) e (iii) do Teorema 2.2.2. Para v € V e

w € W, segue que

la(v, w)| <[|veel| 2 |TWare + 3Wae + (TW)4 | 2
Nvgal 2 (|rweze 2 + Cll (vw)2)[| 22
<Clvllv[lwlw-

Dai, temos |a(v,w)| < c||v||v||w|lw, devido a desigualdade de Poincaré (2.3.4) e a esti-
mativa (3.3). Isto prova que a forma bilinear é bem definida e continua em V' x W e,

portanto, (i) esta verificado.

Para (ii), primeiro escolhemos w € T para obter

L L
a(w,w) = /wax(3wxx+mwxzx)dx+/0 Wy (zW)

5 (L, w2 1" 3 (L

- 2 d T _7/ Qd
Q/mex%—[QL 20w$x
5 (L 3 (L

> f/ wfmdx—f/ wdz.
2 Jo 2 Jo

Pela desigualdade de Poincaré (2.3.4)

[ wtt@r < (5 ["u2 @y,

7

5 3L2 L
a(w,w) > (= — — / w? dx.
2 272)Jo

Isso mostra a coercividade quando L < W\/g. Quando L > 7 g, devemos considerar,

e portanto

em vez de a, a forma bilinear ay(v, w) := a(v,w) + A(v,w)y para A > 1. De fato, pelas
desiguadades de Cauchy-Schwarz e desigualdade tipo Hardy (2.5) , obtemos

[l 0]l 2|2~ 2wl

VL|[w| ||z~ w2

< ellwaslliz + Cellwlli:

IN

[lwllZ:

IN

e, portanto, usando duas vezes a desigualdade de Poincaré (2.3.4), segue que

5 ¢ C.
aww) > (5 =5 ) el + (A= 5 .
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Assim, se e <5 e A > C./2, entdo ay é uma forma bilinear continua e coerciva.
Para provar a regularidade, seja g € H, vamos considerar v € V tal que
a)(v,w) = (g,w)y Yw e W,
mais precisamente,
L L L
/0 Uz ((2W) e + (W), )dx + /\/0 v(x)w(x)rdr = /0 g(x)w(z)xdr.
Tomando qualquer w € D(0, L) temos
(2(—Vagzzs — Vozae + AV), W)p p = (g, W)p' p Yw € D(0, L),
e portanto

—Vzzazzz — Vezz T A = g em D/(O, L) (35)

xdx>

e € (0,L) € Vyggew € L?;,. Tomando qualquer w € T e ¢ € (0, L), e multiplicando (3.5)

Sejam v € HZ(0,L) e g € L2,,, temos que v € H?(e, L), devido a (3.5), para todo

por xw e integrando por partes, temos
L
/ Vo ((TW) gz + (2W) 2 )dT + [— Ve (xW) — vm(xw)]f
&€

+ [Vpge (zw), — vm(xw)m]f = /L(g — \v)zwdzx.

£

Fazendo € — 0 e comparando com (3.1), obtemos
10 (£Vgzra (€)10(2) + €03 (€)10(E) = Vg (€) (2w (€) + W(E)) + 30 (€) (2w (€) + Wi (€)) ).

2
xdx)

1
L 2 L 3
|Vzzaa () = Vagaa (L)] < (/ x]vmmx|2dx> (/ xldx> < C|log 5|’1, (3.7)

Como Vypppe € L segue que

-

|Vaa(€)] < C (3.8)

Ve (€)] < C, (3.9)
para alguma constante C' > 0 e todo ¢ € (0, L). Inferimos de (3.7) que v € H*(0, L), e
portanto v € W. Além disso, fazendo ¢ — 0 em (3.6) e usando (3.7) e (3.8), obtemos
V(L) = 0, visto que w,, (L) foi escolhido arbitrariamente. Concluimos que v € D(A4;).
Por outro lado, é claro que o operador A;— A aplica D(A;) em H injetivamente, mais ainda
sobrejetivamente em H pelos calculos anteriores. Portanto A; — A gera um semigrupo de

contracao forte em H pelo Teorema 2.4.2. O]

Observacao 3.1.2. Analogamente, podemos usar a mesma abordagem para obter a Propo-
sicao 3.1.1 usando o operador Au = Upppre — Ugzre — Ug. De fato, para isso basta considerar

a sequinte forma bilinear em V. x W definida por

L L
a(v,w) := /0 Vg (— (W) + (2W) 3 ) d —/0 vz (zw)de, veV, weW
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3.2 Sistema linear: Boa colocacdo em L*(;_, -1,

Nesta subsegao, estamos interessados em mostrar a boa colocagao do sistema (3.1)
2 . ~ . o . .
em L, -14,- Mais uma vez, por uma questao de simplicidade, vamos considerar o ope-

rador Aot = —Uppper + BUzze, com S € R. Assim, o seguinte resultado pode ser provado.

Proposicao 3.2.1. Let Asu = —Uypppre + Blgee com dominio
D(As) = {u € H*(0,L) N HF(0, L); Upgaas € L1 4, € upe(L) =0} C L1 .
L—z L—x
Entao As gera um semigrupo fortemente continuo Lidx, para 5 > —3/80.
L—x

Demonstragio. Usaremos o Teorema de Hille-Yosida e, parcialmente, o Teorema 2.2.2.

Vamos considerar

H = L21 o V={ueH{O,L), up, € L* 1+ _,}, W =HO0,L), (3.10)

(-2

munidos, respectivamente, com as normas
_1 _
lullg = (L = 2)"2ullzz, ully = (L = 2) ugellre, ullw = [Jugeel[z2. (3.11)

Usando as estimativas do Lema 2.3.1, sabemos que V' dotado com o produto interno

|| - ||v é um espaco de Hilbert e que as seguintes desigualdades sao vélidas

QLA Py S R VA 3.12
- - < _ Tz c .
/0 (L—az)p " 25/0 (L—apr (3:.12)
e
T yide s / @ opde Yuev. 3.13
/0 (L oy x < 5 x u € (3.13)
Além disso, a seguinte estimativa é fornemda pelo Lema 2.3.1
L2 L2 L g2
2 o dr — (2r + 3qr — /7d 1 —5q+ 20 /7(1 >0
'r/o e T (r+ qr q) ) T—an z + ( q+ r)o (L_I>6x :
(3.14)
para qualquer niimero real r e q.
Usando as desigualdades (3.12) e (3.13), obtemos
5 3 16 s
lulle < L2|I(L = 2) " ulle < o5 L2lully - Vu eV (3.15)

Portanto V' C H sendo tal inclusao uma imersao continua. Pela desigualdade de Poincaré
(2.3.4), temos que || - ||y é uma norma em W equivalente a norma H?. Por outro lado,

novamente pela desigualdade de Hardy

2

/OL (L”_ e < c/ (3.16)
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para todo v € H?(0, L), com v,,(L) = 0. Portanto, temos que
lvllv < Cljvllw,  YveW, (3.17)

que implica W C V sendo tal inclusdo uma imersao continua. Pode-se verificar que D(0, L)

é denso em H, V e W. Agora, defina, para $ € R a seguinte forma bilinear em V' x W:

a(v,w) = /OL [Ua:a: <Lzﬁ a:>ma: — PUss (&)J dx, (v,w) € V x W.

Portanto,

L Waza Waz
<
la(v,w)| < ‘/ Uxx(L—x+3(L—x)2>dx

‘/ ( T—aF " ST—ap ‘5fo‘ﬁ<L—x>2>dx

Ux:c Wrx Ux:c
S ||w:m:x||L2 HL-ZL’ |
Vg Wy w w
[ 6 [ [ -
7=l (H = (IR e R e IR

< Clllvlfwllw
por (3.12), (3.13), (3.15) e (3.17). Isto mostra que a estd bem definido e é continuo.

Vamos provar a coercividade de a. Para isso, reescrevemos a da seguinte maneira:

Wy

L w w
a(v,w) /0 v (L—x+ (L—x)2+ (L—x)) x

L w Wy w
+/0 faa (6(L—x)4 _5L—x _ﬁ(L—x)2> az,

para f € R e (v,w) € V x W. Assim, para qualquer w € D(0, L), tem-se que

L w w Wy
— X T d

+/ wm< Iy - p wxx—5< = )2>dx
_ 2/ Tt 15/ dx+60/ 7)6@;
+2 6/ dx—?)ﬁ/

Vamos dividir a prova da coercividade em dois casos.

Caso 1: 5 > 0.

Neste caso, aplicando (3.12) e (3.13), obtemos
3 (E w? L w? 3k w? 4 L ow?
° 7xd—3/7d>7/7“d—7/7’”d
25/0 T @ ) o™ 2 P o™ 37 mo e ®™

_ B _w
B 6/0 (L—x)2dx
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Portanto,

B
ofw / T dx+2/ x—15/ dx+60/ 7)66195,

ou equivalentemente,

2a(w B/ dg;+5/ Tt 30/ dx+120/ 7)6dx.
—I

Agora, ignorando o primeiro termo da desigualdade anterior e aplicando (3.14), com

r=0.4 e qg=1, obtemos
w2

a(w,w) >02/ ﬁdx

O resultado também é valido para qualquer w € W, por densidade. Mostrando assim que

a forma bilinear continua a(v,w) é coerciva para 5 > 0, provando o primeiro caso.

Caso 2: 5 < 0.

Mais uma vez, aplicando (3.12) e (3.13), temos

‘;’5/;@%?;)2@—36/;(;52)4@3 > fﬁ/ a:>6’6/

> = ¢d
= 36/0 (L—a2™
Portanto, para g < 0,
a(w,w) > (5—1-85)/ dx—15/ dx—i-GO/ 7dx
’ - \2 3 (L x)s
equivalentemente,
2a(w,w) > (5+165>/L 30/ d+120/ 7d
o) = (54 50) |, - ’ O

Aplicando (3.14) com q e r satisfazendo
1 —5q+20r = 4(2r + 3qr — ¢°) > 0,

obtem-se
2

16 3072 L w
2(w,w) > (5+—48— / .
alw,w) = ( * 35 2r+3qr—q2> o (L—ux)? ’

Para a ser coercivo, 3 tem que satisfazer

15 612
s 15(__ o7 )
16 \ 2r + 3qr — ¢?

Finalmente, considerando r = 1/10 e ¢ = 11/20, temos o seguinte intervalo de otimalidade

da coercividade, ou seja,
3

> JR—
b 80
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Dai, segue que

116 N\ (& ,
a(w,w) > <5 + 35> /0 mdw = Y|wl[y, (3.18)
onde )
= — 3.1
T=17 3 28, (3.19)

concluindo o segundo caso. O resultado também é véalido para qualquer w € W, por
densidade. Entéo, dos casos acima temos que a forma bilinear continua a(v, w) é coerciva

para 3 > —=
Agora, para finalizar a prova, vamos mostrar que —A, é maximal dissipativo.
Primeiro, dado g € H, pelo Teorema 2.2.2, existe uma solucao v € V de

alv,w) = (g,w)y  YweW. (3.20)
Considere v € V uma solu¢do, vamos provar que v € D(Ay). Tomando qualquer w €
D(0, L) em (3.20) tem-se
—Vgzazae T ﬂvzxcfc =g em D/(Oa L) (321)
Como g € L*(0,L) e v € H*(0, L), temos que vyypr € L*(0,L), e v € H?(0, L), devido a
(3.21). Por fim, considere w da forma
w(z) = 23(L — 2)*w(x),

onde w € C*([0, L]) escolhido arbitrariamente. Observe que w € W e que
w

(L —x)

Por simplicidade, considere § = 1 em (3.21). Multiplicando (3.21) por w/(L — z) e inte-

grando por partes em (0, L), obtemos comparando com (3.20) que

w
0= zx \ 7
! (L_x)xm(]

= — Uy (Gm(L — 2)w(L + x) + 20*(L — 2)w, (3L — 52) + 2*(2w + (L — m)QEMD |

isto é,

€ HZ(0,L) N C>([0, L]).

L

0 = 2Lv,.(L)w(L).
Como w(L) pode ser escolhido arbitrariamente, concluimos que v, (L) = 0. Usando (3.16)

inferimos que v, € H, e portanto vyppee = —9g + BUzee € H. Assim, v € D(A,). Dai
segue que Ay : D(Ay) — H é sobrejetiva.

Por fim, vamos verificar que —A,; também ¢é dissipativo em H. Seja w € D(Aj).

Apoés integrar por partes, obtemos

(_A2w7 w)H = (wxa:a:ma: - wazza w)H
5 L w?,
A R 2 1 2
- )mw-5/ et 5/
w(m
~60 | /' i — 57
60/‘ z+ 38 v - 22
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Portanto, se § > 0, usando o Caso 1, temos

2

0
(= Ay, ) < —01 ]y — 2=t <

2L

Por outro lado, se 5 < 0, usando o Caso 2, obtemos
2

0

(A )iy < —lulfy — 2= <o

para 7 definido por (3.19). Portanto, concluimos que —A; é maximal dissipativo para
p > —3/80, e, portanto, gera um semigrupo de contracao fortemente continuo em H pelo

Teorema de Hille-Yosida, demonstrando o resultado. O

O resultado a seguir garante um efeito de regularizacao tipo Kato, como ¢ bem

conhecido na equagio de Kawahara [3,41].

Proposicao 3.2.2. Dado T > 0. Sejam H eV definidos por

H:Q} V={ueH{0,L), up, € L* + _,}, W =Hj0,L),

%zd:p’ T2
mum'dos, Tespectivamente, com as normas
_1 _
lullm = (L = 2)"2ullzz, ully = (L = 2) el |2, |ullw = [Jwgee] |2

Entao existe alguma constante C' = C(L,T) tal que para qualquer vy € H, a solugdo
u(t) = e2uqy de (3.1) satisfaz

I|wl| Lo 0,08y + [|ul| L2000y < Clluol| &

Demonstrag¢io. Primeiro, notamos que D(As) é denso em H, assim é suficiente provar o
resultado quando uy € D(Az). Observe que a estimativa ||u||r=@rm) < C|luol|s é uma
consequéncia da teoria classica de semigrupos (2.4.3). Assuma ug € D(A,), de modo que

u; = —Asu no sentido classico. Tomando o produto interno em H com u tem-se
(u, u)y = —alu,u) < =Cllulf3,

como feito em (3.18). Finalmente, um integracao sobre (0,7") completa a prova da esti-

mativa de ‘ |U’ ‘LQ(O,T,V)' ]

Observacao 3.2.1. Analogamente, podemos usar a mesma abordagem para obter as Pro-
posigoes 3.2.1 e 3.2.2 para o operador Kawahara, Au = Upprpr — Uger — Ug. De fato, os

resultados sequem considerando a sequinte forma bilinear em V- x W

T O P R (e B L S L P

parav eV ew e W.
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3.3 Sistema nao homogéneo

Consideramos nesta se¢ao a boa colocagao do sistema de Kawahara nao homogé-

neo.
Up + Uy + Uy — Uggzrs = f(iL} t) €m (Oa T) X (07 L)>
u(t,0) =u(t,L) = uy(t,0) = uy(t, L) = uze(t,L) =0  em (0,7), (3.23)
u(0,x) = ug(x) em (0, L).

Mais precisamente, estamos interessados em provar a existéncia de uma solucao, quando

fe L20,T, H2(0,L)).

Proposigao 3.3.1. Sejam ug € L?,, e f € L*(0,T; H (0, L)). Entao existe uma tinica
solugdo u € C([0,T),L2,,) N L*(0,T, H*(0, L)) para (3.23). Além disso, existe uma cons-
tante C' > 0 tal que

ullLooo,rr2, ) + [lull2e0m,m2(0,0)) < C(||U0||L§dw + ||f||L2(0,T,H*2(O,L))‘ (3.24)

Demonstragido. Assuma primeiro que ug € D(A;y) e f € C°([0,T], D(A;)). Multiplicando
(3.23) por zu e integrando sobre (0,7) x (0, L), onde 0 < 7 < T, obtem-se

1 /L , 1 /L , 5 /L ,
f/ zlu(r, x)|*de — f/ x|uo(z)| d:U—i-*// | U | “dxdt
2 Jo 2 Jo 2 JoJo

3 T rL 9 1 T rL 9 T rL
—i-f// |tz dxdt—f// [ul dxdt:// zufdrdt.
2 JoJo 2 JoJo 0.J0

Denotamos < -,+ >p-2 g2 a dualidade entre H~2(0,L) e H3(0, L). Assim, para todo & > 0,

(3.25)

temos que

T rL T T rL T
// xufdxdt:/ (f,zu) g2 gz < E// uid:cdthCg/ || £||7-2dt.
0Jo 0 o 2 JoJo 0

O ultimo termo no lado esquerdo de (3.25) é decomposto da seguinte maneira

1 r7pL 1 r7rve 1 r7rL
7// lu|?dxdt = f// |u|2dxdt+f// \ul*dzdt =: I) + I,.
2 JoJo 2 JoJo 2 JoJy=

As seguintes desigualdades sao verificadas:

£ T rL 9
L<: / / lu [2dzdt (3.26)
2 JoJo
€
<t /T/L | dadt (3.27)
— r|u xdat. .
2= 92z JoJo

De fato, como (3.27) é de facil verificagao, provaremos (3.26). Note que u(0,t) = 0, assim,

Ve Ve 1
lu(z, )| g/ g |d < gi(/ fu, dz)?,
0 0

temos
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para (t,z) € (0,T) x (0,+/¢). Portanto

Ve, Ve 5
/ |u|*dx < 5/ |ug|“dz,
0 0

que d& (3.26) depois de integrar em ¢ € (0, 7).
Substituindo (3.26) e (3.27) em (3.25), obtemos que

1 L 9 5 T rL 9 3 7 rL 9
f/ olulr, 7)| da:+f// (g Pt + (2 — €) // [Pt
2 Jo 2 JoJo 2
1 L
§§/0 fuo(w)Pde + 5= // 2l dxdt+0/ 11 £1[2,—dt,

para 0 < ¢ < L?. Tomando ¢ € (L? min{0,3/2}) e aplicando o Lema de Gronwall, segue

que
[ullF 01,02, )+ taallF20.m,2200y) < CT) (Iluol32 . + 11220 -200,2))-

O que prova a desigualdade (3.24) para ug € D(A;) e f € C°([0,7], D(4;)). Um argu-

mento de densidade nos permite construir uma solucao u € C([0, T}, L2,,)NL*(0, T, H*(0, L))

de (3.23) satisfazendo (3.24) paraug € L2, e f € L*(0,T, H*(0, L)). Por fim, a unicidade

¢ consequéncia da teoria classica de semigrupos (2.4.3). O

Nosso objetivo, na préxima proposicao, ¢ obter um resultado semelhante nos
espagos H e V definidos por (3.10)-(3.11). Para isso, nos limitamos a situacdo onde
f = (p(2)h)ze com h € L*(0, T, L*(0, L)). Considere At = Uyppps — Uzzz — Uy com dominio

D(A) = {u € H*(0,L) N H(0, L); Uszzzz € L21_g, € Use(L) =0} C L21 .

Proposigao 3.3.2. Sejam ug € H, h € L*(0,T,L*(0,L)) e defina f := (p(x)h)ss. Entdo
existe uma solucao unica

we C([0,T), H) N L*0,T, V)

do sistema (3.23). Além disso, existe uma constante C > 0 tal que
[l Lo o1y + |0l L20,10) < C(HUOHH + Hh||L2(0,T,L2(0,L)))- (3.28)

Demonstragio. Assuma que ug € D(A) e h € C§°((0,T) x (0,L)), de modo que f €
C*([0,T], H). Tomando o produto interno de u; — Au — f =0 com u em H tem-se

(ue, u)m = —a(u, u) + (f,u)g < 15/ Tt 2/ T apte + Fwm (3:29)
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onde a(v,w) é definido por (3.22). Portanto

(Foudnl = | [ o))

= |/ p(x)h . +(L—x)2)dx|

Clilzalg =z + 1= yalee)

< C\|h||L2(|IUI|v+|IU||H),

U
d
L—=x x|

IN

onde usamos (3.13) para obter a tltima desigualdade. Assim, temos que

C C
(£ wal < Sllulli + S el + ClIRIIZ.

Além disso, usando uma desigualdade do tipo Hardy, obtemos

2

15/ -1 dm+2/ 7)20& < C(L>/OL(L%$)4dx

o(L) </OL &daz—%/{f (Li)(ida

< Cllulla + Cllullv,

IN

que ao combinarmos com (3.29) e integrando em (0, 7), para 0 < 7 < T', obtemos

T T T rL
() 1+ C [l + lullE)d < ol +C"( [l +ull})de+ [ [ |hiPdedt).

Aplicando o Lema de Gronwall obtemos (3.28) para ug € D(A) e h € C§°((0,T) x
(0, L)). Argumetando por densidade, nos permite construir uma solugao v € C'([0,T], H)N
L2(0,T,V) de (3.23) que satisfaca (3.28) paraug € H e h € L*(0,T, L*(0, L)). A unicidade

decorre da teoria classica de semigrupos (2.4.3). []

3.4 Sistema nao linear

Nesta secao provaremos a existéncia de solugdo para o seguinte problema nao

linear:
Ut + U2z + U2 gpz — U2 gpzwer = G(, ) em (0,7) x (0, L),
us(t,0) = ua(t, L) = ug . (t,0) = ug,(t, L) = usze(t,L) =0  em (0,7),
uz(0,2) =0 em (0, L),
(3.30)
com g = g(t,x) = —ugly 4.

O resultado a seguir sera ttil para estudar a controlabilidade exata do sistema nao

homogéneo (3.30).

Proposicao 3.4.1. Considere H eV definidos como em (3.10)-(3.11).
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(i) Se u,v € L*(0,T;V), entio uv, € L'(0,T; H). Além disso, a aplicagio
(u,v) € L*(0,T;V)? = wv, € L*(0,T; H)
¢ continua e existe uma constante ¢ > 0 tal que
vl a0 7y < € llull 20 70y 1Vl 22 00,707) - (3.31)

(ii) Para g € LY(0,T; H), a solugio suave u de (3.30), dada pela férmula de Duhamel,
satisfaz
uy € C([0,T); H) N L*(0,T; V)

e vale a sequinte estimativa
|[wa|| Lo o.1,m) + w2l L2000y < CllgllLio.r,m)- (3.32)

Demonstracio. Para facilitar a demonstragao iremos explicitar os espacos H e V/

H=L* , eV={ucH}0,L), upe € L* 1 ,}
L_xdx o\ ) (L—z)Qdm 5

munidos com suas respectivas normas

_1 —
lullzr = 11(L — )~ 2ullz2 e Jullvy = [[(L — 2) g 2.

Para u,v € V C H, temos

L
lovdlifs = [

L—x

< ess su u2 (
B a:e[OPL] o L—z (L—ux)?
2

L v
< ess sup uw’L? / —
< p ) @

z€[0,L)] - l‘)4
413 L 9?
< ess sup u’ T
weor] 9 Jo (L—ux)?
(3.33)
Portanto,
lwval[r2 | < Cflul[2][v]]v,
Lfmdx

com C = % e (i) esta provado.

Para (ii), primeiro assumimos
g€ CY([0,T], H),

de modo que
uy € CH([0,T], H) N C°([0,T], D(A)).
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Tomando o produto interno de ug; = Asus + g com uy em H produz
(ust u2)ir < —Clluallf + C'|uallf; + (9, u2)m

onde C,C" denotam algumas constantes positivas. Integrando sobre (0,7") e usando a
estimativa classica

1wzl Lo om,m) < Cllgl| 0.1,

pela teoria dos semigrupos, obtemos (ii) quando g € C*([0,T], H). O caso geral (g €
LY(0,T, H)) segue por densidade. O
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4 CONTROLABILIDADE EXATA PARA EQUACAO
DE KAWAHARA

Considere p € C*(0, L) satisfazendo

{0 se 0<x<L—uv,

(4.1)
I se L-5<z<lIL,

p(x) =

para algum v € (0, L). Nesta secdo iremos estudar a controlabilidade exata do seguinte

sistema:
U + Uy + Uy + Uppy — Upgzze = (P(T)R) ge em (0,7) x (0, L),
u(t,0) = u(t,L) = uy(t,0) = up(t, L) = uze(t,L) =0 em (0,7), (4.2)
u(0,x) = up(x) em (0, L).

O objetivo é encontrar um controle h € L*(0,T; L*(0, L)). Na verdade, com (p(z)h(t, x)) sz
em algum espago de fungoes, para guiar o sistema descrito por (4.2) no intervalo de tempo
[0, 7] de qualquer dado inicial (pequeno) uy em L; 4, Para algum dado final (pequeno)
u7 No mesmo espago. Primeiro, consideramos o sistema linearizado, e depois prosseguimos
para o nao linear. Para provar o principal teorema, precisaremos dos resultados envolvendo

espagos de Sobolev com peso que foram provados nos capitulos anteriores.

4.1 Controlabilidade exata: sistema linearizado

Nossa atencgao nesta secao esta relacionada as propriedades de controle do sistema

linear
Ut + Uy + Uzzy — Uggzzs = (P(T)R) e em (0,7) x (0, L),
u(t,0) = u(t, L) = ux(t,0) = uy(t, L) = uze(t,L) =0  em (0,7), (4.3)
u(0,x) = ug(x) em (0, L).

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Sejam T > 0, v € (0,L) e p(x) definido por (4.1). Entdo, existe um

operador linear continuo
D: L2y, = L20,T, L0, L) N Ly (0,7, H*(0, L))

tal que para qualquer u; € Lidx, a solugio u do sistema (4.3) com ug =0 e h = I'(uy)
L—x
satisfaz u(T, x) = ui(x) em (0, L).

Demonstragio. Utilizaremos o método de HUM introduzido por J.-L. Lions [47]. Consi-

deremos o seguinte sistema adjunto associado a (4.3):
— V¢ + Vzzzee — Vege — Vo = 0, em (O, T) X (0, L),
0(t,0) = v(t, L) = 1(£,0) = va(t, L) = v (£,0) =0 em (0,T), (4.4
(T, x) = vp(x). em (0, L).
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Se ug =0, vp € D(0,L) e h € D((0,7) x (0, L)), multiplicando (4.3) por v e integrando
sobre (0,7) x (0, L), temos

/OLu(T,x)UT(x)dx:/OT/OL(p(x) )ezvdadt = // ) hvgpdadt.

Considerando as mudancas de varidveis usuais © — L—x,t — T —t e usando a Proposicao
3.3.1, obtemos

||U||L°<> 0,7,L2

2 e + |[vllz20,7,m200,0)) < C||UT||L§L

7z)dz‘
Por um argumento de densidade, segue que para todo h € L2*(0,T,L*(0,L)) e vr €
L%L—a:)da:’

(T ) orhie, | asy = / (h, p()vys) g2t

onde u e v denotam as solugdes de (4.3) e (4.4), respectivamente, e (-, >L2

d:c (L z)dx

L
denota a dualidade entre L?, g © L(QL_JC) 4+ T€Temos que provar a seguinte d681gualdade
L—zx

de observabilidade oL
2 2
lorlfe <O [ [ lo(a)u,, vt (4.5)

ou, equivalentemente, fazendo w(t,z) = v(T —t, L — x),

||w0||L2 < C’/ / L — 2)wy, |2 dzdt, (4.6)

onde w ¢ solugao do seguinte sistema
Wi — Weggre T Wage + We = 07
w(t,0) =w(t, L) = w,(t,0) = w,(t, L) = w(t, L) =0, (4.7)
w(0, ) = wo(x).
Multiplicando (4.7) por wq, com q(t,z) = (T —t)b(x) € C*([0,T]x[0,L]) e b € C*>([0, L])
sendo uma funcao nao decrescente definida por
() = r se 0<z<wv/4,
1 se v2<z<lL,

integrando por partes, segue que

L 2

T L w? L w? w
0Jo 2 0 2 0 2
- ) (t,0)dt = 0.

3 (T L 5 (T L T 2
—l—f// qxwzdxdt%—f// qmwixd:cdt—i—/ 9
2 JoJo 2 JoJo 0

Devido a escolha de ¢(t,z) e b(x), tem-se que

L
lwollf, < C(Lw) [ blaywd(a)de
T % T % T rL
C(T,L,v) ( || wkdedt + [ [ wt et + [ w2dxdt> (4.8)
0
C(T,L,v (// wmd:z:dt—i-// w%ixdt)
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Afirmamos que

T L
lwolizs, <C [ [ w?,dudt, (4.9)
ocorre. Note que se (4.9) ndo ocorrer, entdo podemos encontrar uma sequéncia {wg} C
L?,, tal que
TV
1= ngH%zd > n/ /2 lw? [2dxdt, (4.10)

onde w" é solugao de (4.7) com wy substituido por wg. Por (3.24) e (4.10), {w"} ¢é limitado
em L*(0,T, H*(0, L)), portanto, também em H'(0,T, H3(0, L)) devido a equagao (4.7).

Extraindo uma subsequéncia, se necessario, o Lema de Aubin-Lions 2.2.1 garante que

n

w" = w em L*(0,7T, H*(0,L)).

2

Assim, usando (4.8) e (4.10), temos que w{ é uma sequéncia de Cauchy L2,

2
xdx)

e, portanto,

converge forte neste espago. Denotamos wy o limite de w§ em L2 ,., e w a solugdo de (4.7).

Entao

[lwol[rz,, =1

w" — w em L*(0,T, H*(0,L)).

Mas w?, — 0 em L?(0,T, L*(0,v/2)) por (4.10). Portanto, w,, = 0 em (0,T) x (0,v/2),
logo w(t, z) = xg(t)+c(t) em (0,7) x (0,r/2). Como w resolve (4.7), inferimos de w(t,0) =
w,(t,0) =0 que w =0 em (0,7) x (0,v/2). Pelo Teorema de Holmgren 2.1.2, temos que
w=0em (0,T) % (0, L), que implica w(0,z) = 0, o que contradiz o fato de |[wo[|2 = 1.

Portanto (4.9) estd provado e (4.6) se verifica.

Vamos agora aplicar o "Hilbert Uniqueness Method". Considere o seguinte operador
A L%L—x)d:c - L?L—$)d1}
definido por
A<UT) = (L - x)_lu(T, ) € L%L—a:)da:?

onde u é solucao de (4.3) com h = p(z)v,,. Note que A é continuo. Além disso, por (4.5),

temos que

T
— _ 2 2
(A(UT)>UT)L2 = (u(T, ‘),UT>L2L£IM,L§L_$W = /0 |[p(2)Vea[2dt > C||UT||L%L7 K

(L—z)dx x)d
. ~ ;. ; 2
e segue que a aplicagdo vy — A(vr) € inversivel em L{; 4,

Defina a aplicagao

r: L2

1
szdx

— L*0,T, L*(0, L)),

por I'(uy) = h := p(x)v,,, onde v é solugdo de (4.4) com vy = A~ ((L — )" tuy). Primei-

ramente, note que, I' é continua, e a solugao u, de (4.3), com uy = 0 e h = I'(uy), satisfaz
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w(T,-) = uy. Para provar I' é continua de L?,
L—x

e M L (0,T, H*(0, L)), é suficiente

mostrar a seguinte estimativa

T
| 1@ (T =t < Clorl,

x)dx

para a solucao de (4.4) ou, equivalentemente,
4 2 2
| e tat < Clluwolizs, . (4.11)
para a solucao de (4.7). Pela Proposicao 3.3.1, temos

T
| el < Cllwl s, . (4.12)

que produz
T
| 1l dt < Cllwol iz (4.13)

para wy € L?(0, L). Assuma agora que wy € D(A) e seja ug = Awy = Wo prwer — Wo zzz —

wo .. Denote por w (resp. u) a solucdo de (4.7) com dado inicial wy (resp. up). Entao
AW = Wepppe — Wegw — Wy = u € L*(0,T, HZ(0, L)),
e portanto temos que w € L*(0,T, H"(0,L)). Argumentos de interpolacio garantem que
w e L*(0,T, H*(0, L)),
se wy € HZ(0, L), com uma estimativa da forma

T
[ Bt < CllwoliZao (4.14)

As diferentes constantes C' em (4.12)-(4.14) podem ser tomadas independentemente de T°

com 0 < T < Ty. Assim, finalmente, usando o Teorema de Fubini, temos

T T/ [T T
[ sttoeas = [{ [ loods)ar < € [ g < Clluoly,
Isto completa a prova de (4.4), consequentemente, do teorema. ]

Observacao 4.1.1. E importante notar que o termo forcante

f= (p(fl])h)xw S L?T—t)dt(oaT’ L2<O’ L))

é de fato suportado em (0,T) x (L — v, L).
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4.2 Controlabilidade exata: sistema nao linear

Vamos provar a controlabilidade exata local em L?, , do sistema (4.2). Note que

L—x dz

a solugao de (4.2) pode ser escrita como
u=urp + up + us, (4.15)

onde uy, é a solugdo do problema linear dado por (3.1) com dado inicial ug € Li% g U1

é solucao de

Ury + Ue + Ul per — Ulazeer = (P(T)P)ee em (0,7) x (0, L),
ur(t,0) = uy(t, L) = uy 5(£,0) = w1 (¢, L) = w1 4.(t, L) =0  em (0,7),
u(0,2) =0 em (0, L)

(4.16)

com h = h(t,z) € L*(0,T; L*(0, L)), e uy é solugao

Uy + U2z + U2 g0z — U2 gazae = (L, ) em (0,7) x (0, L),
us(t,0) = ua(t, L) = ug . (t,0) = ugp(t, L) = w24 (t, L) =0  em (0,7),
u(0,2) =0 em (0, L),
(4.17)
com g = g(t,x) = —ugUy ,.

Sejam O1(h) := u; e Oz(g) := ug, onde u; (resp. uy) denotam a solugao de (4.16)
(resp. (4.17)). Entao

O, : L*(0,T;L*(0,L)) — G : C([0,T); H) N Ly(0,T;V) (4.18)

O, : L'(0, T; L;dx) -G (4.19)
sao operadores continuos bem definidos, devido as Proposicoes 3.3.2 e 3.4.1.

Estamos em posicao de provar o principal resultado desta secao, ou seja, a contro-
labilidade exata (local) do sistema (4.2).

Teorema 4.2.1. Seja T > 0. Entdo existe § > 0 tal que para algum gy, u; € L?, e
L—x
satisfazendo
luls <6 e Julp <4

T—=z% L—x

x

pode-se encontrar uma fungdo controle h € L*(0,T; L*(0,L)) tal que a solugio u € G de
(4.2) satisfaz u(T,-) = uy em (0, L).

Demonstracao. Para mostrar o resultado, utilizaremos o Teorema do ponto fixo de Banach

2.2.1. Seja F uma aplicacao nao linear

F: LZ(O,T; V)— g,
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definida por
F(u) =ur + 01 0N(ur —un(T,-) + Os(uu, ) (T, -)) + O2(—uu,),
ug, solugao de (3.1) com dado inicial ug € L*; , , ©1, O, definidos em (4.18) e (4.19), e
L—x
finalmente, I' dado pelo Teorema 4.1.1.

Observe que se u é um ponto fixo de F, entdo u é uma solu¢ao de (4.2) com o
controle
h=T(upr —ur(T,-) + O (uu, )(T, ")),
e satisfaz
u(T,-) = ur,
como desejado. Para provar a existéncia de um ponto fixo de F, aplicaremos o Teorema

de ponto fixo de Banach a restricio de F em alguma bola fechada B(0, R) contida em
L*(0,T;V).

(i) F € contragdo.

Considere quaisquer u, @ € B(0, R). Usando (3.28), (3.31) e (3.32), temos

| F(u) — f(ﬂ>||L2(0,T;V) <20CR|lu— a||L2(0,T;V) ) (4.20)
para alguma constante C' > 0, independente de u, @ e R. Portanto, F é contracao se R
satisfaz X
R< — 4.21
40’ ( )

onde C' ¢é a constante em (4.20).

(ii) F ¢é injetiva em B(0, R).
Usando a Proposicao 3.2.2 e a continuidade dos operadores I', ©1 e ©,, inferimos
a existéncia de uma constante C’ > 0 tal que para algum u € B(0, R), temos

||~7:(U>||L2(0,T;v) < C'(fJuoll 2 Ly, + [lur|l 2 w + R?).

L—x L—x

Assim, tomando R satisfazendo (4.21),
R < 1/(2C")

e assumindo que |lugl|;2 . e lur] 2 . suficientemente pequenos, obtemos que o ope-

dx dx

L—x L—x

rador F é injetivo em B(0, R). Portanto, a aplicacdo F tem um ponto fixo em B(0, R),

pelo Teorema do ponto fixo de Banach 2.2.1, portanto a prova é completa. O

Observacgao 4.2.1. Como no caso linear, o termo forcante f = (p(x)h).. de fato € uma
fungdo em
L%T—t)dt(07 Ta L2<07 L))

suportada em (0,T) x (L — v, L).
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5 CONTROLABILIDADE REGIONAL PARA EQUA-
CAO DE KAWAHARA

Nesta secao, provaremos a controlabilidade regional do seguinte sistema

u(t,0) = u(t,L) = u,(t,0) = up(t, L) = uze(t,L) =0  em (0,7), (5.1)
u(0,z) = up(x) em (0, L).

Em detalhes, provaremos que o controle interno da equagao de Kawahara fornece um con-
trole do tipo hiperbélico na direcao esquerda e um controle do tipo parabdlico na direcao
direita, que significa, respectivamente, um comportamento de controlabilidade exata a
esquerda e controlabilidade nula a direita. Antes de apresentar o resultado, destacamos
que, a existéncia de solugdes para o sistema (5.1) em espagos Sobolev foi mostrado em [32]

(veja também [16]).
Agora, vamos exibir e provar o principal resultado desta secao.

Teorema 5.0.1. Sejam T >0 e w = (I1,1l3) com 0 < l; < ly < L. Considere I} € (ly,13).

Entio existe um nimero § > 0 tal que para algum ug,u; € L*(0, L) satisfazendo
luoll 20,0y <0 € Nuall g2y <9,

pode-se encontrar um controle f € L*(0,T, H2(0,L)), com supp(f) C (0,T) X w, tal que
a solugao v € C°([0,T7], L*(0, L)) N L*(0,T, H*(0, L)) do sistema (5.1) satisfaz

u(z)  se x e (0,1});

0 se x € (I, L). (5:2)

u(T,x) = {

Demonstragio. Antes de iniciarmos a demonstragdo, vamos enunciar [16, Theorem 1.1]

e [33, Theorem 1] respectivamente:

Teorema 5.0.2 (Controlabilidade nula - Mo Che). Eziste uma constante §; > 0 tal que

para qualquer ug € L*(I) satisfazendo
ol |r2(r) < 1,
pode-se encontrar um controle f € L*(Q) tal que a solugio u de 5.1 satisfaz
u(-,T)=0emI.
Além disso, o controle pode ser escolhido da sequinte forma

[ f1122(@) < Clluol|z2(n)

com C = C(L,T,w) constante positiva.
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Teorema 5.0.3 (Controlabilidade exata - O. Glass e S. Guerrero). Seja T' > 0. Seja
u e L>(0,T;W3*(0,1)) uma trajetdria de

U + QUse + Pllgzr + PUllpre + Ul + P'(u)u, =0 (5.3)

onde o, B, 11 e & sdao constantes reais e P uma polinomial cibica, com condigoes de fron-
teiras

ﬂ|x:0 = ﬂm|x:0 = Umd:r:() = 0.
Existe € > 0 tal que para qualquer uy € L*(0,1) tal que
||uo — (0, )[|z201) < €,
existem dois controle vo e vy € L*(0,T) tal que a solugio u de 5.3 com condigio inicial
Ui—g = Ug e condicoes de fronteiras
Ulg=0 = V1, Ujg=1 = V2, Ug|z=0 = U3, Ug|z=1 = V4, Ugz|z=0 = Us

com controle (0,vy,0,vy,0) em C°([0,T]; L*(0,1)) N L?(0,T; H*(0,1)) e satisfaz

u|t:T = E(Ta )

Por [16, Theorem 1.1], se ¢ é suficientemente pequeno, podemos encontrar um
controle f € L*(0,7/2,L*(0, L)), com supp(f) C (0,T) x w, tal que a solugdo de (5.1)
satisfaz u(7T/2,.) = 0 em (0, L), onde w é um subconjunto de (0, L).

Vamos considerar qualquer nimero I, € (I,l3) C (0, L). Por [33, Theorem 1], se

§ é suficientemente pequeno, podemos escolher duas fungoes g, h € L*(T/2,T) tal que a

solugao
y € CO[T/2,T], L*(0,15)) N L*(T/2,T, H*(0, 1))
do sistema
Y(t,0) = y:(t,0) = yuu(t, 5) = 0, y(t,13) = g(t), yu(t,ly) = h(t) em (T/2,T),
y(T/2,2) =0 em (0,15)

satisfaz y(T, x) = ui(x) para 0 < z < [§.

Defina p € C*([0, L]) sendo

(z) = 1 sex <y,
0 sex>%,

e escolha para T/2 <t <T

p(@)y(t,z)  sex <l
se x> [5.
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Note que, para T/2 <t < T, uy — Uppzzz + Ugge + Uz + v, = f sendo

f — _ (/J//N”y + 5M,/,/yz + 10/,6,”y$m + 10u1/ymxm + 5/,L,ym$mz>
(1" y 4 31" Yy + 31 Yuw + 1Y) + gty + (e — 1) yy..

Como
||y||i4(0,T,L4(0,l’2)) < C||y||%°°(0,T,L2(O,L))||y||%2(O,T,H2(O,L))7
segue que

f e L*0,T,H*0,L))

com supp(f) C (0,T) x (I3,1y). Além disso, u € C([0,T], L*(0, L)) N L*(0,T, H*(0, L)) é
solugdo de (5.1) e satisfaz (5.2), provando o resultado. O
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

6.1 Conclusao

Neste trabalho, tratamos da boa colocagao e controlabilidade da equacao de Kawahara,
uma equacao do tipo KdV de quinta ordem, em um dominio limitado. Precisamente, mos-
tramos quase todos os casos possiveis da controlabilidade interna da equagao de Kawahara.

O problema que ainda permanece em aberto, usando essa abordagem, e que ja foi menci-

onado na introducao pode ser formulado da seguinte maneira:

Problema A: E possivel controlar a equacio Kawahara no intervalo (11, 1)?

Note que esta pergunta fica sem resposta devido a formulacdo usada para fungao
controle, ist6 é, que foi definida a partir de funcao corte especifica da qual nao temos
informagoes vidveis sobre seu comportamento no intervalo (17, [3), e portanto, nao obtemos

resultado de controle por meio desta técnica.

De qualquer forma, outros problemas sobre a controlabilidade interna podem ser
estudados usando novas técnicas e argumentos. Dessa forma, abaixo, nosso plano é apre-
sentar alguns problemas interessantes do ponto de vista mateméatico. Mais precisamente,
apresentamos questoes em aberto sobre controlabilidade interna da equacao de Kawahara

com uma condi¢ao integral em dominios ilimitados e limitados.

6.2 Perspectivas

Com base no trabalho desenvolvido nesta tese, algumas questdes surgem natural-
mente. Portanto, descreveremos nesta se¢ao alguns problemas que podem nos interessar

posteriormente.

6.2.1 Controlabilidade da equagao de Kawahara: dominio ilimitado

No contexto do controle de dominios ilimitados, Faminskii [30], considerou os pro-
blemas de valores de contorno inicial, colocados em dominios ilimitados para a equacao
de Korteweg-de Vries. Precisamente, ele elegeu uma funcao fy no lado direito da equagao
como uma funcao desconhecida, considerada como um controle. Assim, o autor provou
que esta funcao deve ser escolhida de forma que a solugao correspondente satisfaca certa

condicao integral adicional.

Portanto, acreditamos que essas técnicas possam ser aplicadas a equacao de Kawahara
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colocada na semi reta direita
U + Up + Ugzz — Uzgaasr + WUz = fo(t)v(z,t), (t,2) € (0,T) x (0,00),
u(0,2) = ug(x), x € (0,00), (6.1)
u(t,0) = h(t), u.(t,0) = g(t), t e (0,7),
ou na semi reta esquerda
Ut + Ug + Usze — Usgaze + Ule = fo(t)v(x,t),  (t,2) € (0,T) x (—00,0),
u(0,2) = uo(x), z € (—00,0), (6.2)
u(t,0) = h(t), us(t,0) = g(t), uz(t,0) =k(t) te€(0,7),
onde v é uma funcao dada fy é uma funcao de controle desconhecida. Desse modo, o

seguinte problema surge:

Problema B: Podemos encontrar um par { fo, u}, satisfazendo

/R+ u(t, x)w(z)dr = p(t) ou /R_ u(t, z)w(z)de = p(t),

tal que as fungoes w e ¢ sdo dadas e u é a solucao de (6.1) ou (6.2)?

6.2.2 Controlabilidade da equagao de Kawahara: dominio limitado

Com relagdo a controlabilidade em dominio limitado, uma nova abordagem, di-
ferente da usada neste trabalho, foi introduzida recentemente por Faminskii [31]. Ele
estabeleceu resultados para a equacao de Korteweg-de Vries em um dominio limitado,
sob uma condicao integral a ser determinada. Mais precisamente, com condi¢oes sufici-
entemente pequenas dos dados de entrada ou no intervalo de tempo, o autor mostrou a

controlabilidade quando o controle possui uma forma especial.

Nesse sentido, acreditamos que o seguinte problema parece muito interessante.

Considere a equagao de Kawahara da seguinte maneira:

Up + Uy + Ugge — Uggazs + Utz = fo(t)v(z,t), (t,z) € (0,T) x (0, L),

u(0, ) = up(x), z e (0,L),

u(t,0) = hy(t), u(t,L) = ho(t), te (0,7), (6.3)
a(1,0) = hi(t), s (t, L) = h(t), te(0.7),

U (t, L) = hs(t) te(0,7)

Problema C: Dadas as fungoes ug e h;, 1 = 1,2,3,4,5, podemos encontrar uma funcao

fo tal que a solugao u do sistema (6.3) satisfaz uma condigao integral a ser determinada

/OL ult, 2)w(z)de = p(x), e (0,T)

onde w e  sao fungdes conhecidas?
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