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1 Resumo

Os topicos inicialmente estudados pelo aluno Daniel Alves foram uma
introdugao em Equagoes Diferenciais Ordindrias para que este pudesse ob-
ter conhecimento necessario para compreender os conceitos e aplicagoes no
estudo de Controle. Este estudo tem por objetivo analisar o problema de
determinar como e quando um estado especifico pode ser atingindo por um
sistema a partir da escolha de uma estratégia de controle.

2 Apresentacao

Neste relatorio sera abordado os principais topicos estudados em Equacoes
Diferenciais Ordindarias para o estudo de Controle. O tema principal é
Equacoes Lineares Nao Autonomas, cujo objetivo é compreender melhor a
obtencao de solugbes de equagoes do tipo 2’ = A(t)x + b(t), que serd estu-
dado em controle. Veremos que as solugoes dessas equacoes sao tunicas para
cada condicao inicial através do estudo em Espacos Métricos. Abordaremos
Matriz fundamental e Resolvente, necessario para obtencao de solucoes, na
forma explicita, dessas equagoes lineares. Finalmente, faremos um estudo
em Exponencial de Matrizes, onde definiremos este conceito e estabelecer
propriedades que sao necessarias para a resolucao de problemas em Controle
utilizando o Critério da Integral quando a matriz A(¢), numa equagao linear
' = A(t)z + Bu, ndo depende do tempo.

Por fim, definiremos Controlabilidade e veremos alguns exemplos.

3 Descricao de atividades

As atividades sao através de semindarios semanais onde o aluno faz uma
exposicao do que foi estudado durante a semana de acordo com a ementa e
orientacoes dadas pelo professor. O estudo é realizado através de livros-texto
e apostilas recomendadas pelo orientador de modo que um complemente o
outro para que o entendimento dos assuntos seja o melhor possivel.

4 Analise dos Resultados

4.1 Equacoes Lineares Nao Autonomas

Considere a equacao diferencial ordindria linear

= A(t)r + b(t)



em R onde A : I — M,x,(R) eb: I — R"”sdo fungoes continuas definidas
num intervalo I C R.

e Uma solucao de 2’ = A(t)x + b(t) é uma funcdo derivdvel x : I — R"
que satisfaz a equacao para cada t € I.

e Qualquer solucao x ¢ de classe C'! no R".

e Uma condigao inicial da equagao se representa fixando (¢, zg) € I x R
de modo que x(ty) = .

Sejam um espago métrico M e uma aplicacao w : M — M. Definimos as
iteradas de um ponto = € M indutivamente por xg = x e x,.1 = w(z,) para
n € N. Iteradas também sdao denominadas aproximacoes sucessivas. Note
que z, = w"(x), Yo € N.

Um ponto a € M é um ponto atrator de w se limw(z,) = a para as
aproximacoes sucessivas de qualquer ponto x € M.

Sejam M um espago métrico e uma aplicacao w : M — M. Um ponto
a € M é um ponto fixo de w se w(a) = a.

Uma aplicagdo w : M — M (de um espago métrico (M, d)) é uma con-
tracao se w ¢ lipschitziana de constante A < 1,isto é, existe A > 0 tal que
dw(x),w(y)) < Md(z,y), Y,y € M com A < 1. Dizemos que neste caso \ é
um fator de contragao de w.

Considere o seguinte resultado.

Teorema. Sejam um espago métrico (M,d) e uma aplicagao ¢ : M — M tal
que exista uma iterada de ¢ que é uma contracio (isto é, ¢F € uma contragao
para algum inteiro k > 1). Entdo eziste um unico ponto fizo atrator de ¢,
ou seja, um unico ponto a € M tal que lim ¢"(x) = a para todo x € M.

A demonstragao deste teorema é muito extensa e segue do teorema do
ponto fixo de contracoes. Mas, estd fora do escopo de estudo.
Considere o problema de valor inicial

{xl = f(t,:L‘),

$(t0) = X9

onde f: U — R™ é uma aplicacao continua no aberto U C R x R".

Uma aplicagdo f : U — R™ é lipschitziana na variavel espacial em
U C R, se existe k > 0 tal que |f(t,z) — f(t,y)| < k|z — y| para todo
(t,x), (t,y) € U de mesma primeira coordenada t.

Suponhamos que U C R™"! contém I x R™, para algum intervalo I C R.
Sejam f : U — R"™ uma aplicagdo continua e um ponto (tg, o) € I x R”
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qualquer. Entao, um caminho derivavel x : I — R™ é uma solucao do
problema de valor inicial se, e somente se, x(t) = xo—i-fti f(s,z(s))ds, Vt € I.
Isto, motiva a definicdo de uma funcao £ : F — F, onde F = C(I[,R")
(conjunto das fungdes continuas de I para R) tal que

t
L = xg —|—/ f(s,z(s))ds, Vt € I
to

Se I é um intervalo compacto, entao (F,d) é um espaco métrico completo
com métrica

(1, v) = sup [u(t) — v (t)]

tel

Lema. Se k& > 0 é uma constante de lipschitz de f em [ x R", entao
Fm()(8) = F(0)(8)] < Exft — tomd(1, ) para quaisquer v € F, m > 0
etel.

Demonstragao. Evidente param = 0 pela definigao de d(u, v). Dadas fungoes
w,v € F, temos que

L(u)(t) — Lw)(E) = 70 + / £ (s, u(s))ds — (0 + / £(s,v(s))ds) =

/ (F(s.1(5)) — £(s,0(s)))ds

to

Entao, para cada t € I,

L(0)(O)—LW) ()] < | / (s, ()~ F (s, v(s))ds]| < K / u(s)—v(s)]ds| <

t
k:d(,u,v)|/ ds| < kd(p,v)[t — to
to
onde k > 0 é uma constante de lipschitz de f. O lema esta provado para n=1.

Aplicando L(1) e L(v) em vez de p e v na desigualdade |L(p)(t) — L(v)(t)| <
k| [ [n(s) = v(s)|ds| < kd(u, v)|t — to| temos que

£200-£0)0) < H [ 166)(6)-£)Nds) < Pl [ ls-tlds] -



1
de(/L, U)§‘t — t0|2

que prova o lema para n=2. O lema segue por inducao repetindo varias vezes
as mesmas etapas. ]

Teorema. Seja f : U — R™ continua no aberto U C R™ ™. Se [a, b)) xR" C U
e [ € lipschitziana em [a,b] X R™ entdo, para quaisquer ty € [a,b] e g € R",
existe uma unica solucao do problema de valor inicial

definida no intervalo [a,b].

kl

Demonstragio. Tome | = b—a. Como a série Y. - (kl)™ = " é convergente,

. P k)™
seu termo geral tende a zero, isto é, lim,, (T)'

escolher m grande tal que %hﬁ — to|™ < GO — ) < 1, onde k > 0 é uma

m:

constante de lipschitz de f. Pelo lema anterior, tem-se

= 0. Portanto, podemos

d(L™ (), £7(v)) = sup [L™(u)(1) = L™ (0) ()] < vd(p, v)

tel
onde vemos que L™ é uma contracao do espago métrico completo F =

C(I,R). Pelo teorema acima, existe um tnico ponto fixo x € F de L, isto é,
L(x) = x. Mas, isto significa que x é a tnica solucao do P.V.I. acima. O

Teorema. Se A : I — M,x,(R) e b : I — R" sao fungéoes continuas no
intervalo I C R, entao para quaisquer to € I e xo € R™, a equagio x' =
A(t)x + b(t) possui uma unica solugao x : I — R™ tal que x(ty) = xo.

Demonstragao. Seja [a,b] C I. A aplicagao f(t,z) = A(t)x + b(t) é continua
em [ x R" e satisfaz

[f(t2) = [t )| < klo -yl

onde k = sup;ep, ) ||A(t)]| < 0o pois A(t) é limitado pela compacidade [a, b]
e continuidade da fun¢do A : I — M, x,(R). O teorema anterior garante
existéncia e unicidade de solu¢ao em [a,b]. Se o intervalo I é compacto, ha
nada para provar. Se o intervalo I for qualquer, fixemos ty € [ e xqg € R™.
Tomando uma sequéncia crescente de intervalos fechados [a,, b, tais que
ay < tg < by e I = Ulay,by]. Para cada m € N, obtém-se uma solugao
Tm(t) em [an, by tal que x,,(ty) = xo. Pondo, em todo t € I, x(t) = x,,(t),
a solucao x vale para todo intervalo I por unicidade. O



4.1.1 Espaco de Solucgoes

Agora, veremos que o espago vetorial Sy das solugdes 2’ = (t)x é isomorfo
ao R™ e que dimSy, = n, para podermos obter n solucoes xq,---,x, € Sy
linearmente independentes e definir matriz fundamental. E com esta matriz
que iremos definir o resolvente de ' = A(t)x e obter uma solugao explicita
para ' = A(t)z + b(t). Mas antes, vejamos que o conjunto S de todas
as solugoes de 2/ = A(t)z + b(t) é um espago vetorial afim em C'(I,R")
(conjunto de fungoes de classe C'1).

Seja Sy € C'(I,R) o conjunto de todas solugoes de =’ = A(t)zr. Note
que, x = 0 é trivialmente solucao. Dados x1, 22 € Sy € ¢1, ¢ € R, temos que
c121+c2x9 também é solugao. Com efeito, para cadat € I vale (c;x1+caxs) =
@) (t) + caxh(t) = crA(t)xy + 2 A(t)zy = A(t)(crz1 + coxe)(t). Logo, Sy é
subespaco vetorial de C*(I,R").

Vejamos que S ¢ afim. Sejam 2, € S e z € C'(I,R"), vejamos que
S = x, + So. Com efeito, se x € S entdo para todo t € I, (x — x,)(t) =
o' (t) — x,(t) = A(t)z(t) + b(t) — A(t)z,(t) — b(t) = A(t)(x — x,)(t), ou seja,
xr —xp, € 5. Entao, S —x, € Sy. Reciprocamente, se x — x, € Sy entao
2(t) = (x—a,) (£)+2(8) = A(t) (@ —,) (1) + A(D), () +b(t) = A(t)a(t)+b(¢)
para todo t € I, ou seja, x € S. Entao, Sy C S — z, Logo, Sp = 5 — x, ou
seja S = x, + Sy para qualquer solucao particular z, € S.

Fica provado entao que S é um espaco vetorial afim. Note que, para
encontrar todas as solugoes de @’ = A(t)x+b(t), basta encontrar uma solucao
particular sua e qualquer solucao de 2’ = A(t)x.

Teorema. O espaco vetorial Sy € isomorfo a R" e dimSy = n. Precisamente,
para qualquer to € T fizo, T(x) = x(to) define um isomorfismo T : Sy — R".

Demonstracao. E facil ver que T é uma transformacao linear. Vejamos que
T é uma bijecao. A existéncia de solugbes com z(tg) = zo, para g € R"
qualquer, garante que T é sobrejetora. Pela unicidade das solugoes, temos
que se x,y € Sy com x(ty) = y(to) entdo x = y. Portanto, T' é injetora. Logo,

T é um isomorfismo. O
Pelo teorema, as solucoes x1,--- ,x, € Sy sao L.I. se, e somente se, para
algum to € I, os vetores x1(tg), -+ ,Zn(to) € R™ sdo L.I..

4.1.2 Matriz Fundamental e Resolvente

Uma equagao diferencial matricial é escrita na forma X’ = A(¢)X onde
X é uma matriz n X n.



e Uma solugao de X' = A(t)X é uma funcao derivavel X : I — M, «,(R)
que satisfaz X'(t) = A(t)X (t) para cada t € I. Toda solugao ¢é de classe
C' em M, ., (R).

e Fixando (tg,zo) € I X M,xn(R) com X(ty) = xp, temos uma condigao
inicial.

e Uma funcao X é solucao se, e somente se, cada coluna de X é solucao
de 2 = A(t)z. De fato, pondo X = (zy,---,2,) em colunas z; =
Xe; € R" ({e;}Z} é a base canonica do R™), temos (2, - ,2)) =
X' =At)X = A(t)(z1,- -+ ,x,) = (A(t)xq,- -+, A(t)xy,). Assim, X' =

A(t)X equivale a um sistema de n equagoes

i

1
xh = A(t) o,
X' =At)X = ? (t)z

Portanto, existem e sao tnicos as solugoes de X' = A(t)X.

Uma matriz fundamental da equacdo 2/ = A(t)r é uma solugao X : [ —
M«n(R) de X’ = A(t)X que possui colunas xq,--- ,x, linearmente inde-
pendentes em C'(I,R").

Teorema. Seja X : I — M,,(R) uma solugcio da equag¢ao matricial X' =
A(t)X com colunas dadas por xy,- - ,x, : I — R". Equivalem as afirmagoes:

1. X é uma matriz fundamental de ' = A(t)z.
2. detX (to) # 0 para algum ty € I.
3. x1(to), -, xn(to) € uma base do R™ para algum to € I.

4. detX(t) # 0 para todo t € I.

Demonstracao. Primeiro, note que uma matriz X é invertivel se, e somente
se, possui colunas linearmente independentes. Portanto, valem as seguin-
tes equivaléncias: X é matriz fundamental <= xy,---,2, sao L.I. em
CHI,R") <= 3ty € I; x1(to), - ,znl(to) sdo LI em R® <= 3Tt, €
I; X (to) possui colunas L.I. <= 3Jt, € I; X(tp) ¢é invertivel < Jt; €
I; det X(t9) # 0. Entao, as trés primeiras afirmagoes sdo equivalentes. Su-
ponhamos que nao vale a quarta afirmacao, isto é, existe t* € [ tal que
X(t*) = 0. Pela unicidade, X é a solugao trivial donde X (¢) = 0, Vt € I.
Em particular, X (¢y) = 0 contradizendo a segunda afirmagao. Logo, a quarta
afirmacao deve valer. O



Pondo X (tg) = I; onde det I; # 0, vemos que toda equac¢ao homogénea
x’ = A(t)z possui matriz fundamental.

Seja X : I — M,x,(R) uma matriz fundamental de 2’ = A(t)xz. O
resolvente de 2’ = A(t)x é uma funcao R : [ X [ — M, y,(R), onde R(t,u) =
X)X ().

Propriedades do Resolvente:

o R(t,t)=1I, Vtel
Prova: R(t,t) = X(t)(X ()™t = I4

o R(t,u)R(u,z) = R(t,z2)
Prova: R(t,u)R(u,z) = X ()(X (u)) ' X (u)(X ()™ = X(t)[4(X(2))t =
X()(X(2))™" = R(t, 2)

OR(t,u) _ A(R(t,u)

ot
prova: 01 _ O ) _ x4y (x(u) = A X ()X )" =

A(t)R(t, )

o W = —R(t,u)A(u)
prova: Derivando X (¢)(X(t))™! = I, temos que X(t)(X(t)™!) =
5}){(;( )X (1 29);( = (XO7) = ~(XO)TX'OX(®)"". Entdo,
) SO ) X)X ) X (X () = ~R(t wA).

Proposicao. Seja X : I — M, (R) uma matriz fundamental de ' = A(t)x
e sejam tg € I e xg € R™ dados. Entao,

x(t) = R(t, to)xo + /t R(t,u)b(u)du, YVt € I

to
¢ a unica solugao de x' = A(t)x + b(t) tal que x(ty) = xo.

Demonstracdao. Seja x a fungao definida como acima. Para t = ty, temos
que z(tg) = R(tg,to)xro = xo. Derivando x em relacao a Varlavel t temos que
para todo t € I vale 2/(t) = A(t)R(t to)xo—l—R t, )b +ft w)b(u)du
pela regra da cadeia. Mas, fti JR(t, u)b(u)du = x(t) — R(t,to)xo =
ft w)b(u)du = A(t)x(t) — A(t)R(t, to)xo. Entao, 2'(t) = A(t)x(t) +
b(t) Verlﬁcando a existéncia de solugao. A unicidade segue do fato de haver
solucao trivial apenas quando xy =0 0



4.2 Exponencial de Matrizes

Considere uma matriz A € M, «,(R) e a norma euclideana | - | de R". A
norma de operador é definida por

||A]| = sup |Az]

|z|<1

Note que Az € R™, pois x € R" e R" ~ M, ,(R).
Vamos verificar que esta é realmente uma norma: Seja z € R™ tal que
lz] < 1.

L |(AA)z] = [MAz)| = [A[Az] = [[(AA)z]| = [A[||A=]|
2. |(A+ B)z| = |Az + B| < [Az| + [Bz| < [|A| +|[B| = [[A+ Bl <

[A[l + [|B]]
A=0.

A=0 = Ae; =0 = Az = A ;) =Y a;(4e) =) a0 =
0 = |Az| =0 = ||A|| =0. Entao, [|[A| =0 < A=0.

Lema. Dados A, B € M, «,(R), valem
1. |Az| < [|A]||z|, Yz € R™
2. [|[AB| < |All[|B]

Demonstracao. 1. Dado x € R™ com x # 0, tem-se ||$—|| = 1. Entao,
T
|Az| .
o Al S A = [Az| < [|A]]|=].

2. [(AB)z| = |A(Bz)| < ||All|Bz| < [|Alll|Bllz], Yz € R". Se [z| < 1,
entao |(AB)z| < ||Al|||B||. Tomando o supremo, vale || AB|| < [|A||||B]|
[

Pondo B = A e aplicando a segunda afirmacao acima repetidas vezes, vale
|A™|| < ||A]|™, Vm € N, onde escrevemos A = [;, Al = Ae A™T = A™A.
Com efeito, temos [|A°| = |[I|| = ||A|® = 1. Supondo [|A™| < ||A|"™,
segue-se [ AT+ = [AmA|| < [A™|[A]l < [AIm Al = A+,

A matriz exponencial de uma matriz A € M,,«,(R) é

o0

1 1 1 . 1 .
eAZId+—A2+—A3+"'+fA]+"': — A

2! 3! 4! ,Oj!
j:



Para que isto fique bem definido precisamos saber se esta série converge.
Dizemos que uma série > z,, em R" (ou M, (R) ~ R™) é absoluta-

mente convergente segundo a norma | - | se a série numérica » | |x,| é con-

vergente. Toda série absolutamente convergente é convergente. Vejamos que

1 . _ .
— AJ é absolutamente convergente. Pondo S, = > ?_||= A’||, usando as
| & =017
J: J:
1 A
propriedades acima, temos S, < 3 77§ =l A[]?. Como o termo 4 direita da

desigualdade converge com lim ) f‘HAHj = €l 4l temos que S, é limitada.
Entao, S, é uma sequéncia monétona e limitada, logo convergente. Por-

tanto, podemos concluir que » f'Aj ¢ absolutamente convergente segundo

: Iy : :
a norma |||, ou seja > —A’ converge. Assim, a exponencial et estd bem

definida para qualquer matriz A € M,,«,(R).
Exemplo: Calculo da exponencial de uma matriz diagonal

D:dmg()\l, 7An> = ; >\2 ’
0 .0

j j i 1. 1 . ,
Note que D7 = diag(A{, -+, \), Vj € N. Assim, e” = 37 =D =3~ —diag(\, -+, \,) =
J! J!
1 1.
diag(3> M, 20 5 N,) = diag(e™,--- ). Em particular, ¢ = Iy e
J! J!
elt = diag(e, -+ ,e) = ely.

Proposicao. Dados uma matriz A € M,x,(R) e oy € R", 0s caminhos
t — et em My n(R) et — edzy em R™ sdo derivdveis com
d(etA)
dt

d tA
% = Aetlzy € R”

= Ae"t € M,n(R) e

Precisaremos de dois resultados para demonstrar a proposicao:

1. Para cada A € M,,,(R), valem |le?]| < el4l |le4 — I]| < el —1 <
|Allell e [jed — I, — A[| < el Al — 1 — ||A]| < || A|2elAl.

Demonstracao. Temos que,

1 ,
o S, <> =|lA) = limS, < el Al
=0 51
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o N
¢ 125=0 Al = 2jmoll AN = S

1 . 1 .
Segue-se, |[e?] = [[lim A =1m|[3>° S A’[| < lim S, < ellAll,
J: J:

. 1
Vejamos que [[e? — I|| < el Al — 1 < || Al[el . Tem-se, [py f!AJ -
j=n 1 j j=n 1 i j=n 1 j—
Ll < >0 Al = =0 AllAlr =1 = 141252 il ' <
i 1 . 1 1
[Ny |A]P~t pois — < — . "Passando”o limite, te-
(7 — 1) gt (=1

mos ||e? — I]| < el —1 < ||A|lel4ll. A tiltima desigualdade se mostra
de modo analogo. O

2. Seja X : R — M,«,(R) um caminho continuo de matrizes que é de-
rivavel em 0 € R. Suponha que X (0) = Iye X (t+u) = X (t) X (u), Vt,u €
R. Entao, X ¢é derivdvel em cada t € R com X'(t) = X'(0)X(¢).

X t)— X(t
Demonstracao. Dado t € R, temos X'(t) = lim,_,o (u+1) (t) _

XX = XOXE) _ )XW =XO) vy - x0)x0).

u u

hmu—>0

Demonstragao da proposigao: Sejam A € M,y,(R) e t € R. Escrevendo
X(t) = e, temos X (0) = ¢ = I;. Afirmamos que, X (t+u) = X (t)X (u), Vt,u €
R. Com efeito, pela lei do bindmio, temos
1
!

- 1 o trut Toouf
J— JAT — E J— T2 AS

r4+s=j r+s=j

1 . 1 1
e portanto, ¢4 = X (LA £ uAY = Y2, T (tA)  (uA)"
J! 7! s!

tA+ud ¢ o produto de Cauchy das matrizes absolutamente conver-

Entao, e
1

gentes et = Y7 —(tA)" e et =37, —(uA)?, ou seja, etArud converge
7! s!

e etAtud _ tA uA Assim, vale X(t + U) — elttw)A _ gtA+ud _ tA uA _

X(t)X (u). Agora, vejamos que X'(0) = A. Considere 0 < |t| < 1. Pelo pri-

meiro item, temos que ||7(e" —I;) — Al = ‘71|HetA—Id—tAH < ﬁHtAHQe”AH =
][] A|[2eAI <[] Al|2el Al pois ellAl < el 4l » Passando”o limite, segue
X(t) — X(0) et — 1,

que X'(0) = lim;_ = lim; = A. Pelo segundo

t
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. , P / : d(etA) tA
item, X ¢é derivavel e X'(t) = AX(t), ou seja, = Ae'. Por ou-

tro lado, dado 2y € R™ a funcio z(t) = X(t)xg = ey é derivavel com
() = X'(H)xg = AX (t)zg = Aty

Teorema. Sejam A € M,,(R) e zog € R". O caminho z(t) = ez, t € R,
define a tnica solugdo de ' = Ax com condigdo inicial x(0) = xo.

Teorema. Se A, B,Q € M,,,(R) sdo tais que AQ = QB, entdo e*Q =
QeB. Em particular, se Q ¢ invertivel, entdo A = QBQ™! e ¢4 = @B =

QeBQ1.

Demonstracao. Primeiro, vejamos que A’Q = QB7, Vj € N. Temos, AQ =
Be AQ = QB = ATQ = AVAQ = AIQB = QBB = QB’'*! logo

1 . 1 . 1 ‘
vale por inducdo. Segue-se, eAQ = (> 714])@ =3 f‘A]Q =3 QB =
J: J: J:

QT -
J!

Os teoremas acima sao necessarios para estabelecer propriedades para
exponencial de matrizes de modo andlogo ao usual em R, como ede? =

eAtB — BeA o (eA)—l — e A

V) = Qeb. O

Corolario. Sejam A, B € M,,x,(R), temos:

1. Se AB = BA, entdo eeP = eAT8 = eBeA.

A A)—l — A

2. A matriz e € invertivel, com (e e

Demonstracao. Sejat € R. Se AB = BA, entao B(tA) =t(BA) =t(AB) =
(tA)B, e pelo teorema anterior, temos Bet* = e“B. Fixando z, € R”,
definimos z(t) = e*4etPry. Pela regra da derivada do produto, 2'(t) =
AeteByy+ e BetPry = Ax(t)+ Bxz(t) = (A+ B)x(t). Entao, z(t) é solucio
de 2/ = (A + B)x com condicao inicial x(0) = xy. Pelo teorema acima,
x(t) = etA+Blyy = et4etBry. Tomando t = 1, vale e TPx; = eAePxy. Pondo

xo = e;, fica evidente que as colunas de eAtB ¢ el s30 as mesmas, isto é,
que eAHB ¢ ¢AeB

e eeP sao a mesma matriz e eA18 = edeB.
Em particular, ele™ = e4™4 = €0 = I, ou seja, (e4)™! = e 4. O

4.3 Controlabilidade

Sejam A, B : [0,T] = M,x,(R) fungées continuas no intervalo [0,7] C R.
Diremos que o sistema

11



{a:’(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), ¥t € [0, T)

é controldvel se para todo xg, x7 € R™, existe func¢ao u : [0, 7] — R™ continua
tal que z(7T') = x, onde & = z(t) é a solugao do sistema. Chamaremos u de
controle e diremos que u leva o sistema do estado inicial zg em ¢ = 0 para o
estado final x7 em ¢t =T

Exemplo: Seja uma funcao f : [0,7] — R continua tal que f(t) # 0, Vt €
[0, T7.

z(0) = xg

Entao, o sistema é controlavel. Com efeito, dado zy € [0,7T] tome u =
I — Zo ~ T T T — X
T(t). Entao, Zl'f(T) — Ty = fO f(t)U(t)dt = Jo Tdt = TT =
xp —xy = x(T) = xp. Logo, o sistema é controldvel.

Exemplo: Considere as matrizes

NEE:

O sistema 2’ = Az + Bu pode ser escrito como
Ty =z +u
/o t
xh = Ty €
com dado inicial (z1,,2,). Este sistema nao é controldvel pois qualquer

controle u que escolhermos nao influencia no comportamento de x, que é
determinado por xa,.

5 Trabalhos Futuros

Os préoximos passos serao estudar dois resultados importantes na teoria
de Controle tais como o Critério da Integral e o Critério de Kalman. Em
seguida, o aluno estudara Controle Otimo nos topicos Problema de Tempo
Minimo e Principio do Maximo de Pontryagin, e finalmente, o exemplo do
carro com dois motores.
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