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RESUMO DO TRABALHO.

O presente estudo dedica-se a expor os resultados assimilados pelo bolsista durante a vigéncia
do projeto. Como principal objetivo, o aluno empenhou-se em apresentar uma releitura dos
principais conceitos sobre o tema abordado.

O primeiro conceito estudado € o de espaco métrico. Aqui, analisa-se suas propriedades
gerais, de modo a abordar o caso de um espaco métrico completo, cujo estudo em conjuntos
mais particulares gera o conceito de Espacos de Banach e Espacos de Hilbert.

Dentre outros resultados importantes que trataremos estd o Teorema de Hahn-Banach, o qual
permite que funcionais lineares definidos em um subespaco de um espaco vetorial sejam
estendidos a todo o espacgo. Além disso, estudaremos transformacdes lineares em espacos de
Hilbert, com o intuito de estudarmos o famoso Teorema da Representacao de Riesz.

Ainda mais, € apresentado o conceito de espagos reflexivos e suas caracteristicas em espagos
previamente estudados. Por fim, o Teorema da Categoria de Baire é apresentado, o qual
enuncia que espacos metricos completos ndo sdo magros. Tal resultado gera inUmeras
consequéncias em Analise Funcional, e dentre estas, este relatorio expde o Teorema da
Limitacdo Uniforme, que apresenta hipéteses para que uma sequéncia de operadores seja
limitada em um espaco de Banach.
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INTRODUGCAO (relevancia do trabalho e reviso da literatura)

Analise funcional é o ramo da analise matematica que trata do estudo de espacos vetoriais
munidos de certas estruturas (por exemplo, normas, produtos internos e topologias) e fungdes
lineares definidas nesses espacos que respeitem tais estruturas em um certo sentido. Sua
importancia deriva do fato de ser uma grande ferramenta no estudo de equacGes diferenciais e
integrais, de modo que o entendimento do aluno no assunto mostra-se Util para seu futuro
académico.

OBJETIVOS (geral e especificos)

Do ponto de vista cientifico, o objetivo deste projeto é o estudo de modelos matematicos que
possuem como representacdo uma Equacgdo Diferencial Parcial (EDP). Contudo, para um
entendimento preciso dessas equacdes alguns pontos basicos devem ser estudados pelos
aluno. Assim, de forma entender bem as EDP’s, o bolsista estudara um ramo da matematica
conhecido por Andlise Funcional. A Andlise Funcional trata do estudo de espacos de funcées
e faz uso de muitos conceitos de Algebra Linear, com énfase para espacos vetoriais de
dimensao infinita.

Tal projeto ndo possui somente objetivos do ponto de vista cientifico. Do ponto de vista
socioeconémico, a ideia do coordenador do projeto é acompanhar o aluno, desde o inicio da
graduacdo, para consequentemente, ao final de seu curso, tentar compreender quais foram as
dificuldades enfrentadas por ele e se este alunos esta apto a ingressar em uma pos-graduacao.
Como, em Recife e regido, temos um numero baixo de alunos formados em matematica
anualmente, a ideia do projeto é acompanhar o aluno bolsista até o final de seu bacharelado e
com isso garantir que Recife e regido possuam professores mais qualificados e aptos a
atuarem em escolas publicas ou privadas, bem como em universidades pablicas e privadas da
regido.

METODOLOGIA DO TRABALHO

Os seminarios foram apresentados semanalmente pelo bolsista para o orientador e discutidos
baseando-se fortemente em [1] e [2]. Os demais livros foram usados como leitura
complementar para o aluno.



RESULTADOS E DISCUSSAO
1 Espacos Métricos

Definicdo Dado um conjunto X, um espa¢o métrico € um par (X,d), em que d: X X
X — R é uma métrica, ou seja, uma fungdo que cumpre as seguintes propriedades:

Para quaisquer x,y, z € X, temos:
1. d(x,y) > 0ed(x,y) = 0 & x = y (Definida positiva)
2. d(x,y) = d(y, x) (Simetria)
3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Desigualdade Triangular).

Exemplos:

* Seja s 0 espaco das sequéncias com valores reais. Dados x = (x,) e y = (y,,) em
s, definimos

d(x,y) =¥>_, zin( |Xn—ynl )

1+[xn=ynl

1 7 - ..
onde o fator — € para que a série convirja.
21’l

Definicdo Dado um espaco métrico X, um elemento x € X e r > 0, a bola aberta de
raio r é o conjunto

B(x;r) ={y € X:d(x,y) <r}
e a bola fechada de raio r

B(x;r) = {y € X:d(x,y) <1}
1.1 Espagos Métricos Completos

Definicdo Dizemos que uma sequéncia (x,) em um espagco métrico X € uma
sequéncia de Cauchy se dado € > 0, existe N € N tal que

d(xp, xy,) <esen,m >N

Dizemos que (x,) € convergente em X se existe x € X tal que, dado € > 0, existe N € N
satisfazendo

d(x,,x) <esen>N



Neste caso escrevemos x,, — x e dizemos que x € o limite da sequéncia (x,).

Proposicdo 1 O limite de uma sequéncia em um espaco metrico X é unico.

Demonstracdo. Seja (x,) em X com x, - x € x, = ¥y, sendo x,y € X. Dado € > 0,
existem N;, N, € N tais que

d(x,,y) < £ se

2
Tomando N = max{Ny, N,}, vale pela Desigualdade Triangular:

Como ¢ € arbitrério, segue que d(x,y) = 0ex = y.

Proposicdo 2 Toda sequéncia convergente em um espaco métrico X é uma sequéncia
de Cauchy.

Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia em X com x,, = x € X. Dado € > 0, existe
N € N tal que

d(xp, x) <§ sen>N
Assim

d(xp, Xm) < d(xp, x) + d(xy,, x) < g + g =gsenm>=N

Definicdo Um espaco métrico X é completo se toda sequéncia de Cauchy em X €
convergente em X.

Sabemos que o espago R dotado da métrica d(x, y) = |x — y| é completo.

Proposicao 3 Seja X um espago métrico completo e Y um subconjunto fechado de X.
Entdo Y é completo.

Demonstracéo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em Y. Como X é completo,
existe x € X tal que x,, = x. Mas por defini¢do, temos que x € Y =Y, logo toda sequéncia de
Cauchy em Y é convergente em Y e este é completo.



2 Espacos de Banach e Hilbert

Definicdo Seja X um K-espaco vetorial. Uma normaem X é umafuncédo || - ||: X = R
satisfazendo, para quaisquer x,y,z € X e 1 € K:

L |Ix|]| >0e||x|]| =0 x=0;
2. || Ax|| = [A] - [Ix];
3o lx +yll < xl + [yl
Nesse caso, X é dito espaco vetorial normado.
Ja um produto interno em X é uma funcdo <-,->: X X X — K satisfazendo:
1. <x,x>=0e<x,x>=0 ox=0;
2. <Ax,y>=1-<x,y >,
3. <x+y,z>=<x,z2>+<y,z>;

4, <x,y>=<y,x >.

Note que em um espaco Vvetorial com produto interno, podemos definir a norma
induzida

[x]| = V< x,x >
Em um espaco vetorial normado por sua vez, podemos definir uma métrica induzida
d(x,y) = |lx =yl

Assim todo espaco munido de produto interno € um espago normado, que por sua vez é um
espaco métrico.

Se uma norma é proveniente de um produto interno, ela deve satisfazer a lei do
paralelogramo:

1 + Y112 + 11x = 117 = 2(11x]1* + [I¥11*)
A verificagdo é imediata.

E valido também em X a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, em que, para quaisquer
x,y € X vale

<xy ><|lxl| - Iyl



Definicdo Um espaco vetorial normado é um espaco de Banach se for um espaco
métrico completo com a métrica induzida. J& um espaco de Hilbert é um espaco vetorial
munido de produto interno que se torna um espacgo de Banach com a norma induzida.

Lema 1 Todo produto interno é uma funcao continua. Isto €, se x, - x € y, = y, entdo
< Xp,Vp >—o<x,y >.

Demonstracéo. Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

| <XV > —<x,y>| =|<x,Vm> <X,V > +<x,, 7> —<Xx,7 > |
<|<xn'yn_y>|+|<xn_x'y>|
n—oo
< xnll - [yn = YU+ [1xn — x[] - [[¥[] — 0.

Definicdo Sejam X,Y espacos normados e T: X — Y uma transformacéo linear. T é
dito limitada se existe um numero real c tal que

IT()|| < c|lx]|,Vx € X
Se T € uma transformagéo linear limitada, a norma de T € dada por

[T ()|
171 = sup 2 = sup 7))

x#0 |1 [Ix||=1

E facil ver que

ITCOI| < |ITI] - [1x1|, vx € X
[Ty o T2 || < ||Tall - 1Tz

Lema?2 Se T: X — Y € um operador linear, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
1. T é limitado;

2. T é lipschtziano (ou seja, existe ¢ > 0 tal que para todos x,y € X temos
T () =TI < cllx=yll);

3. T é continuo.
Demonstragao. «i) = ii)
Sejac € R com [|T(x)|| < c||x]||, Vx € X. Em particular temos

TG =TI =T =Nl < cllx =yl vx,y € X

. i) = iii)

Sejac eR com |[|IT(x) —=TW)|| <cllx—=y]||,Vx,y € X. Dado € > 0, seja § = ¢/c.
Entéo, fixado x € X, temos

lx =yl <& =ITG) —TWIl <cllx-yl|<cd=¢
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O que implica que T é continua em x. Como x era arbitrario, vale o resultado.

. iii) = i)
Em particular, temos que T é continuo em 0. Dado € > 0, existe § > 0 tal que
x|l <6 =TI < e

Tome y € X ndo nulo e ponhamos

1)

X =—"
[yl

y

Dai, ||x]|| = & e temos ||T(x)|| < €. Mas

HTColl =

|Tﬁﬁryﬂ‘=ilwwtwn

171

Entdo
TN < &= ITOI < 511yl

Pondo ¢ = % , obtemos o resultado.

Dado um espaco de Hilbert H, definimos o espaco normado
H' ={f : H— R|féfuncional linear limitado}

E fixado y € H, definimos ¢, € H' por ¢y(x) =<x,y >,Vx € H. Note que ¢, €
de fato limitada pois

Uyl =1l <x,y > || < |Ix]| - |lyll,Vx € H,
de modo que ||, || < [|ly]|. Com isso, definimos a fungéo

A:H - H
y oo,

Proposicdo 4 (Teorema da Representacdo de Riesz) A funcdo A é uma isometria,
ou seja, uma bijecdo que preserva distancias.

Demonstracdo. < A preserva distancias, i.e, ||¢y|| = ||y||,Vy € H

Ja sabemos que ||¢y || < ||y||. Para obter a desigualdade reversa, basta notar que

ll$y Il

= |l

[y I = 1Iyl1? = |I$y || = sup

x+0

« A é injetiva: A linearidade do produto interno na primeira coordenada implica a

linearidade de A. Como A(v) = 0 implica [|[v]| = [|[A(v)|| = 0, segue que NV (A) = {0} e
portanto A € injetiva.



« A é sobrejetiva: O nucleo
M = N(¢)

de qualquer ¢ € H' é um subespagco fechado. Com efeito, seja (x,,) uma sequéncia em M com
X, = x € H. Como ¢ € limitada, é continua e segue que

¢(x) = limgp(x,) = lim0 =10
n—-oo n—-oo
Logo, x € M.

Se M = H, entdo ¢ = ¢y, ou seja, ¢ = A(0). Caso M # H, tome e unitario (i.e,
|le]| = 1) pertecente a Mt ={x€eH|<x,y>=0, Vye€M}. Temos que ¢(e)x—
¢(x)e € M,Vx € H pois

P(p(e)x — p(x)e) = Pp(e)p(x) — p(X)p(e) = 0
Pela escolha de e, temos

0=<g¢p(e)x —p(x)e,e > =¢(e)<x,e>—-p(x)<ee>
=<x ¢(e)e > —¢(x)

Logo ¢ = ¢, comy = ¢p(e)e.

O Teorema da Representacdo de Riesz é importante pois implica que todo funcional
linearlimitado ¢ em um espago de Hilbert H € da forma ¢(x) =< x,y >, paraalgum y € H.

3 Teorema de Hahn-Banach

Definicdo Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto M, em que se esta
definida uma relacéo < que satisfaz as condi¢bes

1. a < a,Va € M (Reflexividade)
2. Sea < beb < a,entdo a = b (Antissimetria)
3. Sea< beb <c,entdo a < c (Transitividade)

Se além disso, < satisfazer que dados a,b € M, temos a < b ou b < a, entdo M é
dito totalmente ordenado.

Se W c M é um subconjunto totalmente ordenado, uma cota superior de W é um
elemento u € M tal que

x<uVxew
Um elemento maximo é um elemento m € W satisfazendo

x>m=>x=mVxeW



O lema a seguir é apenas um enunciado equivalente ao Axioma da Escolha.

Lema 3 (Lema de Zorn) Seja M um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado.
Suponha que todo subconjunto totalmente ordenado de M possui uma cota superior. Entdo M
possui ao menos um elemento maximo.

Definicdo Dado um espaco vetorial X, um sublinear funcional em X é uma funcéo
p: X — R que satisfaz

‘p(x+y) <p) +p(),Vx,y €X
ep(ax) =ap(x),Ya >0 € R, Vx €X

Proposicdo 5 (Teorema de Hahn-Banach (Caso Real)) Seja X um espaco vetorial
real e seja p um sublinear funcional em X. Seja Z um subespaco de X e f:Z — R um
funcional linear que satisfaz

f) <p(x),Vx€Z
Existe uma extenséo linear * 7de f em X que satisfaz

f() <p(x),vx X

Demonstracé@o. Seja E o0 conjunto de todas as extensdes lineares g: D(g) — R de f
gue satisfazem

g(x) <p(x),Vx € D(g)
Note que E # @, pois f € E. Definimos em E a relacdo de ordem parcial
g < h < héuma extensdo de g
ouseja, D(g) € D(h) e g(x) = h(x),Vx € D(g).

Mostremos que dado C c E totalmente ordenado, existe uma cota superior em C. Em
C, definimos

g:Ugec D(g) » R

tal que g(x) = g(x),Vx € D(g). Temos que Ugzec D(g) € um subespacgo vetorial pois C €
totalmente ordenado. Além disso, g esta bem definida pois dado x € D(g,) N D(g,), temos

Yisto &, ?:X — R é um funcional linear tal que 7(x) =f(x),vx € Z



g1(x) = g,(x) por definicdo de C. Por fim, basta notar que g é um funcional linear tal que
g < g,vg € C. Logo, c é uma cota superior para C.

Pelo Lema de Zorn (Lema 4), podemos tomar um elemento maximo f € E.
Afirmamos que D(f) = X. Com efeito, suponha que exista y; € X\D(f). Defina Y; =
Span{D(f),y,}. Note que y; # 0, pois 0 € D(f). Dado x € Y;, temos

x=y+ay1,yED(f),a€R

Tal representacio € Gnica. De fato, se y + ay; = ¥ + fy,, comy,§ € D(f) e a, B € R, segue
que

-9 =B-aon

Como y; &€ D(f), a Unica solugio possivel ¢ y—% =0 e B —a =0. Isto implica a
unicidade.

Dado ¢ uma constante real qualquer, defina
gl: Yl -> R
ytay, = f(y)+ac

Temos que g, é linear. Além disso, se x = y + ay; € D(f), entdo a = 0 e vale g,(x) =
f(x). Logo, g; é uma extensdo propria de f, isto & D(f) & D(g,). Se mostrarmos que
g1 € E com

91(x) < p(x),Vx € D(g1)
com c apropriado, teremos uma contradicio ao fato de f ser maximal em E.

Dados y,z € D(f), temos que

fO-f@ =fy—-2)
<p(y—2)
=p(y+y1—y1—2)
<py+y) +p(=y1—2)

Logo
—p(—y1—2) — f(2) <p(y +y1) — ()

Tome

my = sup {—p(—y1 —2z) — f(2)}
zeD(f) )

my = inf {p(y +y1) —f()}
yeD(f)

e c € R tal que my < ¢ < my. Segue que

—p(=y1—2) — f(2) < ¢, ¥z € D(f)

10
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p(y +y1) — f(¥) > c,Vy € D(f) (11)

Provemos (9) inicialmente para & < 0 em (8). Tomando z = a~1y em (10), temos
—p(=y1—a'y) - fla'y) <c
Multiplicando por (—a):
p(—ayy —y) + f(a'y) < —ac
Usando que y; + ay = x € Y; = D(g4):
91(x) = f(¥) + ac < —p(=ay; —y) = p(ay, +y) = p(x)

Para a = 0, temos x € D(f) e portanto g,(x) = f > p(x). Se @ > 0, tomamos a~'y em
(11):

c<platy+y)—flay)
Multiplicando por a > 0:
ac <py+ay) — ) =p®) - F)
Dai

91(x) =f(¥) +ac < p(x),Vx €Y,

Proposicdo 6 (Teorema de Hahn-Banach (Generalizado) ) Seja X um espaco
vetorial real ou complexo e p: X — R uma funcéo que satisfaz, para todos x,y € X

p(x+y) <pXx)+pQy)
e para cada escalar a
p(ax) = |a|p(x)
Entdo dado Z subespaco de X e f um funcional linear definido em Z que satisfaz
lf()I <px),vx€Z
Entfo existe uma extensdo linear f de f em X satisfazendo
()| <p(x),vx €X
Demonstracéo. 1. Caso real

Se X éreal, vale que f(x) < |f(x)] < p(x) e 0 Teorema 5 nos d& uma extensdo linear
f de f em X tal que

fx) <p(),vxeX (12)
Dai

11



—f(x) = f(=x) <p(—x) = | — 1|p(x) = p(x),

e obtemos que —f (—x) > p(x). Junto com (12), concluimos que |f(x)] < p(x), Vx € X.

2. Caso complexo
Se X é complexo, Z também €. Logo, f toma valores complexos e podemos escrever
f(x) =fi(x) +if2(x)
com f;, f> funcionais lineares com valores reais.
Considere X, Z, as respectivas restricdes dos espacos X, Z ao corpo dos reais. Como
) < |f)| <px),Vx € Z,
podemos aplicar o Teorema 5 para encontrar um extensao linear f; de f; em X, tal que
fi(x) < p(x),Vx € X,
Voltando a Z, temos para cada x € Z:
i[fi(x) +if2(x)] = f1(ix) + if2(ix)
de modo que
—f2(x) = f1(ix),vx € Z (13)
Defina

f:x -cC
x e fil) - ifi(ix)

Note que f(x) = f(x),Vx € Z por (13). Como f € linear, segue que f; é linear. Resta-nos
mostrar que

If(0)] < px),Vx € X
Se x € NV (f), entdo
p(x) > f()| =0
pois
o=»(:-5) <p()+o(-3) = oo+ |-pter=pte
Se x & NV (f), entdo f(x) # 0. Considerando a forma polar, temos
f) =1f()0e? = |f()] = f(x)e ™ = f(e™x)
Como |f(x)| € real, segue que f(e~%x) é real e dai

If ()] = fle™x) = fi(e™x) < p(e™?x) = |e P |p(x) = p(x)

12



Proposicdo 7 (Hahn-Banach em espagos normados) Seja f um funcional linear
limitado em um subespaco Z de um espaco normado X. Entdo existe uma extensdo linear

limitada f de f em X tal que
11£11x = If]lz

com

rd |f ()] |f ()
Ifllx = sup U eifil, = sup L
xex{o} ¥ x€Z\{0} [lx]]

e|lf|lz = 0nocaso Z = {0}.

Demonstracdo. Se Z = {0}, entdo f = 0 e a extensdo é f = 0. Se Z # {0}, defina
p: X - K por

p(x) = |Ifllzl[x]], vx € X
Dai
If Ol < MIfllzlIx]] = p(x), Vx € X

Além disso, como p € definido a partir da norma de X, segue que p é um sublinear funcional.
Dai, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 6), existe uma extensdo f de f em X tal que

IFIl < pC) = lIfllzllx]], Y € X

De modo que

F If Ol
I1Fllx = sup LB <yip),
x€X\{0}

Além disso, como f é uma extensdo de f, vale que ||f]||x > ||f||. Portanto vale a igualdade.

Proposicdo 8 (Funcionais Lineares Limitados) Seja X um espaco normado e seja
xo # 0 um elemento em X. Entdo existe um funcional linear limitado f em X tal que

171 = 1e F(xo) = Il

Demonstracéo. Considere o subespaco Z de X definido por Z = Span{x,}. Em Z,
defina um funcional f por

f(x) = f(axo) = al|x|

f élinear e vale que ||f]|| = 1. Com efeito,

13



[f GOl = [f(axo) = |al - ||xol] = [laxol| = [|x]|, vx € Z

Pelo Teorema 7, podemos tomar uma extensdo linear £ de f em X com ||f|| = |If|| = 1.
Além disso, vale que f(xq) = f(x0) = ||xol]-

Corolério 1 Para cada x em um espaco normado X normado X vale

|f ()]
[|x|| = sup AL
fex'\{o}

Em particular, se f(x,) = 0,Vf € X', entdo x, = 0.

Demonstragdo. Tomando f definido no Teorema 8, vale

a5 K
fex\{0}

ede [f(O)I <IIfIl - llxll, Yf € X" segue

sup LG < ||,
fEX’\{O} ||f||

4 Espagos Reflexivos
Seja X um espago normado. Fixado x € X, definimos a fungdo g,: X — K por

9:(f) =fC),VfEX

Lema 4 Para cada x € X, a fungcdo g, é um funcional linear limitado com norma
gzl = 11x]].

Demonstracéo. g, é linear ja que, dados a, B € Ke f;,f> € X"

gx(afy +Bf2) = (afi +Bf2)(x)
= afi(x) + Bf2(x)
= agx(f1) + Bgx(f2)

Além disso,

192 F G0l
l1gxll = sup ==== sup === =||x||

pelo Corolério 1.

Chamamos o bidual de X o conjunto X" = (X)". A fun¢io

14



cC:X -X'
X PGy

é chamado mapa candnico de X em X .

Definicdo Um isomorfismo entre os espacos normados X e X é uma transformagao
linear T: X — X que preserva normas, isto é, para todo x € X:

HTCOIl = [lx]|

Neste caso, X e X séo ditos espacos isomorfos.

Lema 5 O mapa candnico é um isomorfismo do espaco normado X em sua imagem
C(X).

Demonstracédo. A linearidade de C segue de

gax+ﬁy(f) = f(ax + By)
=af(x) +Bf(¥)
= agx(f) +Bgy(f)

Em particular g, — g, = gx—,. Dai

119x = gyll = [1gx—y Il = lIx = ¥|

Logo, C € isométrico, portanto, injetivo. Por fim, o0 Lema 9 mostra que C preserva normas.

Definicdo Um espago normado X é dito reflexivo se
cCX)=Xx"

Onde C: X - X" é o mapa can6nico. Neste caso, X ¢ isomorfo ao seu bidual.

Proposicao 9 Se um espago normado X é reflexivo, é completo.

Demonstragdo. Como X" é completo e C € um isomorfismo entre X e X', seqgue que X
é completo.

5 Teorema da Categoria de Baire

Definicdo Um subconjunto M de um espaco métrico X é dito
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1. raro em X se seu fecho M ndo possui pontos interiores;

2. magro em X se M é a unido enumeravel de conjuntos raros em X.

Proposicdo 10 (Teorema da Categoria de Baire) Um espaco métrico completo ndo
vazio é ndo magro.

Ou seja, se X + o, é completo e
X = Ugzy Ar
com cada A, fechado, entdo ao menos um A; possui um subconjunto aberto ndo vazio.
Demonstracgdo. Suponha que X € magro. Entéo
X = Uy=1 My (14)

com cada M, raro em X. Construiremos uma sequéncia de Cauchy (p,) € X cujo limite p
ndo pertence a nenhum M,, logo, ndo pertence a X. Por hipétese, M; é raro em X. Por
definicdo, isto implica que M; ndo contém nenhum subconjunto aberto ndo vazio. Mas X

contém (por exemplo, ele préprio). Isto implica que M, # X. Dai, tomamos p; € M;° e uma
bola aberta sobre ele, digamos

_ 1
By = B(p1;€1) € Mlc' & <3

Por hipdtese, M, é raro em X, entdo M, ndo contém um subconjunto aberto ndo vazio. Em
particular, ndo contém a bola aberta B (plé). Isto implica que M, nB (pl,g) é ndo vazio e
aberto, entdo podemos tomar uma bola aberta neste conjunto, digamos

B, = B(py;e,) S M, NB (P1:§)'52 < % < i
Recursivamente, construimos uma sequéncia de bolas abertas
By = B(pi, &x), & < 27°
taisque By N M, = @ e
Bys1 € B (pk;%sk) C By, Vk €N

Como g, < 27%, a sequéncia p, é de Cauchy, logo, converge, pois X é completo. Suponha
que p, — p.Paracadam e Nen > mvaleque B, € B (pm; 87’") logo:

dPmp) < d@m bn)+dPnp)

Em n=9o g,
< t+dpnp) — —

Logo p € B,,, vm € N. Como B, C Mmc, temos que p & M,,, Vm € N. Isto contradiz (14),
pois p € X.
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Proposicdo 11 (Teorema da Limitacdo Uniforme) Seja (T;,) uma sequéncia de
operadores lineares limitados T,,: X — Y, com X um espaco de Banach e Y um espaco
normado. Suponha que, para todo x € X, existe um numero real c, (que depende de x) tal
que

Tn (O]l < cx, VR EN
Entdo a sequéncia das normas (||T;,||) é limitada, ou seja, existe ¢ > 0 tal que
IITa]] < ¢, vn € N,
Demonstracao. Para cada k € N, defina A; como o conjunto de todos os x € X tais que
T (Il < k,Vn €N

Afirmamos que cada 4, é fechado. De fato, para cada x € A, existe uma sequéncia (xj) €
Ay tal que x; — x. Dai, para cada n fixado temos ||T;,(x;)|| < k e pela continuidade da norma
e de cada T,, vale que ||T,,(x)|| < k. Logo, x € A, e A é fechado.

Pela hipotese, vale que
X = Uj=1 A
Como X é completo, o Teorema 12 implica que algum A, contém uma bola aberta, digamos
By = B(xo; 1) C Ay,
Seja x € X ndo nulo arbitrario. Pomos

Z=Xxy+yx, comy = (15)

2||x||
Entdo ||z — xo|| = g <, logo, z € By © Ay,. Por definicdo de A , temos que ||T,(2)|]| <

ko, Vn. Como x, € B,, também vale que ||T,,(x0)|| < ko, V1 € N. De (15), obtemos

1
X=—-Z—X
(2 - %)

Dai, para cada n, vale:

ITaI =2 1Ta(z = %)l <> (T2 = [ITaxo)ID)

o) 1x]], vx € X\{0}

2k
<=t =
Y T

Logo

1Tl < 22, vn e

O que conclui a demonstragao.
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CONCLUSOES

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma assimilacdo do bolsista a diversos
resultados da andlise. Como amplo campo de pesquisa, hd& muito para ser estudado para
introduzir o aluno a carreira matematica.
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O presente relatorio dedica-se a expor os resultados assimilados pelo bolsista durante a
vigéncia do projeto. Como principal objetivo, o aluno empenhou-se em apresentar uma
releitura dos principais conceitos sobre o tema abordado. Sendo Analise Funcional um
assunto diversificado, a principal dificuldade encontrada foi a assimilacdo e estudo de
conceitos mais avangados no projeto.
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