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RESUMO DO TRABALHO.

Este projeto visa apresentar ao Bolsista Mateus Ferreira de Melo, aluno de
Bacharelado em Matematica da UFPE a Teoria da Medida e suas aplicagdes. Tal teoria foi
desenvolvida no final do século 19 por Emile Borel, Henri Lebesgue, Johann Radon e
Maurice Fréchet, entre outros; e ¢ a base de assuntos como Teoria Ergodica, Integral de
Lebesgue e Teoria da Probabilidade, de modo que o entendimento do aluno no assunto
mostra-se util para seu future académico.
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INTRODUCAO(relevancia do trabalho e revisdo da literatura)

Em analise matematica, uma medida € uma maneira sistematica de atribuir um numero nio
negativo (ou o) a um subconjunto adequado de um dado conjunto, intuitivamente
interpretado como seu tamanho. Neste sentido, uma medida ¢ uma generalizagao do
comprimento, area e volume. Relacionado a esta ideia, encontra-se a integral de Lebesgue,
uma generalizacdo da integral de Riemann estudada nos cursos de Célculo.

A importancia destes conceitos deriva do fato de ser uma grande ferramenta no estudo de
areas como Geometria, Teoria da Probabilidade, Teoria Ergodica, entre outras, de modo que o
entendimento do aluno no assunto mostra-se util para seu futuro académico.

OBJETIVOS (geral e especificos)

Do ponto de vista cientifico, o objetivo deste projeto é o estudo de modelos matematicos que
possuem como representagdo uma Equagdo Diferencial Parcial (EDP). Contudo, para um
entendimento preciso dessas equagdes alguns pontos basicos devem ser estudados pelo aluno.
A teoria da medida é um ramo da matemética iniciado pelos trabalhos de Emile Borel, mas
muito desenvolvido por matematicos como Henri Lebesgue e Constantin Carathéodory. O
problema da teoria da medida se divide basicamente em duas partes:

* Uma medida que associe a cada conjunto de uma familia em um dado espago um valor
significativo do seu tamanho.

* Definir uma teoria de integracao para as fungdes que tomam valores neste espago.

Tal projeto ndo possui somente objetivos do ponto de vista cientifico. Do ponto de vista
socioecondmico, a ideia do coordenador do projeto é acompanhar o aluno, desde o inicio da
graduacao, para consequentemente, ao final de seu curso, tentar compreender quais foram as
dificuldades enfrentadas por ele e se este aluno esta apto a ingressar em uma pds-graduagao.
Como, em Recife e regido, temos um numero baixo de alunos formados em matematica
anualmente, a ideia do projeto € acompanhar o aluno bolsista até o final de seu bacharelado e
com isso garantir que Recife e regido possuam professors mais qualificados e aptos a atuarem
em escolas publicas ou privadas, bem como em universidades publicas e privadas da regido.



METODOLOGIA DO TRABALHO

Foram realizados seminarios semanalmente, que foram discutidos baseando-se fortemente em
[1] e [2]. Os demais livros foram usados como leitura complementar para o aluno. Uma
apresentacao sucinta dos principais temas abordados é:

* Fungdes mensuraveis, medidas e integral de Lebesgue;
Lema de Fatou e Teorema da Convergéncia Monotona de Beppo Levi;

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue;

Decomposicao de Medidas;

RESULTADOS E DISCUSSAO
Funcoes Mensuraveis

Definigdio 1. A reta estendida é o conjunto R = R U { — 00, 00}, onde os elementos — o0, 00
satisfazem, para todo x € R:

1) —o0o<x<o0;
2) X+ =004+Xx =004 00 = 00;
3) X—00=—00+X=—00—00=—09;

=+ 00, sex > 0;
4) x-(xo0)=(x o) -x =1 0,sex =0;

F 00,sex < 0;

5) (o) -(£oo)=++ o0;

6) (£00) (F00)=—00;
X
7) E=O;

0 . —
Note, porém que operagdes como oo — 0o, — nao estdo definidas em R.
0

Defini¢ao 2. Uma familia &/ de subconjuntos de um conjunto X é uma o-algebra quando
(1) oed,
(i) Aed > X\Aed,
(iii) Se (A, ¢ uma sequéncia em &, a unido
U,

pertence a .



Um par (X, &) ¢ chamado espaco mensuravel. Qualquer conjunto em & ¢ dito &/-mensuravel
(ou simplesmente mensurdvel, quando a s-algebra estiver subentendida).

Note que X € & pois X = X\@. Além disso, podemos mostrar que uma sequéncia (4,)

pertence a o-algebra &/, entdo ﬂ A, pertence a &/ pois

x\4,=Jx\4) e

Exemplos

)
2)

Dado um conjunto X qualquer, entdo (X ) e {2, X} sdo o-algebras.

Seja £ uma colecdo nao vazia de subconjuntos de X. Existe a menor o-algebra que
contém E (no sentido de inclusdo). Para ver isto, note que a interse¢ao de o-algebras ¢
uma o-algebra. Entao, sendo .# o conjunto

M = {Ao-algebra|E € o }

(que nao ¢ vazio, pois LP(X) € M), temos que ﬂ A ¢é tal o-algebra, que é denominada o

-algebra gerada por E.

3)

Considerando a reta, seja

E ={(a,b)|a,b € R}

A o-algebra gerada por E é chamada de dlgebra de Borel e denotada por 3.

No que se segue, fixaremos um espago mensuravel (X, &).

Definicdo 3. Uma fungdo f: X — R ¢ dita &/-mensuravel se, para cada ¢ € R o conjunto

A, ={xeX|f(x)> a}

pertence a .

Lema 1. As afirmagoes abaixo sdo equivalentes para uma fungdo f: X — R:

(a)
(b)
(c)
(d)

VaeR,A,={xeX:f(x) >a} e d;
VaeR,B,={xeX:f(x)<a} e d;
VaeR,C,={xeX:f(x) >a} e d;
VaeR,D,={x eX:f(x) <a} €,

Demonstragdo. Basta mostrar que (a) = (¢) jaque D, = X\C, e B, = X\A,).

( = ) Se vale (a), entdo A(a—l/n) € d,Vn € Z* e como

Cy = ﬂA(a—l/n)

segue que C, € .



(< )ComoA, = U Cla+1/m) segue que (c) = (a). O

Exemplos

1) Toda fungdo constante é mensuravel, pois nesse caso ou A, = FouA, = X.

2) SeE € d, afungdo caracteristica yr dada por

) = l,sex € E;
AEW) = O,sex &€ E

¢ mensuravel pois temos que A, ¢ dado por X, E ou @.

3) SeX=R eof =F, entdo qualquer fungio continua é mensuravel na algebra de
Borel. De fato, A, ¢ aberto e portanto unido enumeravel de intervalos.

4) Qualquer fun¢do monotona ¢ mensuravel em Borel. De fato, supondo, por exemplo,
SR — R crescente, entdo A, = (a, + o0) ouA, = [a, + ), para algum a € R.

Lema 2. Sejam f.g:X — R mensurdveis e c € R. As funcoes

(@) cf; ) f* (c) f+g; (d) 1g; (e) |fl;

sdo mensuraveis.

Demonstracao.

(a) Sec = 0, a fungio é constante. Se ¢ > 0, entdo
{(xeX|cfx)>a}={xeX|f(x)>alc} e A

O caso ¢ < 0 ¢ similar.

(b) Sea < 0, entio {x € X|(f(x))* > a} = X. Casoa > 0, temos

(x €X[(f(0))?>a) = {x € X|f(x) > Va}u {x € X|fkx) < —+/a)

(c) Por hipétese, dado r € @), temos que
S,={xeX|fo>rin{xeX|gk)>a-r}ed

Como

xeX|(f+9w>a) = J{S:req)
segue que f + g € mensuravel.

1
@ Seguedefg = —[(f+8) = (f=8)]

e) Sea<0,{x € X:|f(x)| >a} =X Casoa > 0:



(xeX|f)|>al={xeXf(x)>alu{xe X f(x) < —a}

Logo a fungdo | f'| é mensuravel. O

Dada f: X — R, definimos as fungdes
fT(x) = sup{f(x),0}, f~(x) = sup{ — f(x),0}

Denominamos [+ e f~ por parte positiva e parte negativa de f, respectivamente. Note que
ambas as fungdes sao fungdes positivas e

== fl=rr+f

de modo que

sl -~ L7 -
fr=Af1+0f=2U11=1)

Pelo Lema anterior, temos que f ¢ mensuravel se, e somente se f+,f_ sdo fungdes
mensuraveis.

Definiciio 4. O conjunto das funcdes f: X — R mensuraveis ¢ denotado por M(X, &f). Se
fe MX, ), entio

A={xeX:f(x)=+oo}=ﬂ{xeX|f(x)>n}

B={xe€Xf(x)=—oo) :X\[U{xele(x)>—n}

de modo que ambos os conjuntos pertecem a & .
Lema 3. Uma fungio f:X — R é mensurdvel se, e somente se os conjuntos A, B definidos

flx),se &€ AU B;

acima sdao mensuraveis e a fungdo fi(x) = {0 AUB " for mensuradvel.
Ssex e AU

Demonstragdo.( < )Jafoi visto que se f é mensuravel, entioA e Bsio mensuraveis. Dado
a > 0, temos
xeX|fix)>a}={xeX|f(x)>a\A
esea <0
xeX|fix)>a}={xeX|f(x)>a}UB
Entéo f] ¢ mensuravel.
( = ) Supondo A, B e f; mensuraveis, temos que
xeX|fx)>a}={xeX|fix) >a}lUA,sea >0
eflx e X|f(x)>a}={xe X|fi(x) >a}\B,sea <0

sdo mensuraveis. O



Como consequéncia, segue que as fungdes do Lema 2 sdo mensuraveis no caso estendido. No
entanto, dadas f, g € M(X, &) e os conjuntos

E, = [x € X|f(x) = + coeg(x) = — oo}
E, = {x € X|f(x) = — coeg(x) = + oo}
definimos (f + g)(x) = 0em E; U E,.

Lema 4. Seja (f,) uma sequéncia em M(X, ) e defina as fungoes
f(x) = inff, (x), F(x) = supf, (x)
F*(x) = liminff, (x), F*(x) = limsupf, (x)

Entaof, F, f*, F¥pertecem a M(X, o/ ).
Demonstracédo. Note que
(xeX|fx)>a)=(){x € X|£,®x) 2 a)
(x e X|F(x)>a} = U{xEXlﬁl(x)>a}
de modo que f, F € M(X, &/). Como

f*x) = sup{ inf fm(x)}

n>1 m>n

F*(x) = inf < supf,,(x)

nx1 m>n

também vale que f*, F* € M(X, ). O

Corolario 1. Se (fn) é uma sequéncia em M(X, &) que converge pontualmente para f em

X entiof € M(X, A).

Demonstragdo. Basta ver que, limf, (x) = limsupf, (x) = liminff,(x). O

Lema 5. Se f é uma fungdo ndo-negativa em M(X, &), entdo existe uma sequéncia (¢,) em
MX, ) tal que

(@ 0<¢,x) L (x),Vx € X,Vn eN;
(b) f(x) =1limg, (x),Vx € X;
(c) Cadagp,tem um numero finito de valores reais.

Demonstra¢do. Seja 72 um nimero natural fixo. Sek =0, 1, ..., n2"-1, seja

By = {x € X[k27" < f(x) < (k+ 1)277},



ese k = n2"sejaE,, = {x € X|f(x) > n}. Note que os conjuntos E, para k=0,1, ...,
n2" sdo disjuntos dois a dois, e cuja unidio é igual a X.

Definindog¢, para ser igual a k27 ""emkE, ,, entdogp, € M(X, /) e valem[a].[b] e [c]. T

Medidas

Defini¢iio 5. Uma medida em M(X, &) é uma funcio u: o/ — R satisfazendo
(1) p(e)=0;
(i) u(E)=0,VE € ¥,

(i11) p ( |_| En> = Z u(E,). (Enumeravelmente aditiva)

Em que o simbolo LI significa unido de conjuntos que sao disjuntos dois a dois (por exemplo,

seD=AUBUC,entioD =AUBUCeANB=BNnC=AnC =)

Se u(E,) < 0o, VE € &, dizemos que ¢ ¢ uma medida finita. Se X = UE”’ com
U(E,) < 00,Vn € N, entdo dizemos que y ¢ o-finita.

E valido notar que a propriedade [iii] também ¢ valida no caso de uma quantidade finita de

conjuntos. De fato, se A = | |A;, entdo definindo a sequéncia (£},) por
A, sek < n
Ek ==
@,sek > n

entio A = |_|Eke/,t(A) =) u(E) = ) u(Ay).
Exemplos

1) SejaX = Ned = P(N). Definimos a medida p1: &/ — R por

card(E), seEé finito;
H(E) = e
+ 00, seké infinito.

2) SeX =Red = 3B, existe uma tinica medida A que satisfaz
Al(a,b))=b —a
Tal medida ¢ chamada medida de Lebesgue, ou medida de Borel.

3) SeX=R,d =3B eféuma fungio continua mondtona crescente, existe uma Unica
medida A que satisfaz

A(a,b)) = f(b) - f(a)

Tal medida é chamada medida de Borel-Stieltjes gerada por f.



Lema 6. Seja u:o — R uma medida. Se E.F € of e E CF, entdou(E) < u(F). Se
U(E) < oo, entaou(F\E) = u(F) — u(E).

Demonstragdo. Segue do fatode F = E U (F\E)e u(F\E) > 0. O

Lema 7. Seja yi: 9 — R uma medida.

(a) Se(E,) é uma sequéncia crescente em I, entdo

ﬂ( U En) = limu(E,)

(b) Se (F,) é uma sequéncia decrescente em S e u(F;) < 0o, entdo

M( ﬂ Fn> = limu(F,)

Demonstracdo.

(a) Se /J(En) = + 00, para algumn, entdo ambos os lados da igualdade sdo +00. Logo,
podemos supor u(E,) < 0o, Vn € N. Defina uma sequéncia (A, )em& por:

An == En\En_l,l’l > 1

Entdo vale que
E =| |a. | JE =] |A,
Como u ¢ enumeravelmente aditiva, temos
E) - < An> =Y u@) = iim A
s(UE) =n(LIa,) = Zuan = im 3 uca)
Mas /’l(An) = /’l(En) - /’l(En—])o logo

D uA,) = u(E,)

De modo que a igualdade se verifica.

(b) Seja E, = F|\F,. Como (E,) ¢ uma sequéncia crescente, aplicando parte (a), temos

w(UE,) =limu(E,) = lim[u(F)) — u(F,)]
= u(F)) — limu(F,,)

Como U E, = Fl\ﬂ F,, segue que

ﬂ(UEn> = u(Fy) —u(ﬂﬂ)



E as duas equagdes acima implicam /4( ﬂ Fn> = limu(F)). m

Defini¢io 6. Um espago de medida ¢ uma tripla (X, &, i) onde (X, &) ¢ um espaco
mensuravel e 44: & — R é uma medida.

Observagio: Seja P uma propriedade em X. Dizemos que a propriedade P vale em p-quase

todo X (ou q.t.p. = quase todo ponto), se existe um subconjunto N € & com u(N) = 0 tal
que vale P(x),Vx € X\N.

Por exemplo, se f ¢ uma fun¢do mensuravel, dizemos que f(x) = 0 g.t.p. quando o conjunto
{x € X|f(x) # 0}
tem medida nula.

Definicio 7. Uma medida com sinal ou carga em um espaco mensuravel (X, &) é uma
funcio 4: A — R tal que

1. A@)=0;
2. /1<|_|E) = Y AE,)
Teorema 8. Se y,, ..., u,sdo medidas em (X, ) e Ay, ..., A, sdo numeros reais ndo negativos,

a combinagdo linear p = Z A;u; determina uma medida em X.

Demonstragdo. A demonstracdo ¢ evidente: basta observar que as propriedades [i], [ii] e [iii
sdo validas por linearidade. O

Integral
Seja (X, &, u) um espacgo de medida fixo. Denotamos
M* =M*(X, o) = {f:X —» R| fémensuravek e nio negativa}

Definicdo 8. Uma funcdo de valores reais ¢ dita simples se possui apenas uma quantidade
finita de valores.

Se ¢ é uma fungao mensuravel simples, entdo
b=2 9iXE;
com ¢; € R distintos ¢ E; € o/ disjuntos.

Defini¢d0 9. Se ¢ € M™* & uma fungdo simples na forma acima, a integral de ¢p com respeito
apué

qudu = D au(E)



Note que como os a; sdo negativos, ndo existem expressoes do tipo oo — oo na igualdade

acima.
Lema 9.

@ Se ¢,y sdo fungdes simples em MT e ¢c>20 , entdo

eoan=c| @@ +viau =g+ [wan

(b) Sel: o — R édadapor A(E) = Jd)dﬂ = ng)(Ed/,t entdo A é uma medida em (X, ).

Demonstracdo.

(a) A primeira afirmacao ¢ trivial. Para provar a segunda, suponha que

¢ = Z GXE W = Z by xr,

entao

¢ty = Z Z (@; + bXenF,

Mas note que, nesta representagdo, 0s a]- + bk ndo precisam ser necessariamente

distintos. Sejam $c_h, h=1, ..., p$, os nimeros distintos no conjunto
{aj+b k:j=1,.,nk=1,....,m}

e seja Gy, a unido dos conjuntos E] N F tais que a; + b, = c;,. Assim

w(Gy) =Y uE N Fy

Segue que a representagdo padrio de ¢ + y é

¢+y = Z ChXG,
Temos portanto que
I(d’ + y)du =2 u(G) =2 cpi(E; N Fy)
= > Y (a;+ bu(E; N Fy)
= > Y (a;+ bu(E; N Fy)

=2 2 auENF)+ 3 Y bu(ENF)
comoX =| |E =| |Ftemos E;=| |(EnF)eF =| |(EnF).Assim

WE) = ) pENF u(F) = Y u(E N Fy)

Segue desta observacao que



[(@+wdu =X auE) + X bu(Fy)
= [pdu + [wdp

(b) Como ¢yp = Z XEnE temos que

ME) = deu = Y auENE)

Mas ¢é facil ver que a fun¢ioE — ,u(E] N E') é uma medida, de modo que peloTeorema

8 segue que A é uma medida.

O

Seja f € M™. Denotamos por Hfo conjunto
Hy = {¢p € M| pé simples eg(x) < f(x),Vx € X}

Defini¢io 10. A integral de f € M™ com respeito a ji é

[fdu — sup J(Pdﬂ

peH;

Lema 10.

(a) Sef,g € Mt ef < g, entio de,u < Jgdﬂ

(b) Sefe Mt eE F e d comE CF, entio J'fd/,t SJ'fd/«t

Demonstracdo.
(a) Se ¢p & uma fungdo simples em M com ¢ < f, entio ¢p < g, de modo que Hf - Hg.

(b) Seguede fyy < fype daparte (a). O

Teorema 11 (Teorema da Convergéncia Monotona de Beppo Levi). Se (f,,) é uma sequéncia
crescente de fungdoes em M* convergindo pontualmente para f € MT, entdo

de,u = limend//t

Demonstragdo. Note que f = limf,, = supf,,. Assim, pelo Lema 10

{ﬁidu < de,u,Vn eN

Como J'fnd 1 € uma sequéncia crescente e limitada em R, ento € convergente e vale



lim Jﬁdﬂ < [fd,u

Para provar a desigualdade reversa, seja @ € (0,1) arbitrério e seja ¢p € Hf qualquer. Dado
n € N, defina

A, ={x € X|f,(x) 2 ap(x)}

entdo A, € X (ja que cada f, ¢ mensuravel), A, € A, ; (j4 que (f,) ¢ crescente) e
UA" = X (pois f = supf,). Assim

Jacﬁd,u < [f,ﬂ,u < f.du
Defina1:A — R por
M) = | pan

Entdo A é uma medida pelo Lema 9, e pelo Lema 7 segue que

jim Ig{)du = limA(A,) = ﬂ(UAn> = A(X) = J(pdﬂ

n—-oo

De modo que temos
aJ'(/bd,u < lim Jﬁldﬂ
Tomando o supremo sobre @, temos
Jd)dﬂ < lim "fnd,u
E como ¢p € Hfé arbitrario, obtemos o resultado desejado. O

A seguir, apresentamos alguns corolarios do Teorema da Convergéncia Mondtona.

Corolario 2.

(@) Sef €EM*tec>0, entiocf € Mt e JCfd,u = C[fd/,t

(b) Sef,g € MT entiof + g €M+eJ(f+g)dﬂ = J'fd,u+[gd,u

Demonstragdo. Pelo Lema 5, se f € M *, podemos tomar uma sequéncia crescente de
fungdes simples emM +convergindo para f. Dai podemos aplicar o Teoremall junto com o
Lema 9 para obter o resultado deste corolario. O



Lema 12 (Lema de Fatou). Se (f,) € M*, entdo jliminfﬁldﬂ < limian‘fnd/,t

Demonstragdo. Defina g, = infy>,{f,}, de modo que g, € M™ e
8n < [ Y1 > m. Assim:

Igmd//t < [fndﬂ,Vm <n

de modo que

[gmdﬂ < liminf and,u

Visto que a sequéncia (g, ) é crescente e converge para liminff, , o Teorema da Convergéncia
Monétona implica

JIiminfj%dpt = Iim-[gmd,u < Iimianﬁldﬂ
a
Corolario 3. Seja f € M e defina A: <A — R por A(E) = [fd,u. Entdo A é uma

medida.

Demonstracdo. Mostraremos que A ¢é enumeravelmente aditiva, visto que as outras

propriedades sdo evidentes. Suponha que £ = |_| E,.. Defina f,, por

Jn = Zf)(Ek

Segue que

[fndu => Jf)(Ekdu = ) AEY

Como (fn) ¢ uma sequéncia crescente em M + convergindo para f)(E, o Teorema da
Convergéncia Monotona (Teorema 11) implica que

M) = [ = [ g = T 2

Corolario 4. Suponha f € M*. Entéo f(x) = 0 q.t.p se, e somente se [fd,u =0.

Demonstragdo. Se Ifd,u = (), defina



E ={xeX|f(x)>1/n}

1
Entio E, € A ef > — yp,Vn € N, de modo que
n n

1
0= [sau >~ u) > 0
n
Segue que ¢(E,) = 0,Vn € N. Portanto o conjunto

E={xeX|f(x)>O}=UEn

também tem medida nula (pois #(E) = limu(E)) pelo Lema 7). Reciprocamente, suponha
que f(x) = 0 q.t.p. em X. Assim, se

E={xeX|fkx)>0)

entdo u(E) = 0. Sejaf,, = nyg. Como f < liminff,, segue pelo Lema de Fatou que
0< deﬂ < Iiminf[ﬁldu = liminfnu(E) =0
O

Corolario 5. Seja f € M* e defina A1l — R como M(E) = [fd/t. Entdo A é

E
absolutamente continua com respeito a J (escreve-se A < < i), ou seja, se E € o com

U(E) =0, entio A(E) = 0.
Demonstragdo. Se H(E) = 0, entdof y, se anula q.t.p. emX. Pelo Corolario anterior,
ME) = [ st =0
O

Corolario 6. Se (f,)¢é uma sequéncia crescente de fungoes em M+ que converge q.t.p. para
f € M*, entao de,u = limjfnd,u
Demonstragdo. Seja N € A tal que u(N) = 0 ef, (x) = f(x),Vx € M := X\N. Entdo

(frxa) converge para fy;, em X, de modo que o Teorema da Convergéncia Monotona
(Teorema 11) implica que

Jf)(Mdu = lim [anMdﬂ

Mas também vale que [f)(Ndﬂ = anXNd,u = 0,Vn € N, de modo que



deﬂ = [(fﬂ(M +fxy)dp = lim an;(MdM = Iimjfndu

Corolario 7. Seja (g,) uma sequéncia em M. Entio [Z g, du = Z } g, du
Demonstragdo. Basta definir a sequéncia crescentef,, = Z g, ¢ usar o0 Teorema 11. O

Funcgoes Integraveis

Defini¢ao 11. Dado um espaco de medida (X, &, ), a colecdo L = L(X, </, u) de fungdes
integraveis consiste de todas as fungdes f: X — R tais que T, f~ possuem integral finita em
relag@o a . Neste caso, a integral de f'é dada por

deu . Jf+d,u - Jf‘d,u,VE cd

Propriedades

 SefelLel:d — R édefinida por
/I(E)=deﬂ
entdo A ¢ uma medida com sinal.
e feLs|f|leLle
|If dul<]IAl du
e Sef,g€lea€Rentioaf,f+g€Le

Jafdu = andﬂ, J(f +8)du = deu + Jgdﬂ

. Sefémensuravel,g € Le |f| <|g|,entdof € Le Jlfld,u < Jlgld/,t.

Teorema 13 (Teorema da ConvergénciaDominada de Lebesgue). Seja (f,) uma sequéncia de
fungoes integraveis convergindo q.t.p. para uma func¢do real f. Se existe uma fun¢do

integravelg tal que | f,| < g,Vn € N, entdof é integravel e deu = lim Jﬂdﬂ.

Demonstragdo. Como | f,| < g,Vn € N, entdo| f | < g e segue da tltima propriedade que f ¢
integravel. Podemos assumir que f,,(x) — f(x), Vx € X (caso contrario, o argumento adapta-
se similarmente a demonstracdo do Corolario 6). Como f, + g > 0,Vn € N, aplicamos o
Lema de Fatou (Lema 12) para obter



Jgdu+ [fdu = [(g+f)du  <liminf[(g +f)du
= Igd,u + liminfffndﬂ

E segue que J fdpu < liminf J fdu.

Vale ainda que g —f, > 0,Vn € N, entdo podemos novamente aplicar o Lema de Fatou para
obter

Jgdu—[fdu = [(g~f)du < liminf (g - f,)du
= Igd,u — limsupI];d,u

Dailimsup Jﬁldﬂ < de,u ¢ portantolim Jj%du = de,u. O

Decomposiciao de Medidas

Seja (X, &) um espago mensuravel e 4: &/ — R uma carga.

Defini¢do 12. Um subconjunto P € &/ ¢ dito positivo se A(ENP)>0,VE € &/. Um
conjunto N ¢ dito negativo se A(ENN)LOVEed e M ¢ dito nulo se
MENM)=0,VE € d.

Afirmacio 1:Um subconjunto de um conjunto positivo € positivo.

De fato, se P, ¢ um conjunto positivo e P; C P,, entdo dado E € & temos
AP, NE)=AP,Nn(P,NE))>0

Afirmacao 2: A unido finita de conjuntos positivos € positiva.

Com efeito, se P, P, sdo conjuntos positivos e E € &/ qualquer, temos

MPLUPYNE)  =A(PUP\PYINE)
= M(P,NE)U[(P,\P)NE])
= AP, NE)+A(P,\P) N E)

e como cada uma das parcelas acima € positiva (visto que P,\P; ¢ subconjunto de P,), segue
o resultado.

As afirmagdes acima também s3o validas para conjuntos negativos e nulos, com
demonstragdes analogas.

Teorema 14 (Teorema da Decomposi¢ao de Hahn). Se A é uma medida com sinal em (X, )
existem conjuntos P,N € o tais que X =P UN,P NN =@ com P sendo positivo e N
negativo com relag¢do a A.



Demonstra¢do. Considere a classe & de todos os conjuntos positivos e seja
a =sup{A(A): A € P} (mostraremos adiante que a < o).

Tome (A,) em & tal que limA(A,) = a e seja P = UA"' Como a unido finita de conjuntos

positivos ¢ positiva, podemos supor que a sequéncia (A4,) ¢ crescente. Dado E € &, vemos
que

MENP) = /1<E n UAn> - l(U(E n An)> —limA(ENA) >0

de modo que P ¢ positivo. Mais ainda, temos que
a =1imi(A,) = A(P) < o

Mostraremos agora que o conjunto N = X \P ¢é negativo. Caso contrario, existiria £’ € &/
com A(E'N N) > 0. Denotemos E := E'N N.

Tal conjunto E ndo pode ser positivo, caso contrario, teriamos um conjunto positivo P U E tal
que A(P U E) > a, o que contraria a defini¢do de a.

Logo, E contém ao menos um conjunto com carga negativa. Seja n; 0 menor numero inteiro
positivo tal que E contém um conjunto E; € & com A(E;) < 1/n,. Assim

MENE,) = ME) — A(E}) > ME) > 0

Contudo, E\E; ndo pode ser um conjunto positivo, pela mesma razdo apresentada acima.
Portanto, existe algum conjunto de carga negativa em E\E;. Seja n, o menor numero inteiro
positivo tal que E\E, cont¢tm um conjunto E, com A(E,) < —1/n,. Continuando
recursivamente, obtemos uma sequéncia de conjuntos disjuntos (E;) € & e inteiros positivos
(my) tais que | € E\E e A(E}) < — 1/n;. Pondo F = U E,, vemos que

Oszniks—le(Ek)z—ﬂ(F)<—oo

o que mostra que 1/n, — 0.

Afirmagdo: E\F ¢ um conjunto positivo.

Seja G C E\F mensuravel e suponha por contradi¢ao que 1(G) < 0. Entdo A(G) < T
n, —

para k suficientemente grande. Mas isto contradiz o fato de que n;, ¢ 0 menor numero natural
tal que $E \setminus (E 1 \cup \dotsc \cup E k)$ contém um conjunto de carga menor que
—1/n,.

Como A(E\F)=A(E)—A(F) >0, vemos que PN(E\F) ¢ um conjunto positivo com
carga excedendo a, o que € uma contradi¢do. Logo N ¢ negativo. O



Definiciao 13. Um par P, N de conjunto mensuraveis satisfazendo as conclusdes do Teorema
anterior ¢ dita formar uma decomposi¢do de Hahn de X com respeito a A.

Note que ndo ha unicidade desta decomposicao: se P, N ¢ uma decomposicao de Hahn e M ¢
conjunto positivo, entdo P U M, N \M também é uma decomposi¢ao de Hahn.

Lema 15. Se P|,N, e P,,N, sdo decomposicoes de Hahn para 1 e E € o, entdo

Demonstragdo. Visto que E N (P|\P,)estda contido em P; e emMN,, vale que que
AE N (P\P,)) = 0. Assim

0=AMENP\P))=A(ENP)ENP,)) =AMENP)—-AMENP,)
E de modo analogo mostramos que A(E N Ny) = A(ENN,). O

Definicdo 14. Seja A uma carga em X e seja P, N uma decomposi¢io de Hahn para 4. A
variagdo positiva e negativa de A sio, respectivamente, as medidas finitas A7, A~ dadas por

AMME)=MENP);A(E)=—MENN),VE€ A
A variagdo total de A é a medida | A| dada por
|A|(E)=AT(E)+ A (E),VE € A

Pelo Lema 15, vemos que a variagdo positiva e negativa estdo bem definidas. Também ¢ claro
que

MEY=MENP)+AMENN)=A%E)-A"(E),YEE€ A

Teorema 16 (Teorema da Decomposigdo de Jordan). Se A é uma carga em X, entio é uma
diferenca entre duas medidas finitas em X. Mais ainda, se A= U — U, com U,V medidas

finitas em X, entio u(E) > AY(E),v(E) > A~ (E),VE €
Demonstragdo. Basta demonstrar a iltima parte: dado £ € oftemos
AMEY=MENP)=wENP)—v(ENP) <wENP) < uE)

E analogamente para A~. O

Sabemos que se f ¢ uma fungio integravel com respeito a uma medida ¢ em X, e 4 é definida
por

ME) = deﬂ

EntdoA é uma carga emX. O proximo Teorema determina suas variagdes.



Teorema 17. Se A é definida como acima, entdo

HE) = [f*du,ﬂE) - Jf‘du AI(E) = Jlfldﬂ

Demonstragdo. Seja Py = {x € X[f(x) 20} e N;=X\P;. Se E€ d, entio
MENP;) 20eA(ENN;) <0. Logo, Py, Ny é uma decomposigdo de Hahn para 4 e o
resultado vale. O

Definicdo 15. Uma medida A em A ¢é dita absolutamente continua em relacdo a uma medida
u se y(E) =0 implica A(E) = 0, para E € & . Neste caso, escrevemos A < < f. Uma
carga A é absolutamente continua a carga jt se |A| < < |u].

Teorema 18. Sejam A,y medidas finitas em . Entdod < < U se e somente se dado
e > 0, existed > Otal que E € o com u(E) < dimplicaA(E) < €.

Demonstragdo. (< ) Se u(E) =0, dado € > 0 qualquer temos A(E) < €, donde
AME) =0.

( = ) Suponha que exista € > 0 e conjuntos £, € & com u(E,) < 27" e A(E,)) > €.
Seja F), := U E,, de modo que u(F,) < 2l A(F,) =2 € (pois E, C F,). Como (F,)

¢ uma sequéncia decrescente e /4, A sdo finitas:

/4( ﬂFn> = limu(F,) =0
ﬂ(ﬂFn> = limA(F,) > ¢

Logo, A ndo ¢ absolutamente continua com respeito a j. O

CONCLUSOES

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma assimilagdo do bolsista a diversos
resultados da Teoria da Medida. Como amplo campo de pesquisa, ha muito para ser estudado
para introduzir o aluno a carreira matematica.
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DIFICULDADES ENCONTRADAS

Teoria da Medida e Integragdo ¢ um amplo ramo que utilize diversos conhecimentos e
resultados de outros ramos da Matematica. Neste sentido, umas das principais dificuldades do
aluno foi sua incapacidade em compreender assuntos mais avangados. Em especial, nos
referimos a necessidade de compreensdo bdsica em Topologia e em Geometria, cursos
oferecidos pela graduagao em niveis mais avangados. Contudo, com o avan¢o na tentativa de
entender o assunto e suas consequéncias, varios aspectos mais avangados foram entendidos,
aspectos esses que ajudaram a finalizar o periodo vigente da bolsa com éxito.

ATIVIDADES PARALELAS DESENVOLVIDAS PELO ALUNO

O bolsista participou de dois cursos virtuais durante o ano: um de Sistema dindmicos
oferecido pela USP durante o curso de Inverno e outro de Teoria de Semigrupos e Aplicagdes
oferecido pelo seu orientador para alunos da pos-graduacdo na UFPE. Ambos os cursos
mostraram ao discente aplicacdes do que se foi estudado e resultados que podem ser
abordados no futuro.
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