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Resumo do projeto

Neste relatério encontram-se os principais topicos abordados nos semindrios realizados
com o professor Roberto de Almeida Capistrano Filho durante a vigéncia do edital PROPESQ
(2019.1). Nesse sentido, o intento desse texto ndo é fornecer as demonstracdes pertinentes de
maneira minuciosa, mas tdo-somente comunicar os resultados das nossas reunides. O foco
dessas sdo as Equagdes Ordindrias e a principal bibliografia utilizada foi o livro Equagées Di-
ferenciais Ordindrias Aplicadas de Djairo G. de Figueiredo, outras importantes referéncias sao
destacadas na sec¢do de bibliografia.

1 OBJETIVOS E METAS

A ideia do projeto surge da necessidade de introduzir o aluno de matematica e fisica em temas
atuais de pesquisa de maneira precoce, visto que tais dreas, por serem muito técnicas, acabam
por inibir esse tipo de projeto. Nesse sentido, o aluno costuma ser prejudicado por nao ter
experiéncia com a pesquisa até os estdgios mais tardios da sua formacao. Assim, o projeto tem
por objeto central a premissa de sanar esse déficit na formacdo atual desses profissionais.

Além disso, buscamos introduzir um tema extremamente presente, i.e., equagoes que visam
- em grande parte - des crever e modelar a realidade, como no caso do Modelo Populacional,
citado nas se¢oes vindouras. Nesse sentido, o projeto ganha um peso extra, dado que o aluno
é um estudante de Fisica e o tema é extremamente pertinente para sua formacao. Ademais,
a chance de vé-lo sob o olhar da matematica possivelmente abrird importantes portas na sua
construcdo académica.

Por fim, ressaltamos que esse tipo de empreitada é drdua para um aluno inexperiente li-
dar por conta prépria, portanto, a ponte entre o professor que € um pesquisador da drea e o
aluno é fundamental para que o estudo transcorra de maneira fluida. De forma que as reunides
no formato de apresentacao unem grandes ferramentas pedagdgicas e permitem o avanco do
projeto. Ressaltamos que tais reunides seriam muito mais dificeis sem o auxilio de instituicoes
de fomento. Em suma, o projeto visa dar uma base sélida de pesquisa para um aluno de Fi-
sica numa darea que estd na fronteira entre a Fisica e a Matematica, permitindo uma formacao
impar.



2 INTRODUCAO AS EDOs

Em um primeiro momento, introduzimos o conceito de EDOs (Equagdes Diferenciais Ordiné-
rias) sob a 6ptica da matemaética. Desenvolvemos a compreensdo conceitual através de exem-
plos e discutimos a relacdo entre a descricao dos modelos e a realidade (vide modelo popula-
cional abaixo). Em um segundo momento, estivemos preocupados em desenvolver um arsenal
de técnicas de resolucdo dessas equacoes. Logo apds, adentramos nas aplicacdes e em exem-
plos que ilustram o poder das EDOs na resolucdo de problemas a priori dificeis. Em seguida,
discutimos brevemente a questao do formalismo matemaético no tépico de formas diferenciais
e potenciais exatos. Nesses contextos, segue uma introducdo pertinente ao tema:

O berco das EDOs, objeto central do nosso estudo, é a Fisica. Nesse sentido, a melhor forma
de compreender essa matéria € precisamente averiguar de que forma uma tais equacoes vém a
tona. Em particular, nos concetramos nas equacdes que envolvem derivadas de uma variavel,
conhecidas sob a alcunha de ordinérias. O exemplo motivador é a segunda lei de Newton uni-
dimensional para uma particula cuja massa € unitdria, que estabelece a seguinte relacao entre
a forca externa f e a sua aceleracao:

@—f(tx%) (2.1)
de2 777 dr '

O que é obviamente equivalente a expressao

dx d?x

F(t,x,—,—
( de’ de?

)=0 (2.2)

Onde F: Q — IR é uma aplica¢do continua definida em Q < IR*. Nesse caso, o maior grau
de derivada envolvido em (1.2) é dois. Dizemos, entao, que a EDO é de ordem dois e no caso
em que a maior ordem € n, classificamo-la como EDO de ordem n. Destarte, no caso geral, Q
é um subconjunto de IR"*2. Entedemos por solucdo de (1.2) uma funcéo n vezes diferenciavel
¢ : I — IR que satisfaz as seguintes propriedades:

1. O conjunto (£,(1),¢'(1),"(1),p" (1) € Q, Vte I.

2. Além disso, F(t,¢(1), ¢’ (1),¢' (1), "™ (1) =0, Vte 1.

O contexto em que essas expressoes surgiram foi o de modelagem de fenémenos naturais,
entao é esperado que o foco a priori dos estudos das EDOs tenha sido em torno da busca por
suas solucoes. No entanto, a teoria de EDOs criou vida propria e hoje se pode fazer muito mais
do que andlise e resolucdo de problemas aplicados com elas. Por exemplo, Simmons [2] d&
uma maneira bastante elegante de definir as funcoes seno e cosseno de forma independente,
em termos de solu¢des de uma EDO, isto €, todas as suas propriedades advém naturalmente se
impusermos condicdes iniciais apropriadas - mais sobre isso nas secdes adiante - e as definir-
mos como solucdo da equacao j(x) + y(x) =0.

Na secdo a seguir discutiremos brevemente alguns aspectos importantes de tais solucoes.



3 COMPREENDENDO AS SOLUCOES

O primeiro tépico que abordaremos € a estabilidade de uma EDO, em particular, desejamos
compreender sob que condi¢coes uma solucdo atinge um estado estacionério. No segundo item,
investigamos as condicoes sob as quais essas solu¢des sdo inicas ou mesmo sequer existem. Os
exemplos seguintes tornam mais precisas essas nocoes.

1. O modelo de Verhulst determina que a taxa de variacao de uma populacao p é proporcio-
nal a prépria populacao e que tal variacao decai conforme a populacao cresce. Isso pode
ser facilmente expresso pela equacao:

p=(a—-bp)p (3.1)

Com a,b constantes € N. Denotemos a populacao inicial por pg = p(f). E um exercicio de
cdlculo elementar demonstrar que a solugdo p(t) dessa equacao é da forma:

apo
bPO +(a— bpo)e—a(t—to)

p(t) = (3.2)

Nesse caso, vemos que se ¢ — oo entdo p(t) = a/b, V pp > 0. Essa solu¢do é conhecida
como estaciondria ou como solu¢do de equilibrio.

Definicao 1.1 Uma equac¢do da forma

X=fx) (3.3)

Na qual a fun¢do f depende somente de x e ndo da varidvel independente ¢, é conhecida
como equagado autdnoma.

Definicao 1.2 Se x é um zero de f, isto é, f(x) = 0, entdo x(f) = x é solugdo de (2.3) e é
chamada de solucao de equilibrio ou estaciondria e o ponto x é dito ponto de equilibrio
ou singularidade. Em (2.1), identificamos p(t) = a/b e p = 0 como tais solugoes.

Em seguida, discutimos com detalhes a estabilidade dos pontos de equilibrio, problema
crucical em muitas aplicacoes, em especial, advindas da Fisica e Biologia.

2. Discutimos livremente solucdes de EDOs assumindo sua existéncia, mas além desse fato
nao ser imediato, é necessario, sobretudo em aplicacdes, compreender em que circuns-
tancias se dé4 sua unicidade, entdo o teorema a seguir € uma peca fundamental nesse
contexto.

Teorema 1.1 (Existéncia e Unicidade) Seja f : Q — IR uma funcao continua definida num
aberto Q do plano (x,y). Suponhamos que a derivada parcial com relacao a segunda variavel,
fy : © — IR também seja continua. Entdo, para cada (xp, yo) € (2, existe um intervalo aberto



I contendo xp e uma tnica funcao diferencidvel ¢ : I — IR com (x,¢(x)) € Q,Vx € I, que é
solucdo do problema de valor inicial (PV.I):

y'(x)=f(x,) (3.4)
y(xo) = Yo (3.5)

Em primeiro lugar, mostramos que a solu¢do do PVI é equivalente a resolucdo da equacao
integral

y(x) =yo+f f(s,y(s)ds (3.6)
X0

O que é uma consequéncia imediata do Teorema Fundamental do Calculo. Neste ponto,
0s passos sdo técnicos, mas o seguinte esboco € ilustrativo: primeiro criamos um conjunto €
de funcgdes continuas g,(x) : ] — IR, cujos graficos estdo contidos em B. Ademais, definimos j
como o intervalo contendo [xy — a, Xo + al.

B=B(a,b,x,y0) ={(x,y):| x—x0|<a,| y—yo < b} (3.7)

Tomando-se a,b apropriados, indagamo-nos se o Teorema (1.1) é vadlido em um certo inter-
valo a e, se sim, qual a relacdo entre a, a funcao f(x, y) e o seu bordo 6Q?

O grande passo, contudo, é o segundo e nele reescrevamos (2.6) sob a forma funcional
y = ¢(y) e buscamos pontos fixos de ¢ pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. E notavel que
em % podemos definir uma métrica, o que também foi provado. Além disso, € é um espaco
métrico completo.

Nesse contexto, as hipoteses do teorema sdao bastante razodveis, com excecao da continui-
dade de f. Essa forte hipotese pode ser refinada em texto mais avangados, mas na nossa de-
monstracao fica clara a necessidade dessa relacao. Para mostrarmos que ¢ é uma contracao,
temos de estimar | (¢p(g;(x)) — p(g2(x)) |. Usando (2.4),

lp(g1(x) —p(g2(x) | =

f [f(s,81(8) = f(s,8(s)]ds|. (3.8)
X0

O seguinte lema é a razao pela qual fazemos tal imposicgao.

Lema 1.1 Seja f : O — IR uma funcao continua definida em um aberto Q do plano (x,y) e
tal que a derivada parcial f, : Q — IR também seja continua. Dado um subconjunto limitado
Qo cQycQ,3K>0tal que

| £, y1) = f(x,12) | <K |y1—y2|,Y(x, y1), (X, ¥2) € Qo. (3.9)

Provamos que, de fato, o teorema é valido se tomarmos a < % Ainda prosseguimos a fim de
enfraquecer um pouco as restricoes sobre a. Achamos, enfim, que a satisfaz:

_ { b 1}
a<minia,—,— (3.10)
M K

. Onde M, pelo Teorema de Weierstrass, é o valor maximo de f(x, y) em B.



4 UMA APLICACAO IMEDIATA DO FORMALISMO

4.1 OSCILACOES HARMONICAS

Esse problema é extremamente pedag6gico, uma vez que introduz diversos pontos importantes
sobre a busca por solugdes e a anélise acerca do comportamento das EDOs, além de ilustrar
alguns conceitos recorrentes na Fisica (ndo adentraremos nesses, a fim de sermos concisos).
Considere a seguinte EDO:

mi(t) +yx(t) + kx(t) = F(¢) (4.1)

Onde m,y e k sdo constantes reais positivas. Estudaremos os casos em que F(f) =0e F(f) #
0. Além disso, o caso em que y é nulo e F ndo o é traz um conceito peculiar que vale ser analisado
separadamente. O caso cldssico do Oscilador Harmoénico Simples e outros podem ser vistos
como casos particulares da equ¢do (4.1), nesse, por exemplo, y e F(f) sdo identicamente nulas.

PRIMEIRO CASO 1. Oscilacao livre: F(t) =0.
Temos em maos uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes constantes, ao buscar
solucoes na forma x(f) = e"’ determinamos a equacéo caracteristica:

k
el X2 (4.2)
m m

. ~ .z —y++\/y2-4mk . PO ~
Cuja solucao ér = wzy—mm Seja A = y? — 4mk, subdividiremos o caso 1 em trés situacées:

A>0,A=0eA<O0.

e 1.1 Oscilagoes livres superamortecidas: A > 0.

As solugoes sdo, por hipétese, da forma x; (1) = Ae™ ' e x»(t) = Be'-'. Onde o simbolo subs-
crito + designa o sinal de A na equacdo (4.2). Pelo principio da superposicao (haja vista que a
EDO é linear), temos que a soluc¢do geral é da forma:

x(t) = Ae"™ '+ Be'-! (4.3)

Como ambas as raizes sao negativas, temos que t— oo implica em x(z) — 0.

e 1.2 Oscilagoes livres criticamente amortecidas: A = 0.
Nesse caso ry = r— =r. A solucao geral é da forma:

(A+Bp)e 2t (4.4)

Pode ser demonstrado que se as raizes sdo repetidas, uma segunda solucdo linearmente inde-
pendente pode ser encontrada adicionando o fator extra ¢ multiplicativo. Como exp(y) >0 e
A+Bt possui apenas uma raiz, entdo temos que x(t) = 0 em um tnico instante. Isso limita signi-
ficativamente a forma qualitativa do grafico de x(t) para trés casos (facilmente esbo¢dvel com as
propriedades citadas acima), além disso, qualquer decréscimo em y nos leva ao préximo caso.



e 1.3 Oscilacdes livres subamortecidas: A < 0. Observe que isto implica que as raizes sdo com-
plexas. A separagdo dessas em suas partes reais e imagindrias e uma algebra rédpida utilizando
a férmula de Euler nos permite reescrever as solucoes sob a forma:

x(1) = ez (kycos(r) + kysen(wi)) (4.5)

Com k; e k, constantes € IR e w dado por:

ly? —amk|

Para entendermos melhor o comportamento dessa solucao, considere as transformacoes dadas

por A>0 e € [0,27] descritas por:
A=\/k}+ k5

Ky

6=—
cos " 4.7)

send = @

A

Substituindo em (4.5) obtemos:

x(t) = e_%t (Acosdcoswt + Asendsenwt)
(4.8)

= Ae" 7' cos(wf —8)

Vemos que a solucao decai exponencialmente, mas que ao mesmo tempo oscila com ampli-
. L ) ~
tude delimitada pelas curvas +Ae~2=’. O gréfico da soluc¢do, portanto, pode ser novamente

facilmente tracado diante dessa expressao simplificada.

SEGUNDO CASO 2. Oscila¢des forcadas nao amortecidas. F(t) #0ey =0.

Consideraremos apenas o caso em que F(f) é uma funcao oscilatéria simples, da forma
F(t) = Fycos(wt). O caso geral é tratado usando o formalismo das Fungdes de Green, tipica-
mente fora do escopo de livros introdutérios. A equacao caracteristica se torna:

P+ =0
e 4.9)
r=zxi\/L=ztiwg

A solucdo geral da EDO homogénea associada é a notéria EDO do M.H.S (Movimento Harmo-
nico Simples), logo:

3=

X5 (1) = k1 senwot+ kycoswgt (4.10)

Identificamos wy, portanto, como a frequéncia de oscilagdao natural do oscilador. A priori, con-
sideremos o caso em que w # wy. Isso nos permite usar a técnica dos Coeficientes a Determinar,
donde buscando uma solu¢édo da forma x, = Acoswt + Bsenwt, obtemos:

mx"+kx=m (—sz coswt — Bw? senwt)+ k(Acoswt + Bsenwt)
=A(k- mwz) coswt+B (k- mwz) senwt

= Fycoswt



Comparando os coeficientes, temos que:

B=0
F
A= F "
Ck-mw? k2
%—(U
m (w5 — w?)

A solucdo geral é a soma da solucao particular com a homogénea associada
x(8) = xp (1) + xp(1)

coswt

Fo
= kysenwgt + kpcoswgt + 5
0

m (w3 — w?)

O caso de grande interesse fisico ocorre quando w = wy, fend6meno que da origem aos chamados
Batimentos. Para termos uma no¢ao mais precisa do dilema, considere o PV.I:

"+kx=F , k,m>
{mx kx=Fycoswt, k,m>0 w#wy @11)

x(0)=x'(0)=0
Impondo o PVI (4.11) Na solucao geral x(t), obtemos as seguintes relacoes:

0=x(0) = kz + W
0= x’(O) = kl(x)o

Logo,
) f4— 10 t
x(t) =— coswol+ —————Ccosw

2 2 2 2

m(‘”o_ ) m(‘“o_“’)
Foy
=———— (coswt—coswyt)
m (wj - w?)

Usando a identidade cos(A — B) — cos(A + B) = 2sen Asen B, a solucao pode ser reescrita sob a
forma:

F
x(t) = 2—0 (coswt—coswyt)
m(wj - w?)
9F . . (4.12)
0
=|————|sen—(wg—w) t)sen— (wg+w) t
(m(w%—wz) 2( 0—w)I) 2( 0tw)

Em (4.12), como w = wg 0 termo sen% (wo —w) t oscila muito lentamente quando comparado
com a sua contraparte cos% (wo — w) t, dai o nome do fendmeno.

TERCEIRO CASO 3. Oscilacoes forcadas amortecidas. Esse é o caso geral, donde partimos ori-
ginalmente:
mx" +yk' + kx = Fycoswt, m,k,y>0 (4.13)

O caso 1 é precisamente a EDO homogénea associada, resumimos os resultados:



1. A>0  xp(0)=kie +kpet, r,r,<0

2. A=0 xp=(ki+koDemn

V Iy -amk|

Y
3. A<O xp(t) = e zml (kjcosw t+ kysenw;t) comw; = 50

Procuramos uma solugdo para x, pelo Método dos Coeficientes a determinar, ou seja, da
forma x,, = Acoswt + B sen wt, donde obtemos:

mx"+yx'+ kx =
= m(-Aw*coswt — Bw?senwt) +y(- Awsenwt + Bw coswt)
+k(Acoswt+ Bsenwt)
= (A(k— mw?*) + Byw) coswt + (B (k- mw?®) - Ayw)senwt
= Fycoswt

O que resulta no sistema
A(k-mw?)+Byw=F,
B(k-mw?) - Ayw =0

Isto é,
(k- mw?) Fy B YwFy

(k- mw2)2 + (yw)? (k- mw2)2 + (yw)?

Analogamente ao caso 2, tomemos constantes p >0 e ¢ € [0, 2] tais que

o=V A%+ B2

coso =

send =

ESHESCIRSR IS

A nossa solugao particular agora se escreve como

F
Xp = 0 cos(wt—9)

\/(k — mw?)” + (yw)?

Lembramos que essa é a solucdo "permanente" (também conhecida como estaciondria), uma
vez que X, (t) — 0 quando ¢ — oo, essa por vezes na literatura recebe o nome de solucao tran-
siente. Esse exemplo tipifica o qudo exaustivas podem ser as contas, por mais poderoso que
seja o formalismo das EDOs, mesmo que tenhamos enxugado algumas parcelas e omitido toda
a esséncia oriunda da Fisica. Nesse sentido, os préximos tépicos visam ter um teor um pouco
mais tedrico, a fim de ilustrar outros aspectos do desenvolvimento desse trabalho.



5 A TRANSFORMADA DE LAPLACE

A Transformada de Laplace é uma ferramenta poderosa na solucdao de EDOs com coeficientes
constantes, haja vista que transforma uma EDO em uma equacgao algébrica. Uma transformada
é uma classe de funcoes da forma:

B
Y (s) :f K(s,0)f(t)dt

A funcdo K(s,t) é conhecida como o nucleo da transformada.
Definicao 5.1 Seja f(¢): [0,00) — IR. Definimos a Transformada de Laplace de f(t), deno-
tada por F(s), como a integral

F()=2if (0} = [ e f(ndt
se a integral impropria converge pelo menos para algum valor de s .

Diversas caracteristicas elementares da transformada sao imediatos da sua definicdao, como a
lineridade, etc. Essa definicdo, no entanto, imediatamente levanta questdao da convergéncia
dessa integral, ou seja, quais funcdes possuem transformadas F(s) = Z{f(t)}. Veremos a seguir
que uma classe grande de funcdes admitem essa representacao.
Definicao 5.2 Uma funcao f é de ordem exponencial em [0,00) se existem constantes C > 0
ek, tais que
()] = Cer!

para todo 7 € (0,00) nDom¢.
Teorema 5.1 Suponha que

1. f seja continua por partes no interoalo [0, A] para qualquer A>0;
2. existem C, k, M e RcomC >0, M = 0 tais que | f(£)| < Cekt quando t = M

Entdo, a transformada de Laplace
[e.0]
ZLif(}=F(s) = f e St f(ndt
0

existe paras > k.
A prova do teorema € tdo breve que merece ser exposta aqui, a partir das defini¢cdes (5.1) e
(5.2), temos que:

0 M o)
f e_Stf(t)dt:f e_“f(t)dt+f e S f(ndt
0 0 M

plk=9)t A

A A
f |e_”f(t)|dtSCf )e‘”ekt‘dt:C
M M

Ce(k—s)A Ce(k—s)M
T k-s k—s

Logo,

A
lim |e'“f(t)|dt<oo

A—oo JMm

10



e isto implica imediatamente que

f e ST f(rdt <oco
0

Corolario 5.1 Se f (1) satisfaz as hip6teses do Teorema 5.1, entdo é imediato que
lim F(s)=0
§—00

Partindo a definicdo (5.1), muitas propriedades interessantes surgem se nos fizermos as per-
guntas corretas, como qual é a transformada da derivada £{f’(1)}? As respostas sdo muitas
vezes simples, mas ocupariam muito mais espaco do que o necessario nesse relatorio, entao
omitiremos a maioria. Provemos, no entanto, um teorema interessante e vejamos o seu uso em
pratica, lembramos que usaremos livremente essas propriedades nao provadas que acabamos
de mencionar (tais propriedades estdo tipicamente tabeladas em livros-texto). Antes, citamos
um teorema muito util na pratica.

Teorema 5.2 Suponha que

L. f,f,..., f"V sejam continuas em [0, A] e que f seja continua por partes
no intervalo [0, A] para qualquer A>0;
2. existem C, k, M
|f ()] < Ce*,

flw|=cer,. .| f" V()| < Ce* quando t = M
Entao a transformada de Laplace de f" existe para s > k e € dada por
LW =s" LU0} =" ) =" 0) == s P 0) - £V (0)

Teorema 5.3 (Teorema do Deslocamento). Se Z{f ()} existe paras > a e se c € R, entdo a trans-
formada de Laplace da func¢ado g(t) = u.(#) f (¢ — c) existe para s > a e € dada por

Llu D f(t-0)} = e L)} = e F(s)

Reciprocamente, se f(f) = L7 YF(s)}, entdo ¥} {e‘csF(s)} = u.(t) f(t - c¢) De fato, para s > a,
temos:

A —st A —st (u=t-c) A-e —s(u+c)
f e uc(t)f(t—c)dt:f e f(t—odt = f e fwdu
0 c 0

A—c
:e_scj; e U fudu

A—c

A
L{uft-o}= jggof() e uc) f(t—odt= I}i_l)lgoe_scfo e fwdu

= e_“f e fwdu=e **L{f (1)}
0
Arelacdo acima nos diz que
L He SF$)} = uc ) f(t-0)

De maneira informal, o Teorema (5.3) nos diz que uma translacao de ¢ no eixo t, no sentido po-
sitivo, corresponde a uma multiplicacdo da transformada em t por uma exponencial. Vejamos
uma aplica¢do imediata.

11



Exemplo (5.1) Considere o PVI:

{ y'+4y=g(1)

f0)=0, y©)=0 com g(t):{COSZt’ 0<t<2n (5.1)

0, t=2m
A fim de p6-la nas condi¢des do Teorema 5.3, reescrevemos g(t) na forma
g(1) = (1 —upz (1)) cos2t
Usando o Teorema 5.2 aplicado ao PVI (5.1), obtemos

L4y (0} = 2 Liy)} - sy0) -y (0)
= Ly}

ZL{cos2t— uyz(t)cos2(t—2m)} = L{cos2t} — L {uy;(t)cos2(t—2m)}

s _
=——-e 27 plcos2 1}
sc+4
s e—ZnsS

T 244 244
Denote, como usual, Y (s) = Z{y()}, entao

s(1—e2™)
SZY(s)+4Y(s):W:
1— —27Ss
Y(s):—s( ¢ 2)
(s?+4)

Consultando uma tabela de transformacdes inversas, podemos encontrar a relacao elementar

7 { 1 } =sen(2t). Donde, aplicando a transformacao inversa, obtemos

s2+4
e s i zg—l{_li 22 }:_lg—l{i 22 }: rsen2t
(s2+4) 4dssc+4 4 dss=+4 4

1) s(=e*) [, _ p-1 s eT?7ss
£ { (s2+4)? (}_"% {(32+4)2 (32+4)2}
| s _p-1) s
B (s2+4)? (s2+4)?

~

_ tsen2t _ Upy(r)(t—2m)sen2(r—2m)
- 4 4

Reorganizando o resultado, encontramos que

itsenZt, 0<t<2m

— cp—1 —
yin == {Y(S)}_{ Zsen2t, t=2m
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6 O TEOREMA DE POINCARE-BENDIXSON

6.1 RESULTADOS E DEFINICOES PRELIMINARES

Definicdo 6.1 Definimos e denotamos uma semi-orbita positiva pela expressao

of(P) =1{(x(0),y(1): t =0}

Analogamente para a semi-Orbita negativa.

Definicao 6.2 O conjunto w-limite no ponto P em ¢ = 0 é definido por
w(P) = {(x,y) €R?:3t, — +o0 talque (x,y)= r}ijgo(x(tn),y(tn))}
O conjunto a-limite é definido de maneira similar
a(P)={(x,)) €R?*:3t, — +oo talque (x,y) = lim (x(t),y ()}

Doutra forma, tais conjuntos representam os pontos de acumulagao de ¢; no limite em que t
tende a infinito. Toda a discussao que segue também € vélida para o conjunto a-limite definido
por (6.2).

Teorema 6.1 Se a semi-6rbita positiva ¢; (P) for limitada, ou seja, estiver contida num com-
pacto K, entdo o conjunto w-limite satisfaz:
a) w(P) # J;
b) w(P) é invariante, ou seja, se Q € w(P) entdo a solucao ¢;(Q) e w(P) V t;
c) w(P) é compacto;
d) w(P) é conexo;

Dem.:

a) Note que se K é compacto, entdo qualquer sequéncia ¢, em K terd uma subsequéncia
I — oo tal que ¢4, converge para algum ponto em K.

b) Seja Q € w(P) e s € R. Por definicao,
Jt, — oo talque ¢ (P)—Q

Entao:
r}i_{lgo(P(tn+s) (P) = ,}i_{go‘/bs (¢0,(P) = p5(Q)

Por continuidade de ¢s.
Haja vista que (f; +s)— oo, isSO mostra que

$s(Q) e w(P)

Como s é arbitrdrio, o resultado segue.

13



¢) Como w(P) c K, basta mostrar que w(P) é fechado. Seja g, uma sequéncia contida em
w(P) convergindo para q. Para cada n, existe fx(n) — co quando k — oo e tal que

kli_l:go(:btk(n) (P) =dn

Dado € > 0, tomamos n de modo que

d(CIn;CI);

N ™

e tomamos k = k(n) tal que

A (P (P), Gn) < g

Usando a desigualdade triangular temos que

d(Pe.my(P),qn) <€

Agora usamos o fato de que € € arbitrario, logo q € w(P)

d) Suponha, por contradicao, que existem abertos disjuntos A e B tais que:

w(P)c AUB
WP)NAZTew(P)NB#AD

Sejam q, € w(P)n Ae qp € w(P) N B. Além disso, tome ¢, s, — oo de tal maneira que
O0<h<$1<h<$H<...<lp<s$;<...

tais que ¢, (P) — qq4 € ¢s,(P) — qp quando n — oo

Como ¢;(P) é continua, temos que para cada n, existe um u, € (¢, s,) tal que ¢, (P) ¢ AUB
Pelo Teorema do Confronto, segue que u,, — oo

Sejar tal que lim,,—.o, ¢, (P) = r. Note que:

—r existe, pois ¢, € K;

—-r€w(P);

—r ¢ AU B. De fato, seja D o complementar do aberto AU B em relacdo a K. Como D é fechado
e ¢y, € D, qualquer ponto de acumulacao de ¢, também pertence a D.

Absurdo, pois contraria a forma que w(P) foi tomado.
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7 PROCEDIMENTOS E METODOLOGIA

Nosso estudo se baseou no formato semindrio, i. e., eu era estimulado a apresentar os princi-
pais resultados conforme ministrava-os para o professor Roberto Capistrano. Para tal, utiliza-
mos como principal fonte de referéncia o livro Equacgdes Diferenciais Aplicadas de Djairo G. de
Figueiredo. Todavia, o livro demandava uma certa necessidade de materiais complementares,
entao usufrui de livros do acervo da Biblioteca do Centro de Ciéncias Exatas, entre eles destaco
a relevancia do livro excepcional do George Simmons, Differential Equations With Historical
Notes e o livro Elementary Differential Equations de Donald L. Kreider. Além disso, a fim de
preparar tais apresentacoes, foi necessario preparar o material antecipadamente, no formato
notas de aula. Por fim, grande énfase foi dada na demonstragdo precisa dos teoremas e nenhum
lema deixou de ser demonstrado. O grande teorema da disciplina, a nivel introdutério, é o Te-
orema de Existéncia e Unicidade e esse recebeu duas reunides epecificas para um tratamento
mais parcimonioso. O escopo do projeto é abranger, até meados de 2019.2 todos os conteu-
dos contidos no livro-base, Equacdes Diferenciais Aplicadas. Até o momento (13/12/2018), ja
concluimos trés capitulos de um total de sete.
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8 CONCLUSAO

EDOs sdo realmente interessantes, haja vista que encontram-se na fronteira entre a Fisica e a
Matemadtica, temas que me fascinam em proporcao similar. Nesse contexto, pude vislumbrar
as ideias que ja eram trabalhadas de maneira natural no meu curso de Fisica com énfase nas
mitdes matemadticas, que certamente dao uma outra caracterizacao ao tratamento das EDOs.
Abordamos conceitos importantes e primordiais para o estudo dessas, como o estudo formal
das suas solucdes e nesse sentido o teorema central é o Teorema de Existéncia e Unicidade
que foi provado com o auxilio do Teorema do Ponto Fixo de Bannach, uma demonstra¢ao mo-
derna que tem o beneficio de ser construtiva, uma vez que fornece uma maneira de construir
solu¢oes. Ademais, o tratamento de problemas aplicados nao foi diminuido e discutimos pro-
blemas do corpo principal do texto.
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