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1 Resumo

O presente relatorio dedica-se a expor os resultados assimilados pelo bolsista du-
rante a vigéncia do projeto. Como principal objetivo, o aluno empenhou-se em apre-
sentar uma releitura dos principais conceitos sobre o tema abordado.

O primeiro resultado estudado ressalta o Teorema de Existéncia e Unicidade, que
impoe condi¢oes para a obtencao de uma tunica solucao do problema proposto. Em
seguida, observa-se o comportamento assintoticos destas solugoes em relagao ao tempo.

Além disso, é apresentado uma introducao a controlabilidade, expondo sua defini¢ao
e principais resultados para sua analise. Por fim, algumas aplicagoes fisicas sao inse-
ridas no contexto matemaético, explicitando alguns métodos de obtencao de solugoes e
discutindo suas principais caracteristicas.

2 Introducao

Para a resolugao de varios problemas fisicos, quimicos, biol6gicos, econémicos e
ecologicos em formulagao matematica, é necessario o dominio de equagoes que envol-
vam derivadas de fungoes-incognitas. Estas sao as Fquagoes Diferenciais Ordindrias
(EDOs). Muito do que se sabe sobre a teoria quantitativa dessas equagoes (ou seja,



a obtengao de suas solugoes) foi elaborado e discutido juntamente com o avango do
Calculo, por volta do século XVII.

Talvez um dos exemplos mais familiares de uma EDO derive de um dos precursores
do Célculo. Em suas leis, Isaac Newton (1643-1727) descreve que a forga resultante
atuante em uma particula P é proporcional a sua aceleracao a, que por sua vez é a
derivada segunda da funcao-posicao x de P. Por exemplo, segundo a Lei de Hooke,
a forca atuante em uma mola de massa m > 0 é proporcional ao seu deslocamento.
Assim, sendo k£ > 0 a constante elastica da mola, temos a EDO

m-x"(t) = k- z(t). (1)

Tal equagao é classificada como EDO de 2° ordem, pois a derivada segunda é sua
derivada de maior ordem. Para encontrar sua solugao geral, ou seja, encontrar uma
expressao que englobe todas as solugoes de (1), devemos procurar por solugdes da forma
x = e, onde \ é o termo desejado.

Por exemplo, substituindo esta expressao nesta outra EDO de 2° ordem
2" =32 — 4z =0, (2)

encontramos o seguinte polinémio (que é conhecido como polindémio caracteristico da
equagao)
AN —3\—4=0,

4t

e podemos concluir que as fungoes © = e e = e™* sdo solugoes de (2).

As equagoes (1) e (2) sao conhecidas como equagdes homogéneas, pois podem ser
escritas na forma

(t)d":p - (t>da:

an(t)— + ... + a1 (t)—

dtr e

Mas como obter a solucao geral destas equagoes? Para isso, é necessario o seguinte

+ ap(t)x = 0. (3)

teorema

Teorema 2.1. Seja (1) o conjunto das fungées continuas definidas em I. O conjunto
de solugoes de (3) de ordem n definidas em um intervalo I é um subespago vetorial de
Y(I) de dimensao n.

Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser visto em [4]. [

O Teorema 2.1 é importante pois nos diz que a solugao geral de (3) pode ser en-
contrada através de uma combinacao linear de n solucoes linearmente independentes
de (3).

Assim, a solugao geral de (2) é dada por

x(t) = cre* + et ¢, €R.



Ja a solugao geral de (1) é um pouco mais complicada, pois as raizes do seu polino-
mio caracteristico

)\Q—E/\zo,
m

N L k .
nao sao reais, visto que —— < 0. Apesar disto, podemos usar a formula de Euler para
m

obter como solucao geral

|k [k
z(t) = c1sen (t —) + coc08 <t —) , c1,¢ € R,
m m

Tal fungao corresponde ao deslocamento de uma mola.
A partir do século XVII, percebeu-se que a obtencgao exata de EDOs era possivel apenas
a grupo restrito destas equacoes. Surge assim, a teoria qualitativa de EDOs, um estudo
voltado as caracteristicas das solucoes a partir de suas respectivas equagoes. Seus
principais precursores, Henri Poincaré(1854-1912) e Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918) contribuiram com grandes resultados e teoremas que serdo mencionados
na segao 3.

3 Teorema de Existéncia e Unicidade

Definicao: Uma funcao K : X — X, onde X é um espac¢o métrico, é uma contragao
se existe uma constante C', 0 < C' < 1 tal que

p(K(z), K(y)) < Cp(x,y,)
onde p é a distancia definida em X.

Um fato que merece ser mencionado, mas que nao sera provado, é que toda contragao
¢ uma funcao continua.

Lema 3.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja X um espago métrico
completo nao-vazio, e seja K : X — X uma contragao. FEntio K possui um unico
ponto fixo.

Demonstragao. Considere xy € X, definimos a sequéncia {z,} por
r1 = K(10), 29 = K(z1) = K*(20), ... , 20 = K(zn_1) = K" (x0).
Afirmamos que {z,} é uma sequéncia de Cauchy. De fato, seja p(xg,z1) = 0, entao
p(x1,22) = p(K(21), K(20)) < Cp(a1,20) = C.

Indutivamente, segue que p(x,,z,_1) < C"6. Como C™ — 0 quando n — oo, temos
que p(x,,T,—1) — 0, como queriamos mostrar. Como X é completo, temos que {x,}
converge para algum a € X, onde, usando a continuidade de K

K(a) =lim K (z,) = lim 2,41 = a.
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Logo, a é ponto fixo.
Para mostrar a unicidade, considere z,y € X tal que K(z) = x e K(y) = y. Entao

plz,y) = p(K(x), K(y)) < Cp(z,y) = (1 = C)p(z,y) <0.
Mas 1 —C > 0e p(x,y) = 0. Logo p(z,y) = 0, o que implica x = y. O

Lema 3.2. Seja f : Q — R, com Q C R? uma funcio continua tal que a derivada
parcial f, : Q@ — R também seja continua. Entao f serd lipschitziana em qualquer
compacto K contido em Q. Ou seja, existe uma constante p > 0 tal que

(2, 91) = [, w2)| < plyr = w2, (4)
para todos (z,11) e (z,y2) € K.

Demonstracao. Seja § = min{dist((x,yl),aK), dist((x,yQ),aK)}. Dividiremos a de-
monstragao em dois casos:

o Selyp —yo| <6

Entao o segmento de reta 31y, esté contido em K. Dai, pelo Teorema do Valor Médio,
3 £ neste segmento tal que | f(z,y1) — f(x, y2)| = | fy(2,€)] |y1—y2|. Como f, é continua,
¢ limitada em K, logo podemos tomar

My = max{[f,(z,y)|; (z,y) € K}.

Assim, | f(z,y1) — f(z,92)| < Mi|y1 — yal.
e Se ’Z/l—yz‘ >0

Como f também é continua, tomamos My = max{|f(x,y)|; (z,y) € K}. Dai

2My |y — vy
\f(z,y1) — [z, y2)| < |f(z, )| + | fz,p0)] < 2Ms < %.
2M.
Portanto, bastar tomar p = max{Mh 5 2} em (4). .

Lema 3.3. Seja 9a,b] o espago métrico das fungoes continuas definidas em [a,b] em
que sua métrica € dada por

d(f1, f2) = maz{|fi(z) — fo()[; € [a,b]}.

Entao Ja,b] é um espago métrico completo.



Demonstracao. Seja { f,} uma sequéncia de Cauchy neste espago métrico. Entao, para
todo = € [a,b], temos

maxlfm(x) - fn(x)‘ — 07

quando m,n — oco. Em particular, para um ponto zy arbitrario em [a, b],

max |fm(x0) - fn(x0)| — 0.

Logo {fn(xo} também é uma sequéncia de Cauchy em R, e como R é completo, tal
sequéncia converge para f(xg). Como xy é arbitrario, a sequéncia { f,(z)} converge
pontualmente a uma funcao f. Ainda mais, afirmamos que tal sequéncia converge
uniformemente.

Com efeito, dado € > 0 podemos achar N € N tal que |f,,(x) — f.(z)| < €/2 para
m,n > N e para x € [a,b]. Assim

fo—€/2 < fn < fn+€/2.

Fazendo m — oo
fn_€/2<f<fn+€/27

[fu(z) = f(2)] < €/2 < e, Va € la,b], (5)
como desejado. Resta mostrar que f pertence a ¥[a, b]. Basta notar que

[f(2) = fxo)l <[f(2) = ful@)[ + [falzo) = ful@)] + [ ful) — f(2)].

Ora, por (5) e usando o fato que f,, é uma func¢ao continua, temos que podemos tomar
€ em que

(@) = f(xo)| < |f (@) = ful@)| +1fn(x0) = ful@) |+ [fu(z) = f(2)] < €/3+€/3+€/3 =€
Portanto, f é continua em [a, b] e obtemos o resultado. O

Teorema 3.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Seja f : Q@ — R uma fungao
continua definida num aberto no plano. Suponha que a derwada parcial f, : 0 — R
também é continua. Entao, para cada (xq,yo) € €2, existe um intervalo aberto I e uma
unica fungao diferencidvel v : I — R com (a:,'y(x)) € I que € solugao do PVI

{ y' = f(z,y)

y(wo) = yo

(6)

Demonstracao. Inicialmente, através do Teorema Fundamental do Calculo, note que o
sistema (6) possui mesma solugao que a equagao integral

y(@) = yo + / " f (s y(s)ds. (7)
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Dado (zg,y) € €2, tomemos a e b positivos tais que o retangulo
B ={(z,y);lz —xol <a, |y—yol <b}

esteja contido em 2. Note que B é compacto. Definimos também

M = max{|f(z,y)]; (z,y) € B}

b
4 < mi Ay
O<a mm{a M}

Sejam I, o intervalo fechado [z¢g—a, z¢+a] e C o conjunto de todas as fungoes continuas
g: I, — R tais que

{ l9(x) — 5ol < b,
9(x0) = yo.

Para tornar C' um espago métrico, definimos nele a distancia

d(g1,92) = max{|gi(z) — ga2(2)]; = € la}.

A partir do Lema 3.3, sabemos que C' é um espaco métrico completo. Consideremos
agora a funcao ¢ : C' — C' dada por

o(v(x)) = yo + / ’ F(s,7(s))ds.

Note que esta fun¢ao esta definida em C, pois é uma fungao continua em que ¢(yg) = o
e também

[9(7) — ol = < M|z — 2] < Ma < b.

L&@%m@

Como ¢' = f(x,v(x)) é uma fungao continua, temos pelo Lema 3.2 que existe K > 0

tal que

|wmmwwm@m<K/WM@~mww<Ku—mmem<Kwﬂ%w»

1
Portanto, temos que ¢ serda uma contragao se determinarmos a < T
1
Basta agora tomar a < min{a, K e temos pelo Lema 3.1, que existe uma

tnica funcao 7 tal que ¢(v) = 7, ou seja, é solugdo da equacao integral (7). Logo, o
Teorema se verifica para I, = (zg — a, o + a). O

Lema 3.4. Sejam 71 : [y — R e v : Iy — R solugoes de (6) que contém xo em seus
dominios. Entao
1(x) = y(z), Vo € I N Iy,
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Demonstra¢ao. Note que I} N Iy é um intervalo aberto contendo zy. Seja J = {z €
LN 1y : v (x) = v(z)} um subconjunto de I; N 5. As seguintes observagoes sao feitas
sobre este intervalo:

e J ¢é nao vazio, pois zg € J;

e J ¢ fechado em I; NI, pois é o conjunto dos pontos onde duas fungoes continuas
coincidem;

e J & aberto em I1 N 5. De fato, dados a € J e f = 71(a) = 72(«), pelo Teorema
3.1 podemos tomar € > 0 e I, = (o« — €, + ¢€) tal que o PVI

{ y/ = f(xay)a
y(a) = B,

possui uma tunica solucao. Logo, I, C J e concluimos que a pertence ao interior
de J. Como « era arbitrario, segue que J é aberto.

Por fim, usamos a conexidade de I; N I para concluir que
J:hﬂlg € Y1 = 72 em Ilmlg.
O]

Definigao: Dizemos que a solugao v : I — R de (6) é maximal se para qualquer outra
solucao 7' : I' - R de (6) com I C I’ temos [ = I'.

Teorema 3.2. Mesmas hipdteses do Teorema 3.1. Toda solug¢ao de (6) pode ser es-
tendida a um intervalo maximal, o qual é aberto.

Demonstragao. Considere o conjunto de todas as solugoes v, de (6) definidas em res-
pectivos intervalos abertos I que contém o ponto zy. Note que a uniao I = U, é um
intervalo aberto, e segue pelo Lema 3.4 que estd bem definida a funcao v : I — R tal
que
v(z) = (), sex € I,.
Afirmamos que I é o intervalo maximal. Com efeito, seja I = (w_,w,). Suponha-
mos, por contradi¢do, que existe uma solug¢ao 4 : J — R de (6) ,sendo J um intervalo

que contenha propriamente I. Podemos supor sem perda de generalidade que w, € J.
Segue pelo Teorema 3.1 que a solugao de

{y’zf(fc,y,)

Y(wy) = F(wy),



possui uma tnica solugao no intervalo (wy —a,w +a). Note que o fato de 7 ser solugao
definida em w, implica que o ponto (w4, y(wy)) pertence ao aberto 2. Dai podemos
concluir que a funcdo 4 : (w_,wy + a) — R definida como

oy (@), sex € (wo,wy)
Ye) = { (), sex € [wy,wy + a)

é solucao de (6). Mas isto é impossivel, pois I foi a unido de todos as solugdes deste
PVL e (w_,wy +a) € I. O

Lema 3.5. Se K C () é compacto, entao um mesmo a pode ser tomado de modo a
servir para todas as condigoes iniciais (To,vyo) € K.

Demonstracao. Considere uma J-vizinhanca Ky de K tal que
KcKsCKscCQ.

Entdo podemos escolher a e b tais que o retangulo B esteja contido em K5 para
(x0,y0) € K. Portanto, basta tomar

M = max{|f(z,y)| : (z,y) € Ks}

7 < mi b 1
a<mins a, —, —
7M7K Y

sendo K a constante do Lema 3.2. OJ

e a satisfazendo

Teorema 3.3. Seja v : (w_,wy) — R solugao mazimal de (6). FEntao temos que
v(z) — 0 quando v — w,i (analogamente para x — w- ). Ou seja, para todo
compacto K C Q eziste T < wy tal que Yz € (7,wy) temos que (z,7(z)) € K.

Demonstracao. Dividiremos a prova em dois casos:
e Se wy =40
Como K ¢ limitado, basta tomar

T= sup «
(z,y)EK

e vale o resultado.

e Se w, < 400
Basta tomar 7 = w; — a, e teremos que para x € (T,wy) entao (a:, fy(:n)) ¢ K.

De fato, suponha por contradigao que exista 1 tal que x; € (1,w, ) e (xl, y(xl)) €
K. Pelo Lema 3.5, podemos fixar um a de modo a servir a todas as condigoes
iniciais em K. Entdo a solucao y(z) estaria definida em (z; — a,x; + a). Mas
como

r+a>T1T+a=wst

terfamos uma contradi¢ao ao fato de I ser maximal.



]

Lema 3.6 (Lema de Gronwall). Sejam a, 3 e § fungoes continuas definidas em um
intervalo (a,b) tais que f(x) = 0 para x € (a,b) e

é(z) < a(r) + /xﬁ(s)5(s)ds, (8)
0
em que xo € um ponto qualquer do intervalo (a,b). Entdo
5(z) < a(r) + /mﬁ(s)a(s)ef: Aluydu g,
o
Em particular, se a(x) = k = cte, entao
5(z) < Lepdao B(s)ds

Demonstragao. Seja
w(z) = / B(s)5(s)ds
zo

Entao temos por (8) e considerando que > 0

e assim
W (@) — Blew(z) < B)alz).
Multiplicamos ambos os lados desta desigualdade por e=5®) onde B'(z) = S(z), ob-

temos

(w(x)e*B("”))’ < 5(:{:)@(12)673(@
e logo,

w(x)efB(m) < 5(3)06(5)673(8)&9.
zo

Portanto,

w(x) < [ Bls)a(s)el Htgs
Dai,

5(z) <alz)+ [ B(s)d(s)ds < alz)+ [ B(s)als)els FWogs,

Se considerarmos a(z) = k, basta notar que

sty g g)edt Bl

ds
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Seja T'(s) = —els AW entao

0z) <k+Ek /xﬁ(s)efsx Alodegs — | + k(T (z) — T(z0)),

logo |
6(x) <k+k(— ol Bwdu _ (_efzoﬁ(u)du))‘

Dali,

consequentemente,

5(z) < Lepdan B(s)ds

]

Teorema 3.4. Suponhamos que Q seja a faiza {(z,y) :a <z < b} e que f: Q — R

seja uma fungao continua. Suponhamos também que a derivada parcial f, : 2 — R

seja continua e limitada em §). Entao para cada (xo,v0) € S existe uma unica fungao

diferencial v : (a,b) — R que € solugao de (6).

Demonstracao. A existéncia e unicidade é garantida pelo Teorema 3.1. Basta verificar

que a solucao estara definida em todo o intervalo. Para isso, devemos mostrar que em

todo subconjunto (zg— €, g+ ¢€) a fungao sera limitada, sendo 0 < € < min{b—zy, xo—

a}.
Sejam
ki = max{|f(z,y0)| :a+e <z <b—¢€}

ko = sup{|f,(z,v)| : (x,y) € Q}.

Por (7), sabemos que

ly(x) = ol =

/ " F(s.y(s))ds

o

< [ 15su)las

Para estimar o integrando do tultimo termo, usamos a desigualdade triangular

|f(:v,y)| < |f(1',y0)| + |f($7y) - f(l'7y0)|

Pelo Teorema do Valor Médio, 3 y; € (2 tal que

|f(z,y) — f(z,90)] < [fy(z,u10)] - [y — ol

Como | f(z,yo)] < k1 e |f,(2,y1)| < ks, temos

|f(x, )| <y + kaly — yol-
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Assim

y(2) — 9ol < / ko + Ealy(s) — yollds = / yds + / aly(s) — yolds

xo zo xo
e logo,

() — ol < k(& — o) + / kaly(s) — yolds.

Zo

Como (x — x) < |x — x| < (b — a), temos

ly(z) — yo| < k1(b—a) + /“3 ka|y(s) — yolds.

zo

Definindo k3 := k1(b — a), concluimos que

() — yo| < ks + / Kaly(s) — yolds.

Zo

Dai, podermos usar o Lema 3.6 para obter
ly(x) —yo| < kgef;() Rads Jgeh2(@=20)

Portanto
ly(x) — ol < ksef2(0=0) — ¢ = cte.

Vemos assim que, de fato, a solu¢ao v sera limitada em (z¢ — €, 29 + €). Como xq é
arbitrario, obtemos que ~y seréa limitada em todo o intervalo (a,b) e podemos concluir
que estéa definida neste intervalo.

Com efeito, se supormos que exista 3 € (a,b) tal que 7 : (a, ) — R fosse solucao
maximal de (6), poderiamos tomar ¢ € (a, ) e um compato K C Q dado por

K={<z<pB,-C<r)<C},

tal que (a:,v(x)) € K para x > 6 . Mas isto contraria o Teorema 3.3, logo, é um
absurdo. Assim, o teorema esté provado. O

Teorema 3.5 (Dependéncia Continua). Mesmas hipdteses do Teorema 5.1. Sejam
Y1 € Yo duas solucoes da equacao

y/ - f(ff,y),

definidas em um intervalo compacto [xg, x1]. Eziste uma constante K > 0 tal que

() =2 (2)] < I (x0) — 72 (0) 7)Y € [, 21].

12



Demonstracao. Seja Qp C € um aberto que contenha os gréaficos de v1(x) e y(z).
Como

n(@) = @) = flz,n(@) = f(z,72(2)),
segue, por integracao, que
() = 32e) = la0) = salan) + [ [F(5,7(5) = £ 7a()lds.

Pelo Lema 3.2 podemos tomar K > 0 tal que
() = ) < ) = o) + [ Kp(s) = as)lds
)

Portanto, usando a Desigualdade de Gronwall (Lema 3.6), chegamos a

(@) = 72(2)] < (o) — yalwo) X0,

]

Corolario 3.1. Seja vo(z) uma solugio de (6) definida em wum intervalo compacto
[0, 1] e seja uma sequéncia de condi¢oes iniciais y, convergindo para yo = Yo(xo).
Entao as solugoes vy, correspondentes a

{ y = f(z,y,)
y(CC()) = Yn,
também estao definidas no intervalo [xg, 1] para n grande, e v, — 7o uniformemente

neste intervalo.

Demonstracao. Por hipotese, temos que dado € > 0 existe n € N tal que, se n > N
entao

|yn - y0| < €.

Considere €y uma vizinhanca de 7y, entre [xg, z1] com amplitude §. Escolhemos

B )
€= ek(z1—z0) "
Entao, AN € N tal que Vn > N temos
)
Yn — Yo| < k(z1—z0)
e, consequentemente
|yn _ y0| . eFl@i—zo) 5

E pelo Teorema 3.5
[ (@) = yo(2)| <8, Vo € [0, 21].

Portanto, por defini¢ao, temos que v,, — 7o uniformemente. O
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4 Estabilizacao

Nesta se¢ao, estudaremos sistemas de equagoes na forma

(9)

em que f,g : R? — R sdo funcoes continuas. As equagoes (9) sao denominadas
auténomas pois as fungoes f e g independem da variavel t.

Note que, neste caso, as fungoes f; e g; sao identicamente nulas, e como f e g sao
continuas por hipdtese, um Teorema analogo ao Teorema 3.1 garante que existe uma
tnica solucao (z(t),y(t)) de (9) tal que para qualquer (zo, Yo, to) temos

(z(t0), y(to)) = (w0, %0)-

Geometricamente, isto implica que tais solugoes nao se interseccionam no espago.
Ainda mais, sendo (9) um sistema autdénomo, temos que se (:U(t), y(t)) ¢ uma solucao,
entao qualquer curva paralela a esta em relagao ao eixo t também sera solugao.

De fato, considere a fun¢ao

(2(1), 5(8)) = (x(s),5(5)),

onde denotamos s =t + h,com h € R. Entao

#(t) = a'(s) = f(x(s),y(s)) = f(2(t),5(1)),

mostrando que Z(t) também é solu¢do. Analogamente para y(t) := y(s).

Podemos esbogar as solugoes de (9) como curvas parametrizadas de t no plano xy,
que é conhecido como plano de fases. Neste plano, cada curva é uma trajetoria ou
orbita, e uma amostra significativa de o6rbitas é o que chamamos de retrato de fases.

Além disso, definimos um campo vetorial a partir de ( f (x,y),g(w,y)), onde as
orbitas sao tangentes em cada ponto ao campo.

Definigao: Seja ((z(t),y(t)) uma solucdo globalmente definida de (9). Definimos
a funcao ¢ : R? x R — R? por

d(P.t) = ((2(t),y(1)),

onde P = (((0),y(0)).

A partir dela, definimos a funcao ¢; : R? — R? por
¢(P) = ¢(P,t),Vt € R.

Garantimos as seguintes propriedades de ¢;(P):
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e ¢;(P) é continua;
® ¢0<P):P,VPER2,
° ¢tO¢S(P):¢t+S(P),VP€R2,Vt,S€R.

A primeira propriedade decorre do Teorema 3.5, enquanto a segunda segue imedi-
atamente da defini¢do. A terceira é consequéncia da unicidade de solugoes.

Com efeito, sejam a(t) = ¢(ps(P)) e B(t) = drys(P). Segue que «a(t) = 5(t), pois
ambas sao solugoes de (9) com condigao inicial a(0) = 5(0) = ¢5(P).

Definicao: Uma orbita ¢,(P) de (9) é dita periddica se existe T > 0 tal que
oe(P) = ¢pyr(P),Vt € R.

O minimo 7" que satisfaca tal propriedade é dito periodo da érbita. Assim, se uma
orbita contiver pontos duplos, ou seja, se houver t; > t5 tal que ¢; seja 0 menor niimero
que satisfaga

¢t1(P) = ¢t2(P)7

entao temos, obrigatoriamente, que tal érbita é periddica com periodo T =t — ts.
De fato, basta notar que

th(P) = ¢t—t2+t2(P) - ¢t—tz<¢t2<P)) = ¢t—t2 (¢t1 (P)) = ¢t+t1—t2(P)7 vt e R.

4.1 Pontos de Equilibrio

As solugbes constantes de (9) sdo muito importantes pois as demais solugdes tendem
a se afastar ou se apoximar das mesmas. Isso nos leva a definicao:
Defini¢ao: Um ponto (zo, o) ¢ ponto de equilibrio (ou singularidade) de (9) se

{ f(x(b yO) =
g(lh? yO) =
Nas seguintes definicoes, usamos a distancia usual em R2.

Definicao: Um ponto de equilibrio P é dito estdvel se dado € > 0 existe 6 > 0 tal
que se uma orbita (z(t),y(t)) satisfaz

d((m(O),y(O)),P) <4

e d((:c(t),y(t)), P) <e Vt=0.

Definicao: Um ponto de equilibrio P é dito assintoticamente estdvel se for estéavel
e se exister um n > 0 tal que toda 6rbita com

A((2(0).5(0). P)) <,
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satisfaz
lim ((2(1). (1)) = P.

Definicao 1.3: Um ponto de equilibrio nao estavel é dito instdvel.

Em outras palavras, temos que um ponto de equilibrio P é estavel se 6rbitas que
se iniciam proximas de P permanecem proximas para todo t. Além disso, sao assinto-
ticamente estaveis, se sao estaveis e se as solugoes tendem a se aproximar de P com o
passar do tempo.

4.2 Teorema de Poincaré-Bendixon

Definigao: Definimos uma semi-dribita positiva por

of (P) ={(x(t).y(t)) : t > O},

Analogamente para semi-drbita negativa (¢; ).
Definicao: O conjunto

w(P) = {(z,y) € R*: 3t,, = +o0 t.q (x,y) = lim (:E(tn),y(tn))},

n—oo

é chamado w-limite da orbita que passa por P. Analogamente, definimos o conjunto
a-limite por:

a(P) = {(z,y) € R*: 3, - —oo t.q (z,y) = lim (z(ts), y(ts))}-

n—oo

Em palavras, temos:
w(P) — Conjunto dos pontos de acumulagao de ¢, quando t — +oo.
a(P) — Conjunto dos pontos de acumulagio de ¢;” quando t — —oo.

Todos os resultados a seguir sao analogos a a(P).

Teorema 4.1. Se a semi-orbita positiva ¢ (P) for limitada, ou seja, estiver contida
em um compacto K, entao o conjunto w-limite satisfaz:

a) w(P) # ;

b) w(P) € invariante, isto é, se Q € w(P) entao a solu¢io ¢(Q) € w(P) para todo
t;

c) w(P) é compacto;
d) w(P) € conezo;

Demonstra¢ao.  a) Bastar notar que, como K é compacto, qualquer sequéncia t,, em
K terd uma subsequéncia ¢,, — oo tal que ¢, converge para algum ponto em
K.
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b) Sejam @ € w(P) e s € R. Por defini¢do

Entao

por continuidade de ¢5. Como (¢, + s) — oo, isto mostra que

¢s(Q) € w(P),

e como s & arbitrario, obtemos o resultado (note que nao usamos o fato de ¢;"
ser limitado).
¢) Como w(P) C K, basta mostrar que w(P) é fechado.

Seja g, uma sequéncia contida em w(P) convergindo para algum ¢. Para cada n,
existe tx(n) — oo quando k — oo tal que

k—o0

Dado € > 0, tomamos n de modo que

d(gn,q) <

)

N

e tomamos k = k(n) tal que

d(Pu, ) (P), q) <

DO | ™

Usando a desigualdade triangular temos que
d( Pty (P), an) < €.
E como € é arbitréario, temos que ¢ € w(P).
d) Suponhamos, por contradi¢ao, que existem abertos disjuntos A e B tais que:

w(P)C AUuB
{w(P)ﬂA%@ e wP)NB#o

Sejam ¢, € w(P)NAe q € w(P)N B. Tomamos t,, s, — oo satisfazendo
O<ti<s1<ta <8< ... <t, <s, < ...

e tais que ¢y, (P) — q, € ¢s, (P) — g, quando n — oc.

Como ¢;(P) é continua, temos que para cada n, existe um u,, € (t,, s,) tal que
Ou, (P) € AU B. Pelo Teorema do Confronto, segue que u,, — oo.
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Seja r tal que lim ¢, (P) = r. Temos:
n—oo

— r existe, pois ¢, € K;
- r € w(P);

—r & AU B. De fato, seja D o complementar do aberto AU B em relagao
a K. Como D é fechado e ¢,, € D, qualquer ponto de acumulagao de ¢,
também pertence a D;

Absurdo, pois contraria a maneira em que w(P) foi tomado.

Por fim, enunciamos o teorema principal desta subsecgao.

Teorema 4.2 (Teorema de Poincaré—Bendixon). Suponha que a semi-drbita ¢} (P)
¢ limitada e que w(P) ndao contém uma singularidade. Entao w(P) é uma orbita pe-
riodica.

4.3 Consequéncias de Poincaré-Bendixon

Lema 4.1 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Seja K um subconjunto de R™ ho-
meomorfo ao disco unitdrio fechado. Entao toda fung¢ao continua F : K — K tem pelo
menos um ponto fixo xg € K.

Teorema 4.3. Seja K um subconjunto de R?> homeomorfo ao disco unitdrio fechado.
Suponha que K tem a sequinte propriedade: se uma orbita v encontrar K num instante
to entao ela permanece em K parat > ty. Entao K contém pelo menos um ponto de
equilibrio de (9).

Demonstracao. Por hipotese, dado P € K, temos ¢;(P) € K, e como ¢ é continua, o
Lema 4.1 garante que existe z = z(t) € K tal que ¢4(x) = x. Tomando uma sequéncia
T, > 0 com T,, — 0 temos uma sequéncia z,, tal que

Tn = ¢, (Tn) = Go(Tn).

Note que isso implica que tais 6rbitas sao peridédicas de periodo T,,.

Como K ¢é compacto (pois ¢ homeomorfo ao disco unitario fechado) temos que
existe um ponto xy € K tal que x,, — x3. Dadost € R e n € N, existe um inteiro
k, = k,(t) tal que

kT, <t<lk,+ 1T, e é1, () = Tp. (10)
Portanto, temos para todo ¢
|¢¢(0) — wo| < [@e(0) — Ge(wn)] + |Pe(wn) — @] + |20 — 2ol.
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Fazendo n — oo nesta expressao, temos
lim |¢y(z0) — xo| < lim |py(x,) — 2] (11)
n—0o0 n—o0

Por (10), concluimos que
0<t—k, 1, <T,.

Novamente, tomando n — oo nesta expressao, temos pelo Teorema do Confronto que

lim [t — k,T},] = 0.

n—oo

Dai, usando o fato que T,, é um periodo

T}Lllgo Gi(zy) = nlggo Ptk T, (Tn) = Qo(Tn) = Ty

Logo, temos em (11)
|¢e(x0) — 20| <0 & ¢u(x0) = 20, Vt ER,
e vemos que xy é ponto de equilibrio. [

Corolario 4.1. Seja 2 uma regiao simplesmente conexa e limitada do plano. Se €2
contiver uma semi-orbita vy, entao contém uma singularidade.

Demonstracao. Considere o conjunto w-limite da érbita . Se w(P) tiver uma singula-
ridade, vale o resultado. Senao, o Teorema de Poincaré-Bendixon garante w(P) é uma
orbita periddica, e o Teorema 4.3 garante o resultado. O]

4.4 Funcgoes de Lyapunov
Nesta secao, estudaremos sistemas autoénomos da forma
= f(x), f:R" > R", (12)

onde f é uma fungao continua. Suporemos que (12) possui apenas um ponto de equi-
librio, que seré a origem de R™. Caso contrério, se xy # 0 fosse o tinico ponto de
equilibrio, poderiamos fazer uma mudanca de variaveis com = = x — x.

Definicao: Seja 2 C R™ um aberto que contenha Sg, i.e., uma bola fechada de
raio R e de centro na origem. Dizemos que V :  — R"™ é uma func¢do de Lyapunov
quando é continua e satisfaz:

o V(x) >0, Ve
e V(0)=0;
e ((grad V)(x), f(x)) <0, Vz € Q.
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Além disso, dizemos que V' é uma func¢ao de Lyapunov estrita quando é de Lyapunov
e neste dltimo item vale a desigualdade estrita para x # 0.
Note que, se z(t) é solugao de (12), entao temos que

d

5 (V(z(1)) = {(grad V)(z), 2) = ((grad V)(z), f(x)) < 0. (13)

Teorema 4.4. Se existe uma fun¢ao de Lyapunov para (12), entdo a origem é um
ponto de equilibrio estdvel.

Demonstra¢ao. Tome r > 0 tal que a esfera S, esteja contida em . Como V(x) é
continua e estritamente positiva em S,, podemos tomar um minimo positivo m desta
fungao em S,.. Além disso, a continuidade de V(x) e o fato de que V(0) = 0 garantem
que podemos tomar €, com 0 < € < r, tal que

llz]] < e = V(x) < m. (14)

Sejam agora P € Q tal que ||P|| < ¢, e a (unica) solucdo z(t) de (12) tal que
z(0) = P. Como (13) implica que V' (z(t)) ¢ decrescente, segue por (14) que

V(z(t)) < V(z(0)) = V(P) <m, Vt > 0. (15)

Afirmamos que, nessas condigoes, ||x(t)|| < r, Vt > 0.
De fato, se houvesse t; > 0 tal que ||z(¢1)|| = r, ou seja, z(t1) € S, entdo teriamos

V(z(t1)) = m.

Absurdo, pois contraria (15). Logo, por defini¢ao, a origem é um ponto de equilibrio
estavel. 0

Teorema 4.5. Se existe uma fung¢ao de Lyapunov estrita para (12), entdo a origem é
um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.

Demonstrag¢ao. Ja sabemos que a origem ¢ um ponto de equilibrio estével para z(t).
Mostraremos que tlim x(t) = 0, ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal que
— 00

t >ty =|lz(t)]] <e
Tomemos 6 = d(e) > 0 tal que
||P|| < d = ||z(t, P)|| <€Vt = 0.

Mostraremos que, dado § > 0, existe to > 0 tal que ||z(ty)|| < 4.
Com efeito, suponha que exista § > 0 tal que ||z(t)|| = §,Vt > 0. Entao teriamos, para
1Pl <6

§ < ||z(t, P)|| < €,¥t > 0.
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o av e ) . : .
Isso implica que s (x(t)) ¢ limitada, e como ¢ estritamente negativa, temos que existe

c¢ > 0 tal que

dv
%(x(t)) < —¢, YVt >0,

/Ot %(m(s))dt < /Ot —cdt.

V(z(t)) < V(P)—ct, Vt = 0.

logo

Assim, temos que

Absurdo, pois V(x(t)) seria negativo para t suficientemente grande. Portanto,

le(to)ll < 6 = lla(tx(to)) || < .t > 0

l|z(to)|] <& = ||z(t +1t0)|| <€ VEt=0.

5 Controlabilidade

Nesta segao, dados A : [a,b] — R"™™ e B : [a, b] — R™*" de classe C'!, consideramos
o sistema

' = A(t)z + B(t)u(t), t € [a,0], (16)

onde
z:[a,b] - R"

¢é a variavel de estado e
u:[a,b] - R™

¢ a variavel de controle.
Sabemos que, fixados xg € R" e u € C''([a, b]; R™), o sistema

{ o' = A(t)z + B(t)ult,) (17)

x(a) = xo,

possui solucao tnica.

Definicao: O sistema (16) é controldvel se, para cada (xg,z;) € R" x R" existe
u € C'([a, b];R™) tal que a solugao de (17) satisfaz z(b) = z.
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5.1 Controlabilidade Gramiana
Definicao: O resolvente R(t,t2) do sistema 2’ = Ax é uma funcao
R:[a,b] X [a,b] — R™"
tal que, para cada ty € [a,b], a funcdo R(-, ) é solucao de

M = A()M,
{ M(ty) = 1.

Da definigao, inferimos as seguintes propriedades do resolvente:
e C € C'([a,b); R™™);

o R(t,t)=1,Vt € [a,bl;

o R(ty,t) - Rta, t3) = R(ty,t3),Y(t1, b2, t3) € [a, ]

Em particular
R(t1,ts) - Rlta,t1) = 1,¥(t1,t2) € [a,b]*.

Lema 5.1. A solugao do PVI (17) satisfaz
t
x(t) = R(t,a)x +/ R(t,7)B(T)u(t)dr, vVt € |a, b (18)

Demonstra¢ao. Dado x(t) definido por (18), é claro que x(a) = xy. Além disso, segue
pela defini¢ao do resolvente que

z'(t) = A(t)R(t, a)xo + R(t, t) B(t)u(t) + / A(t)R(t, 7)B(T)u(T)dr.

Dai,
Z'(t) = A(t)[R(t, a)xo +/ R(t,7)B(r)u(r)dr] + B(t)u(t),
ou seja,
2'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),Vt € [a,b].
E pela unicidade, temos que z(t) é solucao de (17). O

Definicao: A Controlabilidade Gramiana do sistema (16) é a matriz simétrica
nxmn

b b
C :/ R(b,7)B(t)B(1)"R(b, 7)Tdr :/ [B(T)'R(b,7)"1" - [B(T)"R(b,7)"]dr.

Note que, se considerarmos a norma de R™ por

|z||? = 27 -z, Vo € R",
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entao para todo z € R" vale
b
O = / IB(r)T R(b, 7| 2dr.
a
Teorema 5.1. O sistema linear (16) é controldvel se, e somente se sua respectiva

controlabildade Gramiana € invertivel.

Demonstrag¢ao. Suponha que C é invertivel.
Para cada (zg,z;) € R" x R", tome @ de classe C'* definida como

a(t) = B(t)"R(b,7)T -C~*- (xl — R(b, a)l'()),T € |a,b].
Seja 7 € C%([a, b]; R") a solugao de

{ ¥ = A(t)xr + B(t)u(t),

x(a) = xo.
Entao, pelo Lema 5.1, temos
b
z(b) = R(b,a)xo + / R(b,7)B(1)R(b,a)C " (z1 — R(b, a)xo)dr,
dai

z(b) = R(b,a)xo + (zl — R(b, a)xo) .C-C,

consequentemente

Logo, o sistema (16) é controlavel.

Suponha agora que C nao é invertivel. Entao, pela Regra de Cramer, existe y € R”
nao-nulo tal que C'y = 0. Em particular

y'Cy =0,
o que implica
/b |B(T)"R(b, 7)"y|[*dr = 0. (19)
Como a norma de R™ é uma fun¢ao definida positiva, segue de (19) que
y"R(b,7)B(1) = 0,Y7 € [a,b]. (20)
Dado u € C'([a, b]; R™), seja = € C°([a, b]; R™) a solugdo do PVI

{ ' = A(t)r + B(t)u(t),
z(a) = 0.
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Novamente usando o Lema 5.1, temos

2(b) = / R(b, 7)B(r)u(r)dr,
e por (20)
yTz(b) = 0.

Como y & nao-nulo, existe algum z; € R™ tal que y’z; # 0 (por exemplo, tome z; := y).
Isto &, para qualquer u € C*([a, b]; R™) temos x(b) # x;. Portanto, o sistema (16) nao
é controlavel. ]

Na demonstragao acima, usamos o fato de que um sistema ser controlavel em um
intervalo [a,b] independe da condi¢do inicial do PVI associado.

5.2 Meétodo da Unicidade de Hilbert

Seja R o conjunto de pontos z; em R™ tal que existe u € C'([a,b]; R™) onde a
solugao de

¥ = A(t)x + B(t)u(t),
Uil (21)

satisfaz x(b) = z1. O método de Hilbert nos da condigoes para determinar quais pontos
de R™ pertencem ou nao a R.

Definigao: O sistema adjunto do sistema (21) é o problema de valor inicial

(am

No seguinte teorema, usamos o produto interno usual em R"
a-b=a’b.

Teorema 5.2. Sejam u € C'([a,b];R™) e x : [a,b] = R" a solugdo de (21) e dado ¢;.
Considere ¢ : [a,b] — R™ a solugcdo de (22). Entao

2(b) -y = / u(t) - B (1)t

Demonstra¢ao. Como z(a) = 0, temos que

o) 00 = [ 5 (alt) - ol0) e



logo,

Assim,

Definimos por A a seguinte fungao
A:R" — R"”
¢1 — x(b)
onde x : [a,b] — R™ & a solugao do PVI

{ ¥ = A(t)x + B(t)u(t,)
z(a) =0,

com

u(t) := B(t)T¢(t).

(23)

(24)

Aqui, ¢ : [a,b] — R"™ é solugdo do problema adjunto do sistema (23). Com essas

definicoes, temos o seguinte teorema.

Teorema 5.3. Temos que
R = A(R").

Além disso, se x1 = N(¢y) e se u* € C'([a,b];R™) € o controle do sistema (16) que

leva 0 a xy durante o intervalo [a,b], entdo

b b
/ a(0)]2dt < / a8 Pdt,

onde u(t) € dado por (24), e com igualdade se, e somente se u* = a.

Demonstracao. Por definicao de A

AR") C R.

Mostraremos que B C A(R"). Tome x; € R. Seja u* € C'([a,b];R™) tal que a

solugao z*(t) do PVI
¥ = A(t)x + B(t)u*(t),
z(a) =0,
satisfaz
x*(b) = z.
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Considere U C C'([a, b]; R™) como sendo o conjunto de fungoes v = B(t)To(t),
onde ¢(t) é solugao do sistema adjunto (22), para algum ¢; € R". Sabemos que o
espago das solugoes que satisfazem ¢'(t) = —A(t)T¢(t) é um subespago vetorial de
C'([a,b];R™) de dimensao n. Logo, U é um subespaco fechado, pois ¢ finito.

Assim, podemos tomar a projegao ortogonal @(t) de u*(t) em U. Temos que

/b uw*(t) - u(t)dt = /b a(t) - u(t)dt,Vu € U,
em que consideramos como produto interno em U
< Uy, Up >= /b wy (t) - ug(t)dt.
Seja 7 : [a,b] — R™ a solugao do PVI

' = A(t)x + B(t)u(t),
z(a) = 0.
Usando o Teorema 5.2, temos

b b
x1-¢1:(/‘u*@)-EXﬂT#(ﬂdt:(/‘ﬂ@)-E%ﬂT¢@ﬁﬁ::faﬁ-¢hV¢l€1Rﬂ

o que implica que

Como u € U, existe (51 tal que a solugao gg de
{w:—awm
x(b) = ¢17

satisfaz )
a(t) = B(t)" - o(t),Vt € [a,b].

Por definicio de A, temos A(¢1) = Z(b), o que juntamente com (25) nos da A(¢y) = 1.
Concluimos que x; € A(R™), dai R C A(R™).

Por fim, seja ¥y = A(¢;), seja @ definido por (24) e seja u* € Cl([a,b];R™) o
controle do sistema (16) que leva 0 a z; durante o intervalo [a,b]. Note que, por sua
definicao, u € U. Além disso, usando o Teorema 5.2 mais uma vez, temos

/bu*(t) Cu(t)dt = /bu(t) ~u(t)dt, Yu € U.

Dai, u é a projecao ortogonal de u* em U. Assim

b b b
[ e = [Ciaoipae+ [ - P

o que conclui a demonstracao do Teorema.
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6 Aplicacoes

6.1 Circuito Elétrico Simples
6.1.1 Introducao

Consideremos um circuito orientado fechado que consiste de uma fonte de voltagem
E (que pode ser de voltagem continua ou alternada), uma resisténcia R, um capacitor
C e um indutor L. As equagoes que ligam o fluxo de corrente i & queda de voltagem
de cada um dos componentes sao:

R ER = RZ,
di
L:FE,=L—;
L dta
C:FEc= %, em que ¢ representa o fluxo de carga e é dado por i = d—z,

onde R, L e C sao constantes positivas. Além disso, as equacoes da fonte de voltagem

serao dadas por:
Voltagem continua: F = Ejy;

Voltagem alternada: E = Eysen(wt);

onde Fj representa a amplitude e w esta relacionado a frequéncia da voltagem.

Por fim, enunciamos a Segunda Lei de Kirchhoff:

"A soma algébrica das quedas de voltagem de todas as componentes elétricas em
qualquer laco fechado orientado é zero”

k=1

Ou seja, matematicamente:

6.1.2 Circuito RL com fonte de voltagem constante

Neste caso, a Segunda Lei de Kirchhoff nos da
Er+ Ep, — Ey=0.

No qual o sinal negativo se justifica pelo fato que a fonte aumenta a voltagem, enquantos
as demais componentes acarretam em uma queda de voltagem.
Assim, temos a equacgao diferencial de primeira ordem

di
L— + Ri = E.
g TR
Dividindo a equagao por L
di R. E
TR A (26)



que é uma equacao na forma
e + p(z)y = h(x). (27)

Equagoes da forma (27) sio resolvidas através do fator integrante u(x) = ef P,
Nesse caso, multiplicamos (26) por u(t) = e/ T4 = ¢(B/Lt ¢ obtemos

di R E,
d_ze<R/L>t i ize(R/L)t — f0€<R/L>t_

Logo, temos
d E
E(Z'e(R/L)t) — TOQ(R/L)t’

e assim

Finalmente, concluimos que
E
i = ﬁo(l + ce~ /LI (28)

Supondo que o circuito foi ativado no instante ¢ = 0, usamos a condigao inicial i(0) = 0
para obter em (28)

E
0= Eo(l +ce” W0 = ¢ = 1,

Assim,

i(t) = = (1 — e~ (B/DI), (29)

Note que, como R/L > 0, obtemos

E
lim i(t) = —

t—o00 R ’

(30)

A expressao (30) é conhecida como termo de regime permanente do circuito. Como
este termo nao depende de L, concluimos que um circuito RL tende a se comportar
como um circuito nao indutivo com o passar do tempo.

6.1.3 Circuito RL com fonte de voltagem alternada

Chegamos ao PVI

L% + Ri = Eysen(wt),
i(0) = 0.

Resolvendo de modo anéalogo ao caso anterior, chegamos a

__bolw gy Fo
R?2 4+ w22 R2 + w22

i(t) (Rsen(wt) — Lwcos(wt)). (31)
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A solugao (31) pode ser simplificada através das variaveis

Z =VR?+ w22,

e
R
sena = —
Z’
wL
cosa = —-.
A
Assim, obtemos de (31) que
E E
i(t) = %e—(R/L)t + %sen(wt — ).

Neste caso, o termo de regime permanente é
R =70) "
iy = 7sen(w — ).

que apresenta forma sinusoidal, o que implica que a corrente tende a ser alternada com
o passar do tempo. A grandeza Z é conhecida como impeddncia de regime permanente
do circuito, enquanto « é chamado de dngulo de fase.

6.1.4 Circuito RLC com fonte de voltagem alternada

Teremos entao i
Ld_jf + Ri + % = FEysen(wt). (32)

d
Lembrando que 7 = d_z7 reescrevemos a equagao (32) e obtemos a equagao diferencial

de sequnda ordem
dg 1
Lw + R% + aq = Eosen(wt). (33)

A equagao (33) possui solucao geral na forma

Y=1Yp + Yn-
Onde y, ¢ uma solu¢ao particular de (33) enquanto yj, ¢ solugao geral da equagao
homogénea
1
Lq" + Rq + ai= 0. (34)

A solugao de (34) pode ser encontrada quando se procura uma solugdo na forma
q = e, e obtemos a equacio

1
L\ + R\ + G= 0, (35)
cujas raizes, e consequentemente a solugao de (35), dependem do sinal do discriminante
4L
A=R>——. 36
= (36)
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e Se A > 0, entdo a solugao geral de (34) sera
yn = 1" 4 cpe™,

onde ¢; e ¢y sao constantes e

_—R+¢Ze —R—VA

" 2L 2L

Note que, como R, L e C' sao constantes positivas, o discriminante dado por (36)
implica que
A<R*=VA<R.

Assim rq e 9 sao negativos e temos

tll{& yn(t) = 0.
e Se A =0, entao
yp = cre"™ 4 coe™, onde r = <.

2L
Novamente
tli{& yn(t) = 0.

e Se A < 0, nesse caso, temos que as raizes de (35) sdo dadas por ntimeros com-
plexos. Usando a féormula de Euler, obtemos

o>

yp = e T2 (crcos(rt) + casen(rt)), onde r = TR

E finalmente,
tlir& yn(t) = 0.

Conclusao: Independentemente dos pardmetros R, L e C, o termo de regime
permanente serd uma solugao particular de (32). Além disso, como as condigoes iniciais
i(0) e ¢(0) apenas influenciariam nas constantes ¢; e ¢y da solugao geral, temos que a
carga de regime permanente independe do estado do sistema no instante t = 0.

Uma solugao de particular de (32) pode ser encontrada através do método dos
coeficientes a determinar. Procuramos uma solugao da equacao na forma

q = aysen(wt) + agcos(wt),

¢ = waycos(wt) — wagsen(wt),

q" = —w?asen(wt) — wascos(wt).

E levando essas relagoes a (32)

sen(wt) (—Lw2a1 — Rwasy + %) + cos(wt) <—Lw2a2 + Rway + %) = Fysen(wt),
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o que implica
1
<—Lw2 + 5) a1 — Rwas = Ej,
1
Rwa; + (—Lw2 + 5) = 0.

Usando a Regra de Cramer, descobrimos que

1
By —Lw?+ =
0< W+C>

a; = ,
'R (—Lw?)? (37)
—E()Rw
a9 = 3
R2w? 4+ (—Lw?)
Podemos simplificar estas expressoes através das variaveis
1\2
ZO = R2W2 + (—sz -+ _)
C
¢ 1
L(A)Q — 5
senq = ———=
Zo
Rw
cosq = —
Zo
Entéao, a expressao (37) se torna:
—E,
ay = 786710(,
as = —cosa
2 Z() )
e chegamos a solugao particular
E
¢ = Leos(wt — a).
0
Derivando, e aplicando uma tultima mudanca de varidaveis Z = — encontramos um
w
resultado analogo ao anterior
, E
iy = —sen(wt — a). (38)

Pergunta: Fixados L, C, R e Ey, qual ¢ a amplitude maxima da corrente dada

em (38)7
A amplitude maxima é obtido quando Z é minimo. Como

12
Z =R+ |—-wL+—
¢+(w+w>,
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temos seu minimo quando (—wL 4 1/wC) se anula, ou seja,

que esté relacionado com a frequéncia de ressondncia.

6.2 Lei de Kepler

Consideremos um sistema de eixos cartesianos com o Sol, de massa M, na origem.
Seja P um planeta de massa m com vetor posi¢ao 7 em relagao a origem e cujo modulo
¢ dado por r # 0. Segundo a Lei de Gravitagao Universal, o Sol aplica em P
uma forga atrativa de sentido oposto a 7° cujo modulo é inversamente proporcional ao

quadrado da distancia
- GMm 7 GMm
F=_ o 7
r? r r3

onde G é a constante de gravita¢ao universal. Além disso, da Segunda Lei de Newton,

temos )
F=m-d=m-—7.
dt?
Dai, chegamos a equagao diferencial vetorial
d*r GM
- =7 (39)
dt? r3

Obs: As seguintes simplificagoes sao feitas:
e Suporemos que o Sol esteja fixo;
e Desprezaremos as demais forgas gravitacionais de outros planetas sobre P.

A equagao (39), por ser nao-linear, ¢ de dificil resolugdo. Porém, os seguintes

resultados facilitam a obtencao de sua solucao.

Definicao: O momento angular [ associado ao planeta P é dado por

X T (40)

l_):

=15

Teorema 6.1. O momento angular de P é constante.

Demonstracao. Basta notar que

dl drdr
— = — X —+T7X —FT
dt dt  dt dt’
se anula gragas a (39). Logo [ ¢ constante. ]
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Corolario 6.1. A drbita do planeta P € uma curva plana.

Demonstracao. Divideremos a prova em dois casos:

OSef%ﬁ

Fazendo o produto escalar por 7 em (40)

Denotando 7= (z,y, 2) e [= (a, b, c), temos
ar + by + cz =0,
o que mostra que a Orbita estd em um plano.

e Sel=0

2

Isso implica que os vetores 7, —7 e —7 sao linearmente dependentes. Ou seja,

dt dt

estariam todos sobre a mesma reta e nesse caso o movimento seria retilineo.

]

Iremos considerar que o plano z = 0 é o plano que contem a orbita de P e o vetor

posicao passa a ser
= (x(t)v y(t>7 0)7
e o momento angular
1=1(0,0,zy" — 2'y).
Do Teorema 6.1, concluimos
xy —a'y =k,
que suporemos nao-nulo. Finalmente, (39) torna-se o sistema

-GM

= ————— 7,

WEETRE

oM
y ( ’:E2+y2)3 Y

Aqui, torna-se util o uso de coordenadas polares

x = rcosb,

y = rsenf.
Transformamos (41) em

k=10,
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e o sistema (42) em

MG
r"cosh — 2r'0' senb — r0?cosl — r0"senf = —

cosf
r2 ’

1 N/ /2 /! MG (44>
r"senf + 2r'0'send — r6’<cosl + r6”’ cosd = — send.

r2

Multiplicando a primeira igualdade por cosf e a segunda por senfl e somando as
expressoes obtemos

MG
2
’I“” 7’9, = _T_Q
Por fim, multiplicando por ﬁ, chegamos a
- 1 MG
ok v R (45)

Afirmamos que

&y
a2 \r) 0k’

Com efeito, como supomos k # 0, temos ¢'(t) # 0 V¢ € R. Dai, podemos usar o
Teorema da Funcao Inversa para obter

dr ,dt dr’ ,dt "

o~ "do "0 ° a0 do” 0

d (1 —ldr =" =
JOREF EEAE

d [1 d [—r —1dr'

W(?):@( k):7@

d? /1 —r"

de? (F) T 0k

Portanto, a equagao (45) se torna a equacao diferencial de seqgunda ordem

a? /1 1 MG
- [z = 4
do? <r> + r k27 (46)

que é conhecida como férmula de Binet.

Assim,

E facil perceber que a solucao geral da equacido homogénea
a? /1 1
R —
dp? (7“) * r ’

— = ¢1c080 + cysenb.
Th

é dada por

34



Para encontrar uma solu¢do particular de (46), usamos o método dos coeficientes a
determinar para procurar uma solu¢ao na forma y, = a, onde a ¢ uma constante. Dai,
encontramos

1 MG

r, k2
e concluimos que a solugao geral de (46) é dada por

MG
k2

1
— = c1c080 + cosen +
-

Podemos determinar as constantes ¢; e ¢y através das condigoes iniciais r(0) = rg e
r’'(0) = vg. Porém, estamos mais interessados em reconhecer a forma da trajetoria do
planeta P, portanto, consideremos ¢; = Acosw e ca = Asenw. Entao

1 MG
Z — \eos(6 —
. cos(0 —w) + 12
k‘2
' eI
1+ MGCOS(Q —w)
Tal expressao pode ser simplificada através de
- k2 AR
MG ST MG

obtendo

T:1+e-003(9—w)' (47)

Sabemos que a equacdo (47) representa uma conica. Ainda mais, se fizermos uma
altima mudanca de variaveis

r=rcos(0 —w) e y=rsen(l—w),
chegamos que

(r + c)?

y? el ) I? N 12
a2 n2 , b=

—l—b , sendo c 1= A=) a A=y

Como e # 0 entao a # b, e vemos que a orbita de um planeta nao representa uma
circunferéncia, como acreditava Copérnico. Como sabemos que a 6rbita dos planetas
é perioddica, concluimos a seguinte assertiva:

Primeira Lei de Kepler: O planeta em o6rbita em torno do Sol descreve uma
elipse em que o Sol ocupa um dos focos.
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