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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA NATUREZA

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA
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Graduação em Matemática do Centro de
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RESUMO

O propósito deste trabalho é estudar a estabilização interna de um sistema de duas

equações de Korteweg-de Vries (KdV) generalizada sobre o efeito de um termo de amor-

tecimento localizado. Para isso, um breve histórico do surgimento e dedução da equação

KdV é apresentada na introdução. A boa colocação para soluções do sistema são investi-

gadas em três situações, no caso linear usamos a teoria de semi-grupo, no caso não-linear

quando o expoente do termo não linear varia no intervalo [1; 2), localmente é utilizado ar-

gumentos de ponto fixo, e globalmente por meio de estimativas a priori, por último o caso

não-linear quando o expoente do termo não linear varia no intervalo [2; 4), obtemos apenas

a existência global para as soluções fracas utilizando argumentos de densidade. No que diz

respeito a obtenção do decaimento exponencial, usamos técnicas multiplicativas combinadas

com argumento de compacidade-unicidade e reduzimos o problema a provar uma propriedade

de continuação única para as soluções fracas. Tal propriedade é obtida via estimativas de

Carleman para o operador da KdV.

Palavras-Chave: Sistema KdV–KdV. Estabilidade exponencial. Propriedade de conti-

nuação única. Estimativa de Carleman.



ABSTRACT

The purpose of this work is to study the internal stabilization of a system of two Kortweg-

de Vries (KdV) equations, generalized under the effect of a localized damping term. For this,

a brief history of the emergence and deduction of the KdV equation is presented in the intro-

duction. The well-posedness for solutions of the system are investigated in three situations,

in the linear case we use the theory of semi-group, in the nonlinear case, when the expo-

nent of the nonlinear term varies in the interval [1; 2), locally is used fixed point arguments

and globally by a priori estimates, finally the nonlinear case, when the nonlinear term expo-

nent varies in the interval [2; 4), we obtain only the global existence for the weak solutions

using density arguments. To obtain the exponential decay, we use multiplicative techniques

combined with compactness-uniqueness argument and reduce the problem to prove a unique

continuation property for the weak solutions. This property is obtained via Carleman esti-

mate for the KdV operator.

Key–words: System KdV–KdV. Exponential stability. Unique continuation property. Car-

leman estimate.
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1 INTRODUÇÃO

Esta dissertação tem por finalidade investigar a estabilização de sistemas dispersivos regi-

dos por equações diferenciais parciais. A questão é estudar o comportamento assintótico das

soluções, por exemplo, através de uma análise inicial da energia total associado ao modelo.

O modelo aqui estudado é um sistema de equações do tipo Korteweg-de Vries (KdV) posto

em domı́nio limitado. Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos pela primeira

vez por [23].

Apresentaremos a seguir alguns fatos históricos importantes, relativos a essa equação, e

depois um estado da arte dos trabalhos já realizados, ao longo dos anos, no sistema que

pretendemos estudar.

1.1 Um pouco sobre a descoberta dos sólitons

A primeira observação documentada sobre sólitons foi feita em 1834 pelo cientista e

engenheira naval John Scott Russell, quando observava o movimento de uma balsa no Canal

de Eddinburgh, em Glasgow. Ele observou uma onda passando através de um canal sem

perder sua forma ou velocidade, a esse fenômeno f́ısico ele denominou de ondas solitárias ou

ondas de translação. Russell, segundo suas próprias palavras, falou:

“Eu estava observando o movimento de um barco que estava sendo rapidamente puxado

por um par de cavalos, quando de repente o barco parou, menos a massa de água no canal

que ainda estava em movimento. A mesma se acumulou ao redor da proa da embarcação

em um estado de violenta agitação. Então, de repente, deixando-a para trás seguiu em

frente com grande velocidade, assumindo a forma de uma grande e solitária elevação, um

arredondado, leve e bem definido amontoado de água, que continuou seu curso ao longo
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do canal, aparentemente sem mudar sua forma ou diminuir sua rapidez. Eu a persegui à

cavalo, e a ultrapassei, onde ainda movia-se a uma taxa de oito ou nove milhas por hora

preservando seu aspecto original, algo em torno de 30 pés de comprimento e entre 1 pé a 1

pé e meio de altura, sua altura foi gradualmente diminuindo e depois de persegui-la por uma

ou duas milhas, a perdi nos desdobramentos do canal. Assim, em agosto de 1834, foi minha

primeira chance de entrevistar este fenômeno lindo e singular, o qual eu chamei de Ondas

de Translação (...)”.

Russell realizou várias pesquisas práticas e teóricas sobre tal fenômeno. Seus experimen-

tos, conhecidos como “O sistema de linha de onda de construção de casco”, consistiam em

encher uma área com fluido atrás de um obstáculo, em seguida removia o obstáculo de modo

que uma longa onda amontoada se propagasse pelo canal. Todo esse conhecimento por ele

produzido, inovaram a engenharia naval do século 19, sendo premiado com medalha de ouro

pela Sociedade Real de Edinburgh em 1837, pelo trabalho desenvolvido. Contudo, seus re-

sultados experimentais, foram de encontro a conjecturas f́ısicas da época, como a Teoria da

Onda de Água de G. B. Airy, a qual afirmava que a onda viajante não podia existir uma vez

que, eventualmente, a mesma mudaria de rapidez e forma. Outra Teoria que foi contestada

na época foi a de G. G. Stokes, que afirmava serem posśıveis, ondas com amplitudes finitas

e formas fixas, porém apenas em águas profundas e formas periódicas. Apesar, do próprio

Stokes afirmar que:

“É da opinião do senhor Russell que a onda solitária é um fenômeno sui generis, imedi-

atamente derivando seu caráter das circunstâncias de geração da onda. Seus experimentos

parecem tornar essa conclusão provável. Se correto, o caráter anaĺıtico das ondas solitárias

ainda restam a ser descobertos”.

Diante disso, Russell a fim de convencer a comunidade f́ısica, desafiou a comunidade

matemática a provar teoricamente à existência de tal fenômeno, como disse o mesmo:

“Tendo constatado que ninguém havia sido bem-sucedido em prever o fenômeno em que

eu me aventurei em chamar de onda de translação, (...). Não é de se supor que após sua

existência ter sido descoberta e seus fenômenos determinados, esforços não seriam feitos

(...) para mostrar como deveria ter sido previsto através das conhecidas equações gerais de

movimento fluido. Em outras palavras, restava ao matemático prever a descoberta depois de
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ter acontecido, ou seja, dar uma “priori demonstração”“a posteriori”.

Russell faleceu em 1882 sem ter conseguido uma equação que pudesse descrever a evolução

da referida onda solitária. Apenas em 1895, dois matemáticos holandeses, Diederik Korteweg

e Gustav de Vries, conseguiram deduzir a equação para propagação de ondas em águas rasas,

hoje conhecida como equação de Korteweg-de Vries (KdV). A palavra “sóliton”, somente

surgiu em 1965 a partir dos trabalhos de Zabuski e Kruskal, onde observaram propriedades

notáveis para as ondas tipo KdV (para maiores detalhes f́ısicos sobre sóliton ver [6]).

A forma original da equação, presente no artigo de Korteweg e de Vries [14] é

∂η

∂t
=

3

2

√
g

l

∂

∂x

(
1

2
η2 +

3

2
αη +

1

3
β
∂2η

∂2
x

)
onde,

η: é a elevação da superf́ıcie acima do ńıvel de equiĺıbrio;

l, α: são constantes relacionadas ao movimento uniforme do ĺıquido;

g: constante gravitacional;

β: expressão dada por β =
l3

3
− T l

ρg
, que é uma constante relacionada às forças capilares do

tensor T e da densidade ρ.

Note que, eliminando as constantes f́ısicas por meio das mudanças de variáveis

u→ −1

2
η − 1

3
α, x→ −x

β
e t→ 1

2

√
g

lβ
t,

obtemos

ut + 6uux + uxxx = 0.

Essa equação, acima obtida, é dita equação KdV padrão, onde a variável redimensionada

“u”, está relacionada à amplitude e comprimento de onda.

Resumindo a equação KdV é um modelo matemático que descreve a propagação de ondas

ao longo de um canal de seção transversal retangular de águas rasas com pequena amplitude,

ou seja, pouca profundidade.
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1.2 Problemas e resultados importantes

O objetivo deste trabalho é estudar a estabilização global de um sistema acoplado de duas

equações tipo KdV generalizadas sobre um domı́nio limitado (0, L) da forma: ut + uxxx + a3vxxx + a(u)ux + a1vvx + a2(uv)x + b(x)u = 0,

b1vt + rvx + vxxx + b2a3uxxx + a(v)vx + b2a2uux + b2a1(uv)x + b(x)v = 0,
(1)

onde (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ), considerando as seguintes condições de contorno

u(0, t) = v(0, t) = u(L, t) = v(L, t) = ux(L, t) = vx(L, t) = 0, (2)

onde t ∈ (0, T ) e condições iniciais

u(x, 0) = u0(x) e v(x, 0) = v0(x), (3)

onde x ∈ (0, L).

Aqui, r, a1, a2, a3, b1, b2 são constantes reais tais que b1, b2 > 0 e que 0 < a2
3b2 < 1. Em

todo este trabalho vamos assumir que a = a(s) e b = b(x) são funções com valores reais

satisfazendo as condições: a(0) = 0, |a(j)(s)| 6 C(1 + |s|p−j),

onde C > 0 é constante e j = 0, 1 se 1 6 p < 2, e j = 0, 1, 2 se p > 2.
(4)

e  b ∈ L2(0, L), é uma função não-negativa, tal que b(x) > b0 > 0 quase sempre

em ω, onde ω ⊂ (0, L) é um aberto não-vazio.
(5)

Nota-se assim que o termo de amortecimento b atua efetivamente em ω.

Vamos considerar a energia associada ao sistema (1), que neste caso é dada por

E(t) =
1

2

∫ L

0

(
b2u

2 + b1v
2
)
dx. (6)

Verifica-se formalmente que, a derivada da energia associada ao sistema satisfaz,

E ′(t) = −

{
1

2

(√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

)2

+
1

2
(1− a2

3b2)v2
x(0, t)

+

∫ L

0

b(x)(b2u
2 + v2)dx

}
6 0,
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para todo t > 0, mostrando assim que o termo b(x)(u + v) desempenha o papel de um

mecanismo de controle. Devido ao comportamento da derivada da energia surgem as seguintes

perguntas naturais:

(i) E(t)→ 0, quando t→∞?

(ii) Se for o caso, podemos determinar uma taxa de decaimento?

Note que, se o termo de amortecimento b(x) for identicamente nulo, ainda assim teremos

que a energia do sistema será dissipada através dos termos de fronteira, quando x = 0. No

entanto, a dissipação em decorrência das condições de contorno ux(0, t) e vx(0, t) não são

fortes o suficiente para garantir o decaimento das soluções do sistema (1)–(3) para todos os

valores de L. De fato, em [18], [21] e [22] provou-se que o decaimento das soluções do sistema

linear não ocorre para alguns valores no intervalo (0, L). Rosier em [29], descobriu que se o

comprimento l ∈ (0, L) encontra-se em um conjunto enumerável de comprimentos cŕıticos da

forma

ε =

{
2π

3

√
k2 + kl + l2, k e l números naturais positivos

}
,

a equação linear KdV possui soluções não estáveis. Assim, sugere-se que adicionando um

termo extra de amortecimento como b(x)u e b(x)v no sistema (1), por exemplo, o decaimento

das soluções pode ser obtido para qualquer L > 0.

Quando b(x) > b0 > 0 em (0, L) fica muito simples de provar que a energia E(t) decai

exponencialmente à medida que t tende ao infinito. O problema de estabilização é muito

mais sutil, quando o amortecimento é efetivo somente em um subconjunto de (0, L). Neste

trabalho, o interesse é estudar exatamente esse problema.

Sendo assim, o objetivo é provar que, para qualquer R > 0 existem constantes C(R) e

α(R) satisfazendo

E(t) 6 C(R)E(0)e−α(R)t, ∀ t > 0,

desde que E(0) 6 R. Isso é equivalente a encontrar T > 0 e C > 0 tais que

E(0) 6 C

∫ T

0

{
1

2

(√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

)2

+
1

2
(1− a2

3b2)v2
x(0, t)

+

∫ L

0

b(x)(b2u
2 + v2)dx

}
dt,

(7)
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se verifica para todas as soluções do sistema. Com efeito, da desigualdade acima obtemos

0 < γ < 1, tal que

E(kT ) 6 γkE(0), ∀ k > 0.

Como E(t) 6 E(kT ) para kT < t < (k + 1)T segue que

E(t) 6
1

γ
E(0)e

ln γ
T
·t.

No que diz respeito ao sistema (1), quando a(s) = s e b ≡ 0 o sistema (1) foi obtido

por Gear e Grimshaw, em [12], como um modelo para descrever interações fortes de duas

ondas longas num fluido estratificado. Para uma equação KdV, foi analizado, em [20], a

estabilização quando a função b = b(x) atua simultaneamente em uma vizinhança de ambos

os extremos de (0, L). Posteriormente, em [2], a mesma análise foi desenvolvida para o caso

do sistema acoplado, aqui considerado, tomando a(s) = s e também b1 = b2 = 1.

Para obter (7) os autores, em [20], seguem de perto as técnicas multiplicativas desenvolvi-

das em [29], para análise das propriedades de controlabilidade da equação KdV simples. No

entanto, quando se utiliza multiplicadores, a não linearidade produz termos extras que em [2]

foram tratadas com argumentos de compacidade–unicidade. Então o problema da obtenção

de (7) é reduzido a mostrar que: toda solução que satisfaz b(x)u = b(x)v = 0 quase sempre

e para todo tempo t, ux(0, t) = vx(0, t) = 0, tem que ser a solução nula. Esse problema pode

ser visto como uma propriedade de continuação única uma vez que em {b(x) > 0} × (0, t),

b(x)u = b(x)v = 0 implica que u ≡ v ≡ 0. Quando o termo de amortecimento é ativo em

um subconjunto da forma (0, δ) ∪ (δ, L − δ), δ > 0, como em [2] e [20], a propriedade de

continuação única foi resolvida em duas etapas: em primeiro lugar, estendendo a solução

como sendo zero fora do intervalo (0, L), obtém-se uma solução de suporte compacto (no

espaço) do problema de Cauchy para a equação KdV em toda a reta. Em seguida, aplica-se

propriedades clássicas de regularização obtidas em [33] mostrando que a solução é suave.

Isso nos permite utilizar os resultados de propriedade de continuação única provadas em [10],

para concluir que u ≡ v ≡ 0. O caso geral, isto é, em que a função amortecimento está ativa

em qualquer subconjunto aberto do domı́nio, foi solucionada em [17] e, neste caso, procede-

ram como em [24] provando que as soluções nulas em qualquer subconjunto do domı́nio são

necessariamente suaves.
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O problema que abordamos aqui, bem como a existência e unicidade global das soluções

fracas, foi primeiramente estudado em [27] para a equação KdV simples com 1 6 p < 4.

O decaimento exponencial é obtido fazendo uma análise similar ao descrito no paragrafo

anterior, isto é, combinando as técnicas multiplicativas com argumento de compacidade–

unicidade. O objetivo principal dessa parte do trabalho é estender a análise desenvolvida em

[15] e [27] para o sistema acoplado (1)–(3). A principal dificuldade neste contexto surge da

estrutura da não-linearidade e da falta de regularidade das soluções com as quais lidamos.

A propriedade de continuação única, neste caso, não pode ser aplicada diretamente, como já

foi dito. Dáı, surge a necessidade de provar uma desigualdade de Carleman que nos permite

mostrar diretamente a continuação única para soluções fracas do sistema. Esta desigualdade

tem certa semelhança com as desenvolvidas em [30] (ver também [28]).

O trabalho estará dividido da seguinte forma: No caṕıtulo 2, apresentaremos os resul-

tados preliminares que serão utilizados durante todo o trabalho. No caṕıtulo 3, provaremos

a existência e unicidade para a KdV linear e não linear. Isso será feito utilizando a teoria

de semigrupos, estimativas a priori e argumento de ponto fixo. Finalmente, no caṕıtulo 4,

obteremos a estabilização global do sistema (1)–(3), utilizando a propriedade de continuação

única. Para tal provaremos uma estimativa de Carleman, que será o ponto chave para provar

a continuação única para o sistema.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 Espaços de Banach e Hilbert

As definições e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstrações, po-

dem ser encontradas em [5, 26] e, portanto, suas provas serão omitidas.

Definição 2.1.1. Seja E um espaço vetorial. Diremos que E é um espaço normado, se existe

uma função N : E → R satisfazendo:

(i) N(x) > 0, ∀ x ∈ E e se N(x) = 0⇒ x = 0;

(ii) N(x, y) 6 N(x) +N(y), ∀ x, y ∈ E;

(iii) N(αx) = |α|N(x), ∀α ∈ R.

Definição 2.1.2. Seja E um espaço normado. Dizemos que E é um espaço de Banach se

for completo, ou seja, se toda sequência de Cauchy em E é convergente em E.

Definição 2.1.3. Seja E um espaço de Banach, com a norma induzida pelo produto interno.

Dizemos que E é um espaço de Hilbert.

Definição 2.1.4. Seja E um espaço normado com norma ‖ · ‖E. Denotamos por E ′ o dual

topológico de E, que é o conjunto de todos os funcionais lineares e cont́ınuos definidos em E.

Define-se em E ′ a norma

‖f‖E′ = sup{| 〈f, x〉 |;x ∈ E e ‖x‖E 6 1},

com a norma ‖ · ‖E′, temos que E ′ é um espaço de Banach.

Definição 2.1.5. Sejam (xn)n∈N ⊂ E, (fn)n∈N ⊂ E ′, x ∈ E e f ∈ E ′. Dizemos que,
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(i) (xn)n∈N converge forte para x, denotado por xn → x, quando ‖xn − x‖E → 0;

(ii) (xn)n∈N converge fraco para x, denotado por xn ⇀ x, quando

〈f, xn〉 → 〈f, x〉 , ∀ f ∈ E ′;

(iii) (fn)n∈N converge fraco estrela para f , denotado por fn ⇀
∗ f , quando

〈fn, x〉 → 〈f, x〉 , ∀ x ∈ E.

Proposição 2.1.6. Sejam (xn)n∈N ⊂ E, (fn)n∈N ⊂ E ′, x ∈ E e f ∈ E ′.

(i) xn → x em E ⇒ xn ⇀ x em E;

(ii) xn ⇀ x em E ⇒ ‖xn‖E <∞ e ‖x‖E 6 lim inf
n−→∞

‖xn‖E;

(iii) xn ⇀ x em E e fn → f em E ′ ⇒ 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉 ;

(iv) fn ⇀ f em E ′ ⇒ fn ⇀
∗ f em E ′;

(v) fn ⇀
∗ f em E ′ e xn → x em E ⇒ 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉 ;

(vi) E é espaço de Hilbert ⇒ xn → x⇔ xn ⇀ x em E e ‖xn‖E → ‖x‖E.

Definição 2.1.7. Dizemos que um espaço normado E é separável, se existe um subcojunto

numerável e denso em E.

Teorema 2.1.8. Toda sequência limitada de funcionais lineares e cont́ınuas definidos sobre

um espaço normado separável, possui uma subsequência que converge fraco estrela.

Definição 2.1.9. Seja E um espaço de Banach, dizemos que E é um espaço reflexivo quando

a aplicação T : E → E ′′ é sobrejetiva, onde E ′′ = {f : E ′ → R; f é linear e cont́ınua} com

‖f‖E′′ = sup
g∈E′,‖g‖E′′61

{f(g)}.

Teorema 2.1.10. E é um espaço reflexivo se, e somente se, toda sequência limitada possui

uma subsequência convergindo fraco.

Proposição 2.1.11. O dual de um espaço de Hilbert é também um espaço de Hilbert.
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Corolário 2.1.12. Os espaços de Hilbert são reflexivos.

Definição 2.1.13. Sejam (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ · ‖Y ) espaços vetoriais normados onde X ⊂ Y .

Dizemos que X está continuamente inverso em Y , e denotamos por X ↪→ Y , se existe uma

constante C > 0 tal que

‖x‖Y 6 C‖x‖X , ∀ x ∈ X.

Dizemos que X está compactamente imerso em Y , e denotamos por X ↪→c Y , se

(i) X ↪→ Y ;

(ii) Toda sequência limitada de Z ⊂ X, tem uma subsequência que é de Cauchy em ‖ · ‖Y .

Definição 2.1.14. Seja 1 6 p 6∞ e (Ω,Σ, µ) um espaço de medida. Denotamos por Lp(Ω)

o conjunto de todas as funções f : Ω→ R mensuráveis segundo Lesbergue, tais que

‖f‖Lp(Ω) =


(∫

Ω

|f(x)|pdµ
) 1

p

<∞ , se 1 6 p <∞,

sup
x∈Ω
ess {|f(x)|} , se p =∞.

Definição 2.1.15. Uma sequência (fn)n∈N ⊂ Lp converge para f ∈ Lp, quando:

∀ ε > 0,∃ n0 ∈ N;n > n0 ⇒ ‖fn − f‖Lp < ε.

Além disso, (fn)n∈N ⊂ Lp é dita de Cauchy quando:

∀ ε > 0,∃ n0 ∈ N;m,n > n0 ⇒ ‖fm − fn‖Lp < ε.

Teorema 2.1.16. Seja (fn)n∈N ⊂ Lp na qual converge para a função mensurável f . Se existe

g ∈ Lp tal que |fn(x)| 6 g(x), x ∈ Ω e n ∈ N, então f ∈ Lp e fn → f em Lp.

Teorema 2.1.17. Sejam (Ω1,Σ1, µ1) e (Ω2,Σ2, µ2) espaços de medida σ-finita, µ3 a medida

produto em Σ3 = Σ1 × Σ2. Se F : Ω3 → R, com Ω3 ∈ Σ3, é integrável com respeito a π,

então as funções definidas em quase todo ponto por

f(x) =

∫
Ω2

F xµ2 e g(y) =

∫
Ω1

F ydµ1,

tem integrais finitas e segue que∫
Ω1

(∫
Ω2

F dµ2

)
dµ1 =

∫
Ω3

F dµ3 =

∫
Ω2

(∫
Ω1

F dµ1

)
dµ2.
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Definição 2.1.18. Uma sequência (un)n∈N é fracamente convergente para u ∈ Lp(Ω) se, e

somente se, ∫
Ω

unv dx→
∫

Ω

uv dx, ∀ v ∈ Lq(Ω),

onde 1
p

+ 1
q

= 1.

Teorema 2.1.19. Toda sequência limitada em Lp(Ω) com p > 1, possui uma subsequência

que converge fraco em Lp(Ω).

Teorema 2.1.20. Se (un)n∈N converge forte para u em Lp e (vn)n∈N ∈ N converge fraco para

v em Lq com
1

p
+

1

q
= 1. Então teremos que

lim
n→∞

∫
Ω

unvn dx =

∫
Ω

uv dx.

Teorema 2.1.21. Seja Ω um aberto limitado. Suponha que f seja cont́ınua e (un)n∈N satis-

fazendo:

un → u q.t.p. em Ω,

f(un) limitado em Lp(Ω) para p > 1.

Então existe uma subsequência de (un)n∈N tal que

f(un)→ f(u) fraco em Lp(Ω).

Corolário 2.1.22. Seja Ω um aberto limitado. Suponha que (un)n∈N é uma sequência limi-

tada em LP (Ω) que converge quase sempre para u em Ω. Então,

un → u forte em Lr(Ω),

para todo r tal que 1 < r < p.

Teorema 2.1.23. Lp é um espaço de Banach para 1 6 p 6 ∞. Em particular L2 munido

do produto interno

(u, v) :=

∫
Ω

uv dx,

é um espaço de Hilbert.

Definição 2.1.24. Seja f : Ω→ R uma função cont́ınua. O conjunto supp f = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}

é chamado o suporte de f . Se Ω for compacto, chamaremos de suporte compacto de f .
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Definição 2.1.25. Seja Ω um conjunto aberto. Denote,

(a) C(Ω) o espaço das funções cont́ınuas em Ω;

(b) Ck(Ω) o espaço das funções k vezes continuamente diferenciável em Ω;

(c) C0(Ω) o espaço das funções cont́ınuas em Ω, com suporte compacto, ou seja, ∃ A ⊂ Ω

compacto tal que f ≡ 0 em Ω\A;

(d) C
k(Ω)
0 = Ck(Ω) ∩ C0(Ω);

(e) C∞(Ω) =
⋂
k∈N

Ck(Ω);

(f) C∞0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω).

Teorema 2.1.26. Para todo conjunto aberto Ω ⊂ Rn temos que o conjunto C∞0 (Ω) é denso

em Lp(Ω), para 1 6 p <∞.

Observação. O Teorema 2.1.26 é muito útil para mostrar desigualdades para funções

integráveis. De fato, pois basta mostrar que a desigualdade é válida para funções cont́ınuas e

diferenciáveis com suporte compacto e que, pela densidade, tais funções podem ser estendidas

para funções integrais.

Definição 2.1.27. Seja Ω ⊂ Rn um aberto e 1 6 p 6∞. Dizemos que f ∈ Lploc(Ω), quando

∀ A ⊂ Ω compacto, fχA ∈ Lp(Ω).

Teorema 2.1.28. (Representação de Riez) Seja Ω um aberto de Rn e T um operador

linear e limitado definido sobre Lp(Ω). Então existe uma função ω ∈ Lq(Ω), onde
1

p
+

1

q
= 1,

satisfazendo

T (v) =

∫
Ω

ω(x)v(x)dx, ∀ v ∈ Lp(Ω).

2.2 Distribuições

As definições e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstrações, po-

dem ser encontradas em [8, 18] e, portanto, suas provas serão omitidas.
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Definição 2.2.1. Denotaremos o operador derivação por

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . . ∂αnxn

,

onde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn e |α| = α1 + . . .+ αn.

Definição 2.2.2. Chamamos de fórmula de Leibniz a expressão dada por

Dα(uv) =
∑
β6α

α!

β!(α− β)!
(Dβu)(Dα−βv),

onde u e v são funções reais com um número suficiente de derivadas, α! = α1! . . . αn! e β 6 α

se βi 6 αi para i = 1, . . . , n.

Definição 2.2.3. Considere a seguinte noção de convergência: Dado (ϕn)n∈N ⊂ C∞0 (Ω) e

ϕ ∈ C∞0 (Ω), dizemos que ϕn → ϕ quando:

(i) ∃ K ⊂ Ω compacto, tal que supp ϕn ⊂ K, ∀ n ∈ N;

(ii) ∀ α ∈ Nn, Dαϕn(x)→ Dαϕ(x) uniformemente em Ω.

O espaço C∞0 (Ω), munido da noção de convergência acima, é dito espaço das funções testes

em Ω, e denotado por D(Ω).

Definição 2.2.4. Toda forma linear T em D(Ω) que é cont́ınua no sentido da convergência

em D(Ω), definida anteriormente, é dita uma distribuição sobre Ω. Denota-se por D′(Ω) o

espaço vetorial de todas as distribuições.

Definição 2.2.5. Seja (Tn)n∈N ⊂ D′(Ω) e T ∈ D′(Ω). Dizemos que Tn → T em D′(Ω) se

〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 , ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Lema 2.2.6. Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu dado por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω),

é uma distribuição sobre Ω. Por simplificação da notação, algumas vezes, diz-se “a distri-

buição u”ao invés da distribuição Tu. Além disso,

un → u em L1
loc(Ω)⇒ un → u em D′(Ω),

assim, podemos escrever,

L1
loc(Ω) ↪→ D′(Ω).
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Definição 2.2.7. A derivada de ordem α de T é dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Além disso, DαT ∈ D′(Ω), assim uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivadas de todas as

ordens no sentido das distribuições.

2.3 Espaços de Sobolev

As definições e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstrações, po-

dem ser encontradas em [5, 8] e, portanto, suas provas serão omitidas.

Definição 2.3.1. Seja Ω um aberto do Rn, 1 6 p < +∞ e m ∈ N. Representa-se por

Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas as funções u ∈ Lp(Ω), tais que para todo |α| 6 m,Dαu ∈

Lp(Ω), sendo que Dαu é a derivada no sentido das distribuições.

Observação. Sabemos que se u ∈ Lp(Ω) então u possui derivadas de todas as ordens

no sentido das distribuições, porém não necessariamente Dαu será uma distribuição definida

por alguma função em Lp(Ω), logo faz-se sentido a definição 2.3.1.

Definição 2.3.2. Dado u ∈ Wm,p(Ω) defina

‖u‖Wm,p =

∑
|α|6m

∫
Ω

|Dαu|pdx

 1
p

.

Assim, ‖ · ‖Wm,p é uma norma. O espaço normado (Wm,p(Ω), ‖ · ‖Wm,p) é denominado espaço

de Sobolev. Em particular, temos que Wm,2(Ω) := Hm(Ω).

Proposição 2.3.3. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Corolário 2.3.4. Os espaços Hm(Ω) são espaços de Hilbert.

Definição 2.3.5. C∞0 (Ω) := Wm,p
0 (Ω).

Observação. C∞0 (Ω) não é necessariamente denso em Wm,p(Ω), apesar de C∞0 (Ω) ser

denso em Lp(Ω).
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Proposição 2.3.6. Se Wm,p
0 (Ω) = Wm,p(Ω), então Rn\Ω possui medida de Lebesgue nula.

Teorema 2.3.7. D(Rn) é denso no Wm,p(Rn).

Definição 2.3.8. Sejam 1 6 p < +∞ e q > 1 tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Representa-se por

W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), bem como, H−m(Ω) o dual topológico de Hm

0 (Ω).

Teorema 2.3.9. (Teorema de Imersão) Sejam 1 6 p <∞, m > 1 e Ω ⊂ Rn um subconjunto

aberto, limitado com fronteira regular, para

Wm,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| 6 m},

temos as seguintes imersões cont́ınuas:

(i) Se
1

p
− m

n
> 0, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde

1

q
=

1

p
− m

n
;

(ii) Se
1

p
− m

n
= 0, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde q ∈ [ p,+∞ ) ;

(iii) Se
1

p
− m

n
< 0, então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Teorema 2.3.10. (Teorema de Imersão) Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe Cm e

1 6 p 6∞. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) Se n > mp, então Wm,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), 1 6 q 6
np

n−mp
;

(ii) Se n = mp, então Wm,p(Ω) ↪→c Lq(Ω), 1 6 q < +∞;

(iii) Se n < mp, então Wm,p(Ω) ↪→c Ck(Ω), k < m − n

p
6 k + 1 onde k é um inteiro

não-negativo.

Definição 2.3.11. A transformada de Fourier de f , denotada por f̂ , é uma função definida

sobre o Rn pela fórmula:

f̂(λ) =

∫
Rn
e−2πi〈x,λ〉 · f(x)dx,

onde i =
√
−1 e 〈x, λ〉 =

n∑
j=i

xjλj é o produto interno usual em Rn.
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Definição 2.3.12. O espaço de Schwartz ou espaço das funções rapidamente decrescentes,

que denotamos por S, é o subespaço vetorial formado pelas funções ϕ ∈ C∞(Rn) tais que:

lim
‖x‖−→∞

‖x‖k ·Dαϕ(x) = 0,

quaisquer que sejam k ∈ N e α ∈ Nn.

Definição 2.3.13. Uma distribuição temperada (ou lentamente crescente) é um funcional

linear cont́ınuo T definido sobre S. O espaço vetorial dos funcionais lineares e cont́ınuos

sobre S é denotado por S ′.

Definição 2.3.14. O conjunto

Hm(Rn) = {u ∈ L2(Rn);Dαu ∈ L2(Rn), ∀ α ∈ Nn, |α| 6 m},

é um espaço de Hilbert munido com o seguinte produto interno,

(u, v)Hm(Rn) =
∑
|α|6m

∫
Rn
Dαu ·Dαv dx =

∑
|α|6m

(Dαu,Dαv)L2(Rn).

Considere o seguinte espaço,

{u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)
m
2 · û ∈ L2(Rn)},

onde û designa a transformada de Fourier da u, com produto interno,

((u, v)) =

∫
Rn

(1 + ‖x‖2)m · û(x) · v̂(x) dx =
(
(1 + ‖x‖2)

m
2 û, (1 + ‖x‖2)

m
2 v̂
)
L2(Rn)

.

Assim, a seguinte proposição se verifica.

Proposição 2.3.15. Para todo m ∈ N, temos que

Hm(Rn) = {u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)
m
2 û ∈ L2(Rn)}.

Definição 2.3.16. Para s ∈ R e s > 0 definimos

Hs(Rn) = {u ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)
s
2 û ∈ L2(Rn)},

munido do produto interno

(u, v)Hs(Rn) =

∫
Rn

(1 + ‖x‖2)sû(x) · v̂(x) dx.
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Proposição 2.3.17. Para todo s > 0,

(i) Hs(Rn) ↪→ L2(Rn);

(ii) Hs(Rn) é um espaço de Hilbert;

(iii) S(Rn) tem uma imersão cont́ınua e densa em Hs(Rn);

(iv) D(Rn) tem uma imersão cont́ınua e densa em Hs(Rn).

Definição 2.3.18. Para todo s ∈ R, s > 0, denotaremos o dual topológico de Hs(Rn) por

H−s(Rn).

Proposição 2.3.19. As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) H−s(Rn) = {f ∈ S ′(Rn); (1 + ‖x‖2)
−s
2 · f̂ ∈ L2(Rn)};

(ii) ‖f‖H−s(Rn) =

(∫
Rn

(1 + ‖x‖2)−s · |f̂(x)|2 dx
) 1

2

, ∀ f ∈ H−s(Rn).

Definição 2.3.20. Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira bem regular, ou o semi-

espaço Rn
+. Consideremos a aplicação:

rΩ : L2(Rn)→ L2(Ω) por u 7→ rΩu = u |Ω .

Segue que rΩ é uma aplicação linear e cont́ınua e é dita a restrição de u a Ω.

Definição 2.3.21. Para todo α ∈ Nn, tem-se que

Dα(rΩu) = rΩ(Dαu) .

Assim, para todo m ∈ N a aplicação

rΩ : Hm(Rn)→ Hm(Ω) é cont́ınua.

Neste caso, definiremos,

Hm(Ω) = {rΩu;u ∈ Hm(Rn)}.

Consequentemente, para s > 0, podemos definir

Hs(Ω) = {rΩu;u ∈ Hs(Rn)}.

Analogamente, temos que Hs(Ω) ↪→ L2(Ω).
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Proposição 2.3.22. Para todo s > 0 e 0 6 s1 6 s2 com s, s1, s2 ∈ R, Hs(Ω) munido da

norma,

‖u‖Hs(Ω) := inf{‖ω‖Hs(Rn); rΩω = u},

satisfaz as seguintes afirmativas:

(i) Hs(Ω) é um espaço de Hilbert;

(ii) D(Ω) é denso em Hs(Ω);

(iii) 0 6 s1 6 s2 ⇒ Hs2(Ω) ↪→ Hs1(Ω).

2.4 Interpolação de espaços de Sobolev

As definições e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstrações, po-

dem ser encontradas em [1, 16] e, portanto, suas provas serão omitidas.

Sejam X e Y dois espaços de Hilbert separáveis, com imersão cont́ınua e densa, X ↪→ Y .

Sejam ( , )X e ( , )Y os produtos internos de X e Y , respectivamente.

Seja S um operador auto-adjunto, estritamente positivo. Indicaremos por D(S), o con-

junto de todas as funções u definidas em X, tal que a aplicação v → (u, v)X , v ∈ X é

cont́ınua na topologia induzida por Y . Então, (u, v)X = (Su, v)Y define S, como sendo um

operador ilimitado em Y com domı́nio D(S), denso em Y .

Usando a decomposição espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir Sθ, θ ∈ R.

Em particular usaremos A = S
1
2 .

O operador A é auto-adjunto, positivo definido em Y , com D(A) = X e

(u, v)X = (Au,Av)Y , ∀ u, v ∈ X.

Definição 2.4.1. Com as hipóteses anteriores, definimos o espaço intermediário

[X, Y ]θ = D(A1−θ) (domı́nio de A1−θ), 0 6 θ 6 1,

com norma

‖u‖[X,Y ]θ = (‖u‖2
Y + ‖A1−θu‖2

Y )
1
2 .
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Observação:

1. X ↪→ [X, Y ]θ ↪→ Y .

2. ‖u‖[X,Y ]θ 6 ‖u‖
1−θ
X ‖u‖θY .

3. Se 0 < θ0 < θ1 < 1 então [X, Y ]θ0 ↪→ [X, Y ]θ1 .

4. [[X, Y ]θ0 , [X, Y ]θ1 ]θ = [X, Y ](1−θ)θ0+θθ1 .

Teorema 2.4.2. Sejam Ω um subconjunto bem regular de Rn e s > 1
2
. Então,

Hs
0(Ω) =

{
u| u ∈ Hs(Ω),

∂ju

∂ηj
= 0, 0 6 j < s− 1

2

}
.

Teorema 2.4.3. Sejam Ω um subconjunto bem regular de Rn, s1 > s2 > 0, s1 e s2 6= k + 1
2
,

k ∈ Z. Se s = (1− θ)s1 + θs2 6= k + 1
2
, então

[Hs1
0 (Ω), Hs2

0 (Ω)]θ = Hs
0(Ω)

e

[Hm
0 (Ω), H0(Ω)]θ = Hs

0(Ω), com s = (1− θ)m 6= k +
1

2
,

com normas equivalentes.

Proposição 2.4.4. Seja u ∈ X. Logo existe c̃ > 0, tal que

‖u‖[X,Y ]θ 6 c̃‖u‖1−θ
X ‖u‖

θ
Y .

Teorema 2.4.5. Sejam Ω um subconjunto limitado de Rn com fronteira bem regular e s1 e

s2 > 0, s2 6= k + 1
2
, k ∈ Z. Se s = (1− θ)s1 − θs2 6= k + 1

2
, então

[Hs1(Ω), H−s2(Ω)]θ = Hs(Ω)

e

Hs(Ω) = [Hm(Ω), H0(Ω)]θ, com s = (1− θ)m 6= k +
1

2
,

com normas equivalentes.

Teorema 2.4.6. Seja Ω um subconjunto limitado de Rn com fronteira bem regular. Então,

[Hs1(Ω), Hs2(Ω)]θ = H(1−θ)s1−θs2(Ω), ∀s1, s2 > 0.

Definição 2.4.7. Dizemos que os espaços topológicos normados X, Y são compat́ıveis se

existe um espaço topológico separável U , tal que X e Y são subespaços de U .
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2.5 Distribuições vetoriais

As definições e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstrações, po-

dem ser encontradas em [26, 32] e, portanto, suas provas serão omitidas.

Definição 2.5.1. Sejam a, b ∈ R e X um espaço de Banach com norma ‖ · ‖X . Dizemos que

a função F : (a, b)→ X é mensurável quando,

(i) A imagem de (a, b) por F é separável quase sempre. Isto é, ∃ A de medida nula tal que

F ((a, b)\A) é separável;

(ii) F é fracamente mensurável. Isto é, ∀ ω ∈ X ′, a função s 7→ 〈F (s), ω〉 é mensurável.

Além disso, segue que, F é integrável quando:∫ b

a

‖F (s)‖Xds <∞.
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Definição 2.5.2. Consideremos os seguintes espaços:

(i) Lp(a, b;X) = {u : (a, b)→ X mensurável; ‖u‖X ∈ Lp(a, b)} onde 1 6 p < +∞, munido

da norma,

‖u‖Lp(a,b;X) =

{∫ b

a

‖u‖pX ds

} 1
p

;

(ii) L∞(a, b;X) = {u : (a, b)→ X mensurável e limitada q.s. em (a, b)} munido da norma,

‖u‖L∞(a,b;X) = sup
a6s6b

ess‖u(s)‖X = inf
s∈(a,b)

{C > 0; ‖u‖X 6 C, q.s.};

(iii) C(a, b;X) = {u : (a, b)→ X cont́ınua} munido da norma,

‖u‖C(a,b;X) = max
s∈(a,b)

‖u(s)‖X ;

(iv) Cm(a, b;X) = {u : (a, b) → X com derivadas cont́ınuas até a ordem m} munido da

norma,

‖u‖Cm(a,b;X) =
m∑
i=0

max
s∈(a,b)

‖ui(s)‖X ;

(v) Cω([a, b];X) = {u : (a, b) → X fracamente cont́ınua, ou seja, t 7→ 〈ϕ, u(t)〉 é cont́ınua

para todo ϕ ∈ X ′}.

Proposição 2.5.3. Sejam m ∈ N, 1 6 p < +∞, X e Y espaços de Banach sobre R. Então:

(i) Cm(a, b;X) é um espaço de Banach;

(ii) Lp(a, b;X) e L∞(a, b;X) são espaços de Banach;

(iii) C(a, b;X) é denso em Lp(a, b;X) e a imersão C(a, b;X) ↪→ Lp(a, b;X) é cont́ınua;

(iv) Se X é espaço de Hilbert, L2(a, b;X) também será;

(v) Lp(a, b;X) é separável se X for separável;

(vi) X ↪→ Y ⇒ Lr(a, b;X) ↪→ Lq(a, b;Y ), 1 6 q 6 r 6 +∞;

(vii) X é reflexivo e X ↪→ Y então Cω([a, b];X) = Cω([a, b];Y ) ∩ L∞(0, T ;X).
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Definição 2.5.4. Denotaremos por D(a, b,X) o espaço das funções infinitamente diferenciáveis

com suporte compacto contido em (a, b) e a valores em X. Denotaremos também por D′(a, b;X)

o espaço das distribuições vetoriais em (a, b) e a valores em X. Além disso, sendo T ∈

D′(a, b;X) a derivada de ordem n de T é definida por〈
dnT

dsn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
T,
dnϕ

dsn

〉
, ∀ ϕ ∈ D(a, b).

Consideremos o espaço

Wm,p(a, b;X) = {u ∈ Lp(a, b;X);u(j) ∈ Lp(a, b;X), j = 1, . . . ,m},

onde u(j) é a j-ésima derivada no sentido das distribuições, munido da norma

‖u‖Wm,p(a,b;X) =

{
m∑
j=0

‖u(j)‖pLp(a,b;X)

} 1
p

.

Para p = 2, considere o espaço Hm(a, b;X) munido do produto interno

(u, v)Hm(a,b;X) =
m∑
j=0

(u(j), v(j))L2(a,b;X).

Proposição 2.5.5. São válidas as seguintes afirmações:

(i) Wm,p(a, b;X) é um espaço de Banach;

(ii) Se X é um espaço de Hilbert então Hm(a, b;X) também será;

(iii) C∞0 (a, b;X) é denso em Lp(a, b;X), para p <∞.

Teorema 2.5.6. Sejam T > 0, 1 < p0 <∞, 1 < p1 <∞, e B0, B,B1 espaços de Banach tal

que a imersão B0 ↪→ B é compacta e a imersão B ↪→ B1 é cont́ınua. Defina o espaço

V = {v; v ∈ Lp0(0, T ;B0) e vt ∈ Lp1(0, T ;B1)},

munido da norma

‖v‖V = ‖v‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖vt‖Lp1 (0,T ;B1),

então V é um espaço de Banach. Além disso,

(i) ∀ γ > 0,∃ uma constante C(γ) > 0; ‖v‖B 6 γ · ‖v‖B0 + C(γ) · ‖v‖B1 ;

(ii) A imersão V ↪→ Lp0(0, T ;B) é compacta.
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Teorema 2.5.7. Sejam −1 6 α < β 6 1 e (un)n∈N uma sequência de funções tal que

un → u fraco* em L∞(0, T ;Hβ(Ω));

u′n → u′ fraco em L∞(0, T ;Hα(Ω)).

Então para todo r 6 β teremos que

un → u forte em C(0, T ;Hr(Ω)).

2.6 Desigualdades importantes

As demonstrações das desigualdades abaixo, podem ser encontradas em [5, 7, 11, 13] e,

portanto, suas provas serão omitidas.

Lema 2.6.1. (Desigualdade de Young) Sejam a, b constantes positivas e p, q tais que

1
p

+ 1
q

= 1, então

ab 6
ap

p
+
bq

q
.

Lema 2.6.2. (Desigualdade de Holder) Sejam f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω), 1 6 p 6 ∞ e

1
p

+ 1
q

= 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1(Ω) 6 ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Lema 2.6.3. (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 6 p 6∞ e f, g ∈ Lp(Ω), então

‖f + g‖Lp(Ω) 6 ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Lema 2.6.4. (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Seja Ω ⊂ Rn aberto limitado. Se

u ∈ H1
0 (Ω) então existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖2
L2(Ω) 6 C‖∇u‖2

L2(Ω).

Lema 2.6.5. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejam q, r ∈ [ 1,+∞ ) e j,m ∈

N ∪ {0}, 0 6 j 6 m. Então ∀ θ ∈
[
j
m
, 1
]

e 1
p

= j + θ
(

1
q
−m

)
+ (1− θ)1

r
,

‖f (j)‖Lp 6 C(j,m, q, r, θ)‖f (m)‖θLq‖f‖1−θ
Lr ,
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onde C(j,m, q, r, θ) é uma constante. Em particular se j = 0,m = 1, q = r = 2 e θ = 1
2

temos que

‖f‖L∞ 6 C‖f‖
1
2

L2‖f ′‖
1
2

L2 .

Lema 2.6.6. (Interpolação dos espaços Lp(Ω)) Sejam 1 6 p < q < r 6 ∞ e Ω ⊂ Rn

aberto. Então,

(i) Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω) + Lr(Ω);

(ii) LP (Ω) ∩ Lr(Ω) ⊂ Lq(Ω), e, ‖f‖Lq 6 ‖f‖γLp‖f‖
1−γ
Lr onde γ ∈ (0, 1) e 1

q
= γ

p
+ (1−γ)

r
;

(iii) Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) e ‖f‖Lq 6 ‖f‖Lp .

Lema 2.6.7. (Desigualdade integral de Gronwall) Seja u : [a, b]→ R+ cont́ınua e não

negativa satisfazendo

u(t) 6 C +

∫ t

a

B(s)u(s) ds, ∀ t ∈ [a, b],

onde C > 0 é constante e B : [a, b]→ R+ é cont́ınua e não negativa. Então temos que,

u(t) 6 Ce
∫ t
a B(s) ds, ∀ t ∈ [a, b].

2.7 Semigrupos de operadores lineares

As definições e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstrações, po-

dem ser encontradas em [7, 13, 25] e, portanto, suas provas serão omitidas.

Definição 2.7.1. Seja X um espaço de Hilbert. Dado A : D(A) ⊂ X → X uma aplicação

linear definido no domı́nio D(A). Diremos que A é densamente definido se D(A) for denso

em X.

Definição 2.7.2. O adjunto A∗ de A é um operador linear A∗ : D(A∗) ⊂ X → X que

satisfaz

(i) F : D(A) ⊂ X → C, x 7→ F (x) = 〈Ax, y〉 é cont́ınuo, ∀ y ∈ D(A∗), ou seja, ∃ C(y) > 0

constante tal que

| 〈Ax, y〉 | 6 C‖x‖, ∀ x ∈ D(A);
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(ii) ∀ y ∈ D(A∗), A∗y é o único elemento de X tal que

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 , ∀ x ∈ D(A).

Definição 2.7.3. O operador A é fechado se A∗∗ = A.

Definição 2.7.4. O operador A é dissipativo se a parte real Re 〈Ax, x〉 6 0, ∀ x ∈ D(A).

Definição 2.7.5. Seja L(X;X) a álgebra dos operadores lineares limitados de X. Dizemos

que uma aplicação S : [ 0,+∞ )→ L(X;X) é um semigrupo de operadores lineares limitados

de X se,

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X;X);

2. S(t+ s) = S(t)S(s), ∀ t, s ∈ R+;

Diz-se que o semigrupo é de classe C0 se,

3. lim
t→0+
‖(S(t)− I)x‖ = 0, ∀ x ∈ X.

Proposição 2.7.6. Se S é um semigrupo de classe C0, então

1. ‖S(t)‖L(X;X) é uma função limitada em todo intervalo limitado [0,T];

2. S é fortemente continuo em R+, isto é, se t ∈ R+ então lims→t S(s)x = S(t)x, ∀ x ∈ X.

Teorema 2.7.7. Seja S(t), t ∈ [ 0,+∞ ), um semigrupo fortemente cont́ınuo e operadores

lineares cont́ınuos em X. Então, ∃ C > 0 e λ ∈ R tal que

‖S(t)‖L(H;H) 6 C · eλt, ∀ t ∈ [ 0,+∞ ) .

Definição 2.7.8. O operador A : D(A)→ X definido por

D(A) =

{
x ∈ X : lim

h→0+

S(h)− I
h

x existe

}
e

A(x) = lim
h→0+

S(h)− I
h

x, ∀ x ∈ D(A)

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.
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Proposição 2.7.9. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo S.

Então, para todo x ∈ X,

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

S(s)x ds = S(s)x e
d

dt
[S(t)x] = AS(t)x = S(t)Ax.

Definição 2.7.10. Seja A um operador linear de X. O conjunto dos λ ∈ C para os quais

o operador linear λI − A é inverśıvel, seu inverso é limitado e tem domı́nio denso em X, é

dito conjunto resolvente de A e é representado por ρ(A).

Teorema 2.7.11 (Lumer-Phillips). Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de

contração de classe C0, então

1. A é dissipativo;

2. R(λI − A) = X, λ > 0.

Reciprocamente, se

1. D(A) é denso em X;

2. A é dissipativo;

3. R(λ0 − A) = X, para algum λ0 > 0,

então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0.

Corolário 2.7.12. Seja A um operador linear fechado, densamente definido tal que D(A)

e R(A) estão ambos em X. Se A e seu operador adjunto A∗ são ambos dissipativos, então

A é o gerador infinitesimal do semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações de classe C0

associado ao operador A.

Considere o seguinte problema de Cauchy abstrato, não linear,

(i)


du

dt
= Au+ f(t, u(t))

u(t0) = u0
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onde A é um gerador infinitesimal de um semigrupo S(t), de classe C0, t > 0, com domı́nio

em X e f : [t0, T ]×X → X é cont́ınua em t satisfazendo a condição de Lipschitz em u.

Definição 2.7.13. Dizemos que u é solução clássica do problema, se

u ∈ C0([ 0,+∞ ) ;D(A)) ∩ C1([ 0,+∞ ) ;X),

e satisfaz (i). Caso a função u ∈ C([0, T ];X), seja dada por

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s))ds,

será chamada uma solução generalizada de (i). Note ainda que mesmo para f ≡ 0, u = S(t)u0

será uma solução generalizada do caso linear.

Teorema 2.7.14. Seja A for gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente cont́ınuo.

Então,

∀ u0 ∈ D(A), ∀ T ∈ [ t0,+∞ ) e ∀ f ∈ C1([t0, T ];X),

o problema de valor inicial (i) possui uma única solução

u ∈ C1([ t0,+∞ ) ;X) ∩ C0([ t0,+∞ ) ;D(A)),

e tem-se

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s))ds, ∀ t ∈ [0, T ].

Teorema 2.7.15. Para cada T > 0 e u(t) ∈ X, com t ∈ [0, T ], o problema de valor inicial

(i) possui uma única solução fraca em [0, T ] se, e somente se, A for gerador infinitesimal de

um semigrupo fortemente cont́ınuo {S(t)}t>0.

Teorema 2.7.16. Seja f : [t0,∞)×X → X cont́ınua em t para t > 0, localmente Lipschitz

em u e uniformemente cont́ınua em t em intervalos limitados. Se A é um gerador infini-

tesimal de um semigrupo S(t), t > 0 de classe C0, em X, então para todo u0 ∈ X existe

tmax 6 ∞ tal que o problema de valor inicial (i) possui uma única solução u ∈ [0, tmax ).

Além disso, se tmax <∞ então

lim
t→tmax

‖u(t)‖X =∞.
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2.8 Tópicos adicionais essenciais

As definições e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstrações, po-

dem ser encontradas em [5, 9, 31, 32] e, portanto, suas provas serão omitidas.

Definição 2.8.1. Sejam X e Y espaços de Banach. Uma aplicação ϕ : X → Y é uma

contração se, existe uma constante 0 < α < 1 tal que

d(ϕ(x), ϕ(y)) 6 αd(x, y).

Teorema 2.8.2. (Teorema do ponto fixo de Banach) Sejam X um espaço de Banach

e ϕ : X → X uma contração. Então, existe um único ponto x ∈ X tal que ϕ(x) = x.

Teorema 2.8.3. (Teorema de Ergoroff) Seja Ω ⊂ Rn aberto. Se (fn)n∈N ⊂ Lp(Ω), com

1 < p <∞, tal que fn → f e fn(x)→ g(x) quase sempre, quando n→∞, então f(x) = g(x)

quase sempre.

Teorema 2.8.4. Se V é um espaço de Banach e g ∈ Lp(0, T ;V ), com 1 6 p 6 ∞, então

para algum h > 0 a função

g[h](x, t) =
1

h

∫ t+h

t

g(x, s)ds,

satisfaz

(i) g[h] ∈ W 1,p(0, T − h;V );

(ii) ‖g[h]‖Lp(0,T−h;V ) 6 ‖g‖Lp(0,T ;V );

(iii) g[h] → g em Lp(0, T ′;V ) quando h→ 0, p <∞ e T ′ < T.

Lema 2.8.5. Sejam X e Y espaços de Banach tal que X ⊂ Y é uma imersão cont́ınua. Se a

função ϕ ∈ L∞(0, T ;X) e é fracamente cont́ınua com valores em Y , então ϕ será fracamente

cont́ınua com valores em X.

Definição 2.8.6. Um conjunto K de um espaço de Banach B é compacto se para toda famı́lia

de abertos que cobrem K existe uma sub-famı́lia finita cobrindo K. Assim, um conjunto é

relativamente compacto se o seu fecho for compacto.
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Lema 2.8.7. Um conjunto F de C(0, T ;B) é relativamente compacto se, e somente se,

(i) F (t) = {f(t); f ∈ F} é relativamente compacto em B, ∀ t ∈ [0, T ];

(ii) F é uniformemente equicont́ınuo, isto é,

∀ ε > 0,∃ δ > 0; |t2 − t1| < δ ⇒ ‖f(t2)− f(t1)‖ < ε, ∀ f ∈ F, 0 6 t1 6 t2 6 T.

Lema 2.8.8. Sejam X,B e Y espaçoes de Banach, onde X ⊂ B ⊂ Y com imersão compacta

X ↪→ B.

(i) Se F é limitado em Lp(0, T ;X), 1 6 p < ∞, e ∂tF limitado em L1(0, T ;Y ). Então F

é relativamente compacto em Lp(0, T ;B);

(ii) Se F é limitado em L∞(0, T ;X) e ∂tF é limitado em Lr(0, T ;Y ) onde r > 1. Então,

F é relativamente compacto em C(0, T ;B).

Teorema 2.8.9. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espaço de Banach. Então,

B′E = {f ∈ E ′; ‖f‖ 6 1} é compacto pela topologia fraca∗ δ(E ′, E).
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3 BOA COLOCAÇÃO

Neste caṕıtulo mostraremos a existência, unicidade e dependência cont́ınua dos dados

iniciais da solução para o sistema (1)–(3), tanto no caso linear, quanto no caso não-linear.

Para isso, introduziremos o espaço de Hilbert

X = [L2(0, L)]2,

munido do produto interno

((u, v), (ϕ, ψ))X =
b2

b1

∫ L

0

uϕ dx+

∫ L

0

vψ dx.

3.1 Caso linear

Nesta seção vamos considerar o sistema (1)–(3) quando a1 = a2 = a(s) = b(x) = 0, para

todo s ∈ R e x ∈ (0, L). Defina o seguinte operador linear A : D(A) ⊂ X → X com

A(u, v) :=

 −uxxx − a3vxxx

− r

b1

vx −
b2a3

b1

uxxx −
1

b1

vxxx

 ,∀ (u, v) ∈ D(A),

onde,

D(A) := {(u, v) ∈ [H3(0, L)]2;u(0, t) = v(0, t) = u(L, t) = v(L, t) = ux(L, t) = vx(L, t) = 0},

para t ∈ (0, T ).

Note que, definindo U := (u, v) ∈ X podemos reescrever o sistema (1)–(3), utilizando as

hipóteses iniciais, da forma:
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Ut = A(U), em (0, L)× (0, T ),

U(0, t) = U(L, t) = Ux(L, t) = 0, em (0, T ),

U(x, 0) = U0(x), em (0, L).

(8)

Além disso, dados (u, v), (ϕ, γ) ∈ [H3(0, L)]2, por integração por partes e pelas condições de

contorno, temos que

(A(u, v), (ϕ, γ))X =
b2

b1

∫ L

0

(−uxxx − a3vxxx)ϕ dx+

∫ L

0

(
− r

b1

vx −
b2a3

b1

uxxx −
vxxx
b1

)
γ dx

=
b2

b1

∫ L

0

(ϕxxx + a3γxxx)u dx+

∫ L

0

(
r

b1

γx + b2a3ϕxxx +
1

b1

γxxx

)
v dx

−b2

b1

ϕx(0, t) [ux(0, t) + vx(0, t)a3]− γx(0, t)
[
b2a3

b1

ux(0, t) +
vx(0, t)

b1

]
.

Dessa forma defina A∗ : D(A∗) ⊂ X → X por

A∗(ϕ, γ) =

 ϕxxx + a3γxxx

r

b1

γx +
b2a3

b1

ϕxxx +
1

b1

γxxx

 ,

com

D(A∗) = {(ϕ, γ) ∈ [H3(0, L)]2;ϕ(0, t) = γ(0, t) = ϕ(L, t) = γ(L, t) = ϕx(0, t) = γx(0, t) = 0},

para t ∈ (0, T ). Note que,

(A(u, v), (ϕ, γ))X = ((u, v),A∗(ϕ, γ))X , ∀ (u, v), (ϕ, γ) ∈ X.

portanto, A∗ é o operador adjunto de A.

Proposição 3.1.1. São válidas as seguintes afirmações:

(i) D(A) é denso em X

(ii) A é fechado

(iii) A e A∗ são dissipativos.

Demonstração:
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Para ver (i) note que,

[C∞0 (0, L)]2 ⊂ D(A) ⊂ [H3(0, L)]2 ⊂ [L2(0, L)]2 = X.

O Teorema 2.1.26 nos fornece que [C∞0 (0, L)]2 é denso em [L2(0, L)]2, segue assim que D(A)

é denso em X.

Para provar (ii), basta verificar que A∗∗ = A. De fato, análogo aos cálculos já feitos para

a obtenção do operador adjunto de A é fácil ver que:

(A(u, v), (ϕ, γ))X = ((u, v),A∗(ϕ, γ))X = (A∗∗(u, v), (ϕ, γ))X .

Por fim para mostrar (iii), veja que,

(A(u, v), (u, v))X =
b2

b1

∫ L

0

(−uxxx − a3vxxx)u dx+

∫ L

0

(
− r

b1

vx −
a3b2

b1

uxxx −
vxxx
b1

)
v dx

= − 1

2b1

[
b2u

2
x(0, t) + v2

x(0, t) + 2a3b2ux(0, t)vx(0, t)
]

= − 1

2b1

{(√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

)2

+ (1− a2
3b2)v2

x(0, t)

}
6 0

Analogamente, (A∗(ϕ, γ), (ϕ, γ))X 6 0. Portanto, pela definição 2.7.4, temos que A e A∗ são

operadores lineares dissipativos.

Teorema 3.1.2. Seja U0 ∈ X. Existirá uma única solução fraca U = S(·)U0 de (8) tal que

U ∈ C([0, T ];X).

Além disso, se U0 ∈ D(A), então (8) terá uma única solução clássica U tal que

U ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];X).

Demonstração:

A Proposição 3.1.1, nos fornece as hipóteses necessárias, para aplicar o Corolário 2.7.12

proveniente do Teorema de Lumer-Phillips, na qual nos permite afirmar que A gera um

semigrupo de contrações de classe C0, que denotaremos por S : [ 0,∞ ) → L(X;X). Dessa

forma, pelo Teorema 2.7.15, existirá uma única solução fraca em [0, T ], para (8), da forma

U = S(·)U0. Em particular, se U0 ∈ D(A), pelo Teorema 2.7.14, existirá uma única solução

clássica tal que U ∈ C([0, T ]);D(A) ∩ C1([0, T ];X).
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A obtenção de estimativas globais a priori, para o caso linear é muito similar ao caso

não-linear, de modo que deixaremos para prová-la na próxima seção. O resultado acima

juntamente com essas estimativas nos garante a boa colocação global de (8).

A seguir apresentaremos um resultado de regularidade para as soluções fracas de (8).

Teorema 3.1.3. Seja U0 ∈ X e U = S(·)U0 a solução fraca de (8). Então,

U ∈ L2(0, T ; [H1(0, L)]2) ∩H1(0, T ; [H−2(0, L)]2).

Além disso existe uma constante C > 0 tal que para todo t > 0,

‖U‖L2(0,T ;[H1(0,L)]2) 6 C‖U0‖X .

Demonstração:

A prova será omitida pois são análogas as apresentadas no Lema 3.2.3.

Usando os resultados anteriores e argumentos de interpolação (ver seção 2.4), obtemos

um resultado de boa colocação global em cada espaço [Hs(0, L)]2 para s ∈ [0, 3].

Corolário 3.1.4. Para qualquer s ∈ [0, 3] e qualquer U0 ∈ [Hs(0, L)]2, a solução U de (9)

pertence a C([0, T ]; [Hs(0, L)]2).

3.2 Caso não-linear

Considere o sistema (1)–(5). Com a notação apresentada no caso linear e para s ∈ [0, 3],

defina Xs como a coleção das funções ω ∈ Hs(0, L) satisfazendo as seguintes condições de

compatibilidade 
ω(0, t) = ω(L, t) = 0, se s ∈

(
1

2
,
3

2

]
,

ω(0, t) = ω(L, t) = ωx(L, t) = 0, se s ∈
(

3

2
, 3

]
,

munido da norma Hilbertiana ‖ω‖Hs . Para qualquer T > 0, introduziremos o espaço

Ys,T := C([0, T ];Xs) ∩ L2([0, T ];Hs+1(0, L)),

munido da norma,

‖ω‖Ys,T := ‖ω‖C([0,T ];Hs(0,L)) + ‖ω‖L2([0,T ];Hs+1(0,L)).
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Note que, analogamente ao caso linear, temos o seguinte:
Ut = A(U) + f(U), em (0, L)× (0, T ),

U(0, t) = U(L, t) = Ux(L, t) = 0, em (0, T ),

U(x, 0) = U0(x), em (0, L),

(9)

onde f é dada por

f(U) := f(u, v) =

 −a(u)ux − vvx − a2(uv)x − b(x)u

−a(v)

b1

vx −
b2a2

b1

uux −
b2a1

b1

(uv)x −
b(x)

b1

v

 .

Apresentaremos a seguir dois Lemas técnicos provados em [27], que serão úteis para provar

a existência e unicidade local das soluções.

Lema 3.2.1. Seja a = a(x) uma função de classe C0, tal que

|a(x)| 6 C(1 + |x|p), ∀ x ∈ R e 0 6 p < 2,

onde C > 0 é uma constante. Então para qualquer T > 0 e u, v ∈ Y0,T ,∫ T

0

‖a(u( · , T ))vx( · , t)‖L2(0,L) dt 6 C
{
T

1
2 (1 + ‖u‖pY0,T )‖v‖Y0,T + T

4−p
4 ‖u‖pY0,T ‖v‖Y0,T

}
.

Demonstração:

Inicialmente veja que pelo Lema 2.6.5 (desigualdade de Gagliardo-Nirenberg), obtemos

‖u( · , t)‖L∞(0,L) 6 C
{
‖u( · , t)‖

1
2

L2(0,L)‖ux( · , t)‖
1
2

L2(0,L)

}
6 C

{
‖u( · , t)‖L2(0,L) + ‖u( · , t)‖

1
2

L2(0,L)‖ux(0, t)‖
1
2

L2(0,L)

}
.

Dáı, usando a desigualdade acima e as hipóteses sobre a função a = a(x), temos
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E1 :=

∫ T

0

‖a(u( · , t))vx( · , t)‖L2(0,L) dt

6
∫ T

0

|a(u( · , t))|‖vx( · , t)‖L2(0,L) dt

6 C

{∫ T

0

‖vx( · , t)‖L2(0,L) (1 + |u( · , t)|p) dt

}
6 C

{∫ T

0

‖vx( · , t)‖L2(0,L)

(
1 + ‖u( · , t)‖pL∞(0,L)

)
dt

}
6 C

∫ T

0

‖vx( · , t)‖L2(0,L)

(
1 + ‖u( · , t)‖pL2(0,L)

)
dt

+ C

∫ T

0

‖vx( · , t)‖L2(0,L)‖u( · , t)‖
p
2

L2(0,L)‖ux( · , t)‖
p
2

L2(0,L) dt

:= E11 + E12 .

Estimando cada termo anteriormente, obtemos

E11 := C

{∫ T

0

‖vx( · , t)‖L2(0,L)

(
1 + ‖u( · , t)‖pL2(0,L)

)
dt

}

6 C

{∫ T

0

(
1 + ‖u( · , t)‖pL2(0,L)

)2

dt

} 1
2
{∫ T

0

‖vx( · , t)‖2
L2(0,L) dt

} 1
2

6 CT
1
2

(
1 + ‖u‖pC(0,T ;L2(0,L))

)
‖vx‖L2(0,T ;H1(0,L))

6 CT
1
2

(
1+‖u‖pC(0,T ;L2(0,L))+‖ux‖

p
L2(0,T ;H1(0,L))

) (
‖vx‖L2(0,T ;H1(0,L))+‖v‖C(0,T ;L2(0,L))

)
6 CT

1
2

(
‖u‖pY0,T + 1

)
‖v‖Y0,T ,

e,

E12 := C

{∫ T

0

‖u( · , t)‖
p
2

L(0,L)
‖ux( · , t)‖

p
2

L2(0,L)‖vx( · , t)‖L2(0,L) dt

}

6 C‖u‖
p
2

C(0,T ;L2(0,L))

{∫ T

0

[
‖ux( · , t)‖

p
2

L2(0,L)

] 4
p
dt

} p
4
{∫ T

0

[
‖vx( · , t)‖L2(0,L)

] 4
4−p

} 4−p
4

6 C‖u‖
p
2
Y0,T

(
‖u‖2

Y0,T

) p
4
T

4−p
4 ‖v‖Y0,T

6 CT
4−p
4 ‖u‖pY0,T ‖v‖Y0,T .

Então,

E1 6 E11 + E12 6 C
{
T

1
2

(
1 + ‖u‖pY0,T

)
‖v‖Y0,T + T

4−p
4 ‖u‖pY0,T ‖v‖Y0,T

}
.

isso prova o resultado.
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Lema 3.2.2. Seja a = a(x) uma função de classe C0, tal que

|a(x)| 6 C(1 + |x|p), ∀ x ∈ R e 1 6 p < 2,

onde C > 0 é uma constante. Então para qualquer T > 0 e u, v, ω ∈ Y0,T ,

(i)

∫ T

0

‖bu‖L2(0,L) dt 6 CT
3
4‖b‖L2(0,L)‖u‖Y0,T

(ii)

∫ T

0

‖uωx‖L2(0,L) dt 6 CT
1
4‖u‖Y0,T ‖ω‖Y0,T

(iii)

∫ T

0

‖u|ω|p−1ωx‖L2(0,L) dt 6 CT
3−p
4 ‖u‖Y0,T ‖ω‖

p
Y0,T

(iv)

∫ T

0

‖u|v|p−1ωx‖L2(0,L) dt 6 CT
3−p
4 ‖u‖Y0,T ‖ω‖Y0,T ‖v‖

p−1
Y0,T

onde C é uma constante positiva.

Demonstração:

Para mostrar (i), note que

E2 :=

∫ T

0

‖bu‖L2(0,L) dt =

∫ T

0

(∫ L

0

b2u2 dx

) 1
2

dt

6
∫ T

0

(∫ L

0

b2 dx

) 1
2

‖u( · , t)‖L∞(0,L) dt

6 C‖b‖L2(0,L)

{∫ T

0

(
‖u( · , t)‖

1
2

L2(0,L)

) 4
3

dt

} 3
4
{∫ T

0

(
‖ux( · , t)‖

1
2

L2(0,L)

)4

dt

} 1
4

6 C‖b‖L2(0,L)T
3
4‖u‖

1
2
Y0,T
‖u‖

1
2
Y0,T

6 CT
3
4‖u‖Y0,T ‖b‖L2(0,L).

assim (i) se verifica. Para (ii), temos

E3 :=

∫ T

0

‖uωx‖L2(0,L) dt 6

{∫ T

0

‖u( · , t)‖2
L∞(0,L) dt

} 1
2
{∫ T

0

‖ωx( · , t)‖2
L2(0,L) dt

} 1
2

6 C‖ω‖Y0,T
{∫ T

0

‖u( · , t)‖L2(0,L)‖ux( · , t)‖L2(0,L) dt

} 1
2

6 C‖ω‖Y0,T

{[∫ T

0

‖u( · , t)‖2
L2(0,L) dt

] 1
2
[∫ T

0

‖ux( · , t)‖2
L2(0,L) dt

] 1
2

} 1
2

6 C‖ω‖Y0,T
{
T

1
2‖u‖Y0,T ‖u‖Y0,T

} 1
2
6 CT

1
4‖u‖Y0,T ‖ω‖Y0,T .
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Por fim, mostraremos (iii). O item (iv), é obtido de maneira análoga. Assim, temos:

E4 :=

∫ T

0

‖u|ω|p−1ωx‖L2(0,L) dt =

∫ T

0

(∫ L

0

u2ω2p−2ω2
x dx

) 1
2

dt

6

{∫ T

0

(
‖u( · , t)‖L∞(0,L)‖ω( · , t)‖p−1

L∞(0,L)

)2

dt

} 1
2
{∫ T

0

‖ωx‖2
L2(0,L) dt

} 1
2

6 ‖ω‖Y0,T
{∫ T

0

C‖u( · , t)‖L2(0,L)‖ux( · , t)‖L2(0,L)‖ω( · , t)‖p−1
L2(0,L)‖ωx( · , t)‖

p−1
L2(0,L) dt

} 1
2

6 C‖ω‖Y0,T ‖u‖
1
2

C(0,T ;L2(0,L))‖ω‖
p−1
2

C(0,T ;L2(0,L))

{∫ T

0

‖ux( · , t)‖L2(0,L)‖ωx( · , t)‖p−1
L2(0,L) dt

} 1
2

6 C‖u‖
1
2
Y0,T
‖ω‖

p+1
2

Y0,T


[∫ T

0

(
‖ωx( · , t)‖p−1

L2(0,L)

) 2
p−1
dt

] p−1
2
[∫ T

0

(
‖ux( · , t)‖L2(0,L)

) 2
3−pdt

] 3−p
2


1
2

6 C‖u‖
1
2
Y0,T
‖ω‖

p+1
2

Y0,T

{
‖ω‖p−1

Y0,T
‖u‖Y0,TT

3−p
2

} 1
2
6 CT

3−p
4 ‖u‖Y0,T ‖ω‖

p
Y0,T

.

Agora, através do próximo lema, iremos obter uma estimativa global a priori para as

soluções de (1)–(3). Tais estimativas são a chave para a demonstração da boa colocação

global do sistema.

Lema 3.2.3. Seja a = a(x) uma função de classe C0, tal que, para 0 6 p < 4,

|a(x)| 6 C(1 + |x|p), ∀ x ∈ R,

onde C > 0 é uma constante. Então, para qualquer T > 0,

‖U0‖2
X = ‖U( · , T )‖2

X +
2

b1

∫ T

0

∫ L

0

b(x)(b2u
2 + v2) dx dt

+
1

b1

∫ T

0

{[√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+ (1− a2
3b2)v2

x(0, t)

}
dt,

(10)

e

‖U‖2
L2(0,T ;[H1

0 (0,L)]2)
6 C

{
(1 + T )‖U0‖2

X + T‖U0‖6
X + T‖U0‖

8+2p
4−p
X

}
, (11)

onde C > 0 é uma constante positiva.
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Demonstração:

Seja C > 0 uma constante universal e defina

J(u) :=

∫ u

0

a(s) ds e J̃(u) :=

∫ u

0

s a(s) ds.

Note que,

∂xJ̃(u) = ∂x

∫ u

0

s a(s) ds = u a(u)ux e |J̃(u)| 6 C ·
(
|u|2

2
+
|u|p+2

p+ 2

)
.

Tome p, q ∈ C∞([0, T ] × [0, L]). Multiplique a primeira equação de (1) por b2qu e a

segunda equação de (1) por pv. Somando ambas as equações e integrando sob os domı́nios

(0, L) e (0, T ), obtemos:

0 =

∫ T

0

∫ L

0

b2quut dx dt+

∫ T

0

∫ L

0

b2qua(u)ux dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

b2quuxxx dx dt+

∫ T

0

∫ L

0

b2a3quvxxx dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

b2a1quvvx dx dt+

∫ T

0

∫ L

0

b2a2qu(uv)x dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

b2qb(x)u2 dx dt+

∫ T

0

∫ L

0

pb(x)v2 dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

b1pvvt dx dt+

∫ T

0

∫ L

0

pv(av)vx dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

pvvxxx dx dt+

∫ T

0

∫ L

0

b2a3pvuxxx dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

b2a2pvuux dx dt

∫ T

0

∫ L

0

b2a1pv(uv)x dx dt

+

∫ T

0

∫ L

0

rpvvx dx dt :=
15∑
i=1

Ii,

(12)

respectivamente.

Agora, desprezando momentaneamente as constantes, obteremos as seguintes identidades:

I1 :=

∫ T

0

∫ L

0

quut dx dt =

∫ L

0

{
(qu2)|T0 −

∫ T

0

(qu)tu dt

}
dx

=

∫ L

0

{
(qu2)|T0 −

∫ T

0

qtu
2 dt−

∫ T

0

quut dt

}
dx

=
1

2

∫ L

0

(qu2)|T0 dx− 1

2

∫ T

0

∫ L

0

qtu
2 dx dt;



46

I2 :=

∫ T

0

∫ L

0

qua(u)ux dx dt =

∫ T

0

∫ L

0

q∂xJ̃(u) dx dt

=

∫ T

0

qJ̃(u)|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

qxJ̃(u) dx dt

= −
∫ T

0

∫ L

0

qxJ̃(u) dx dt;

I3 :=

∫ T

0

∫ L

0

quuxxx dx dt =

∫ T

0

{
(quuxx)|L0 −

∫ L

0

(qu)xuxx dx

}
dt

=

∫ T

0

{
−(qxuux)|L0 +

∫ L

0

(qxu)x dx− (qu2
x)|L0 +

∫ L

0

(qux)xux dx

}
dt

=

∫ T

0

{∫ L

0

qxxuux dx+

∫ L

0

qxu
2
x dx− (qu2

x)|L0 +

∫ L

0

qxu
2
x dx+

∫ L

0

quxxux dx

}
dt

=

∫ T

0

{
−(qu2

x)|L0 + (qxxu
2)|L0 −

∫ L

0

(qxxu)x dx+ (quxxu)|L0 −
∫ L

0

(quxx)xu dx

+2

[
(qxuxu)|L0 −

∫ L

0

(qxux)xu dx

]}
dt

=
1

2

∫ T

0

{
−(qu2

x)|L0 −
∫ L

0

qxxxu
2 dx − 3

(∫ L

0

qxxuxu dx+

∫ L

0

qxuxxu dx

)}
dt;

I4 :=

∫ T

0

∫ L

0

quvxxx dx dt =

∫ T

0

{
(quvxx)|L0 −

∫ L

0

(qu)xvxx dx

}
dt

=

∫ T

0

{
−
∫ L

0

qxuvxx dx−
∫ L

0

quxvxx dx

}
dt

=

∫ T

0

{∫ L

0

qxxuvx dx+

∫ L

0

qxuxvx dx−
∫ L

0

quxvxx dx

}
dt

=

∫ T

0

{∫ L

0

qxxuvx dx+ 2

∫ L

0

qxuxvx dx+

∫ L

0

quxxvx dx− (quxvx)|L0
}
dt;

I5 :=

∫ T

0

∫ L

0

quvvx dx dt =

∫ T

0

{
(quv2)|L0 −

∫ L

0

(quv)xv dx

}
dt

=

∫ T

0

{
−
∫ L

0

qxuv
2 dx−

∫ L

0

quxv
2 dx−

∫ L

0

quvxv dx

}
dt

= −1

2

∫ T

0

{∫ L

0

qxuv
2 dx+

∫ L

0

quxv
2 dx

}
dt;
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I6 :=

∫ T

0

∫ L

0

qu(uv)x dx dt =

∫ T

0

{∫ L

0

quuxv dx+

∫ L

0

qu2vx dx

}
dt

=

∫ T

0

{
(qu2v)|L0 −

∫ L

0

(quv)xu dx+

∫ L

0

qu2vx dx

}
dt

=
1

2

∫ T

0

{∫ L

0

qu2vx dx−
∫ L

0

qxu
2v dx

}
dt;

I15 :=

∫ T

0

∫ L

0

pvvx dx dt =

∫ T

0

{
(pv2)|L0 −

∫ L

0

(pv)xv dx

}
dt

=

∫ T

0

{
−
∫ L

0

pxv2 dx−
∫ L

0

pvvx dx

}
dt

= −1

2

∫ T

0

∫ L

0

pxv
2 dx dt,

a menos da substituição de q por p e da troca entre u e v, a obtenção das demais iden-

tidades são análogas, assim temos,

I9 :=

∫ T

0

∫ L

0

pvvt dx dt =
1

2

∫ L

0

{
(pv2)|T0 −

∫ T

0

ptv
2 dt

}
dx;

I10 :=

∫ T

0

∫ L

0

pva(v)vx dx dt = −
∫ T

0

∫ L

0

pxJ̃(v) dx dt;

I11 :=

∫ T

0

∫ L

0

pvvxxx dx dt

=
1

2

∫ T

0

{
−(pv2

x)|L0 −
∫ L

0

pxxxv
2 dx− 3

(∫ L

0

pxxvxv dx+

∫ L

0

pxvxxv dx

)}
dt;

I12 :=

∫ T

0

∫ L

0

pvuxxx dx dt

=

∫ T

0

{∫ L

0

pxxvux dx+ 2

∫ L

0

pxvxux dx+

∫ L

0

pvxxux dx− (pvxux)|L0
}
dt;
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I13 :=

∫ T

0

∫ L

0

pvuux dx dt = −1

2

∫ T

0

{∫ L

0

pxvu
2 dx+

∫ L

0

pvxu
2 dx

}
dt;

I14 :=

∫ T

0

∫ L

0

pv(uv)x dx dt =
1

2

∫ T

0

{∫ L

0

pv2ux dx−
∫ L

0

pxv
2u dx

}
dt.

A seguir analisaremos dois casos:

1o Caso: q ≡ p ≡ 1.

Substituindo as identidades I1 à I15 na equação (12), obtemos,

0 =
b2

2
‖u( · , T )‖2

L2(0,L) −
b2

2
‖u0‖2

L2(0,L) +
b1

2
‖v( · , T )‖2

L2(0,L) −
b1

2
‖v0‖2

L2(0,L)

+

∫ T

0

{
b2

2
u2
x(0, t) + b2a3ux(0, t)vx(0, t) +

1

2
v2
x(0, t) +

∫ L

0

b(x)
[
b2u

2 + v2
]
dx

}
dt.

Multiplicando a equação anterior por
2

b1

e completando quadrado no termo da 2a linha,

obtemos,

‖(u0, v0)‖2
X = ‖(u( · , T ), v( · , T ))‖2

X +
2

b1

∫ T

0

∫ L

0

b(x)[b2u
2 + v2]dx dt

+
1

b1

∫ T

0

{[√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+ (1− a2
3b2)v2

x(0, t)

}
dt.

2o Caso: q ≡ p ≡ x, para x ∈ [0, L].

Defina,

G := 2a1b2

∫ T

0

∫ L

0

uv2 dx dt+ 2a2b2

∫ T

0

∫ L

0

vu2 dx dt

+ 2b2

∫ T

0

∫ L

0

J̃(u) dx dt+ 2

∫ T

0

∫ L

0

J̃(v) dx dt

:=
4∑
i=1

Gi,

respectivamente.

Substituindo as identidades de I1 à I15 na equação (12), e multiplicando por
2

b1

, obtemos

a equação abaixo,
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∫ T

0

∫ L

0

{
3b2

b1

u2
x +

6b2a3

b1

uxvx +
3

b1

v2
x

}
dx dt

+

∫ L

0

x

{
b2

b1

u2(x, T ) + v2(x, T ) + b(x)

∫ T

0

(
b2

b1

u2 + v2

)
dt

}
dx

=
r

b1

∫ T

0

∫ L

0

v2 dx dt+

∫ L

0

x

(
b2

b1

(u0)2 + (v0)2

)
dx+

G

b1

,

observe que G reúne os termos não-lineares do sistema, que aparecem após as substituições.

Por outro lado, 0 6 x 6 L, logo∫ T

0

∫ L

0

{
3b2

b1

u2
x +

6b2a3

b1

uxvx +
3

b1

v2
x

}
dx dt

6
∫ T

0

∫ L

0

{
3b2

b1

u2
x+

6b2a3

b1

uxvx+
3

b1

v2
x

}
dxdt+

∫ L

0

x

{
b2

b1

u2(x, T )+v2(x, T )+b(x)

∫ T

0

(
b2

b1

u2+v2

)
dt

}
dx

=
r

b1

∫ T

0

∫ L

0

v2 dx dt+

∫ L

0

x

(
b2

b1

(u0)2 + (v0)2

)
dx+

G

b1

6
r

b1

∫ T

0

∫ L

0

(
b2

b1

u2 + v2

)
dx dt+ L

∫ L

0

(
b2

b1

(u0)2 + (v0)2

)
dx+

G

b1

6

(
rT + b1L

b1

)
‖(u0, v0)‖2

X +
G

b1

.

Escolha ε > 0 tal que 0 <
√
a2

3b2 < ε < 1. Note que,

2a3b2uxvx = 2(ε
√
b2ux)

(
1

ε

√
a2

3b2vx

)
6 −ε2b2u

2
x −

1

ε2
a2

3b2v
2
x,

assim, substituindo a expressão acima na desigualdade anterior, obtemos

3b2(1− ε2)

b1

∫ T

0

∫ L

0

u2
x dx dt+

3

b1

(
1− a2

3b2

ε2

)∫ T

0

∫ L

0

v2
x dx dt

6

(
rT + b1L

b1

)
‖(u0, v0)‖2

X +
G

b1

.

Por fim, basta multiplicar por b1, que é positivo, obtendo

3b2(1− ε2)

∫ T

0

∫ L

0

u2
x dx dt+ 3

(
1− a2

3b2

ε2

)∫ T

0

∫ L

0

v2
x dx dt

6 (rT + b1L)‖(u0, v0)‖2
X +G.

(13)

A partir de agora precisamos estimar os termos não-lineares reunidos em G. Lembre que

para alguma constante C > 0 e 0 6 p 6 4 temos |a(x)| 6 C(1 + |x|p), para todo x ∈ R, com
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isso temos que

|J̃(u)| 6 C

(
|u|2

2
+
|u|p+2

2

)
.

Dáı, ∣∣∣∣G3

2b2

∣∣∣∣ :=

∣∣∣∣∫ T

0

∫ L

0

J̃(u) dx dt

∣∣∣∣ 6 C

∫ T

0

∫ L

0

(
|u|2

2
+
|u|p+2

p+ 2

)
dx dt

6 C

∫ T

0

{
b2

b1

∫ L

0

|u|2 dx+

∫ L

0

|v|2 dx+

(∫ L

0

|u|2 dx
)
‖u‖pL∞(0,L)

}
dt

6 C

{∫ T

0

‖u( · , t), v( · , t)‖2
X dt+

∫ T

0

‖u‖2
L2(0,L)‖u‖

p
L∞(0,L) dt

}
.

Usando o Lema 2.6.5 (desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) e a equação (10), segue que∣∣∣∣G3

2b2

∣∣∣∣ 6 C

{∫ T

0

‖(u0, v0)‖2
X dt+ C̃

∫ T

0

‖u‖2
L2(0,L)‖u‖

p
2

L2(0,L)‖ux‖
p
2

L2(0,L) dt

}
.

Do Lema 2.6.2 (desigualdade de Holder), temos∣∣∣∣G3

2b2

∣∣∣∣ 6 C

{
T‖(u0, v0)‖2

X +

[∫ T

0

‖u‖r(
4+p
2 )

L2(0,L) dt

] 1
r
[∫ T

0

‖ux‖
p
2
s

L2(0,L) dt

] 1
s

}
,

onde
1

r
+

1

s
= 1. Escolha s =

4

p
e r =

4

4− p
, dáı

∣∣∣∣G3

2b2

∣∣∣∣ 6 C
{
T‖(u0, v0)‖2

X + T
4−p
4 ‖(u0, v0)‖

4+p
2

X ‖ux‖
p
2

L2(0,T ;L2(0,L))

}
.

Tomando δ > 0 e aplicando o Lema 2.6.1 (desigualdade de Young), obtemos

∣∣∣∣G3

2b2

∣∣∣∣ 6 CT‖(u0, v0‖2
X +

CT 4−p
4(

6λ
p

) 1
s

‖(u0, v0)‖
4+p
2

X

((6λ

p

) 1
s

‖ux‖
p
2

L2(0,T ;L2(0,L))

)

6 CT‖(u0, v0)‖2
X +

(
CT

4−p
4

( 6λ
p )

1
s
‖(u0, v0‖

4+p
2

X

)r

r
+

((
6λ
p

) 1
s ‖ux‖

p
2

L2(0,T ;L2(0,L))

)s
s

,

onde
1

r
+

1

s
= 1. Escolhendo s =

4

p
e r =

4

4− p
, temos que

∣∣∣∣G3

2b2

∣∣∣∣ 6 C

{
T‖(u0, v0)‖2

X +
T

λ
p

4−p
‖(u0, v0)‖

8+2p
4−p
X

}
+

3λ

2
‖ux‖2

L2(0,T ;L2(0,L)),
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onde C é uma constante positiva. Analogamente, obtemos∣∣∣∣G4

2

∣∣∣∣ :=

∣∣∣∣∫ T

0

∫ L

0

J̃(v) dx dt

∣∣∣∣
6 C

{
T‖(u0, v0)‖2

X +
T

λ
p

4−p
‖(u0, v0)‖

8+2p
4−p
X

}
+

3λ

2
‖vx‖2

L2(0,T ;L2(0,L)).

Vamos analisar agora o seguinte termo não-linear,∣∣∣∣ G1

2a1b2

∣∣∣∣ :=

∣∣∣∣∫ T

0

∫ L

0

uv2 dx dt

∣∣∣∣ 6 ∫ T

0

∫ L

0

(
1

2
(u2 + v4)

)
dx dt.

Usando os Lemas, 2.6.1, 2.6.2 e 2.6.5, obtemos∣∣∣∣ G1

2a1b2

∣∣∣∣ 6 C

{
T‖(u0, v0)‖2

X +
T

λ
‖(u0, v0)‖6

X

}
+

3λ

2|a1|b2

‖vx‖2
L2(0,T ;L2(0,L)).

De forma análoga,∣∣∣∣ G2

2a2b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ T

0

∫ L

0

vu2 dx dt

∣∣∣∣
6 C

{
T‖(u0, v0)‖2

X +
T

λ
‖(u0, v0)‖6

X

}
+

3λ

2|a2|
‖ux‖2

L2(0,T ;L2(0,L)).

Assim, temos que

|G| 6 |G1|+ |G2|+ |G3|+ |G4|

6 C

{
T‖(u0, v0)‖2

X +
T

λ
‖(u0, v0)‖6

X +
T

λ
p

4−p
‖(u0, v0)‖

8+2p
4−p
X

}
+ 3b2

[
2λ‖ux‖2

L2(0,T ;L2(0,L))

]
+ 3

[
2λ‖vx‖2

L2(0,T ;L2(0,L))

]
.

(14)

Combinando as estimativas (13) e (14), vemos que

3b2(1− ε2 − 2λ)‖ux‖2
L2(0,T ;L2(0,L)) + 3

(
1− a2

3b2

ε2
− 2λ

)
‖vx‖2

L2(0,T ;L2(0,L))

6 C

{
(1 + T )‖(u0, v0)‖2

X +
T

λ
‖(u0, v0)‖6

X +
T

λ
p

4−p
‖(u0, v0)‖

8+2p
4−p
X

}
,

desde que, dado ε > 0, escolha λ > 0, tal que

(1− ε2 − 2λ) > 0 e

(
1− a2

3b2

ε2
− 2λ

)
> 0.
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Agora defina, m = min

{
(1− ε2 − 2λ), 3

(
1− a2

3b2

ε2
− 2λ

)}
. Pelo Lema 2.6.4 (desigual-

dade de Poincaré), existe C̃ > 0 tal que

C̃‖(u, v)‖2
L2(0,T ;[H1

0 (0,L)]2)
6

∫ T

0

‖ux‖2
L2(0,L) + ‖vx‖2

L2(0,L) dt

6
C

m

{
(1 + T )‖(u0, v0)‖2

X +
T

λ
‖(u0, v0)‖6

X +
T

λ
p

4−p
‖(u0, v0)‖

8+2p
4−p
X

}
ou seja,

‖(u, v)‖2
L2(0,T ;[H1

0 (0,L)]2)
6 C

{
(1 + T )‖(u0, v0)‖2

X + T‖(u0, v0)‖6
X + T‖(u0, v0)‖

8+2p
4−p
X

}

Na sequência, provaremos um resultado de boa colocação que constitui o ingrediente

básico para a obtenção do resultado principal desta seção.

Lema 3.2.4. Seja a = a(x) uma função C1 e 1 6 p < 2 tal que

|a(x)| 6 C(1 + |x|p) e |a′(x)| 6 C(1 + |x|p−1), ∀ x ∈ R,

onde C > 0 é uma constante. Então, para T > 0 e U0 ∈ X o sistema (1)–(3) tem uma única

solução global,

U ∈ C(R+, X) ∩ L2
loc(R+; [H1

0 (0, L)]2).

Demonstração:

Recordando o caso linear, veja que para qualquer U0 ∈ D(A), tem-se que

U ∈ C([0, T ];X) ∩ L2(0, T ; [H1(0, L)]2),

segue que,

‖U‖Y0,T = ‖U‖C([0,T ];X) + ‖U‖L2(0,T ;[H1(0,L)]2) 6 C‖U0‖X .

Além disso, com cálculos semelhantes aos realizados na demonstração do Lema 3.2.3, obtemos

para qualquer f = (f1, f2) ∈ C1([0, T ];X), a solução U do sistema (9) satisfazendo,

‖U‖Y0,T 6 C(T )
{
‖U0‖X + ‖f‖L1(0,T ;X)

}
.

Assim, para U0 ∈ X e f ∈ L1(0, T ;X) através de um argumento de densidade garantimos

que U ∈ C([0, T ];X).
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Inicialmente mostraremos a existência local, para isso faremos uso do argumento de ponto

fixo. Lembre que, em (9), definimos para U = (u, v),

f(U) :=

 −a(u)ux − vvx − a2(uv)x − b(x)u

−a(v)

b1

vx −
b2a2

b1

uux −
b2a1

b1

(uv)x −
b(x)

b1

v

 ,

assim usando a fórmula de variações dos parâmetros obtemos a solução generalizada,

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0

S(t− s)f(U(s)) ds,

onde {S(t)}t>0 é o semigrupo fortemente cont́ınuo obtido no Teorema 3.1.2 para o caso linear.

Dados R > 0 e θ > 0 defina,

BR,θ =
{
U ∈

[
Y0,θ ∩ L2(0, T ;H1

0 (0, L))
]2

; ‖U‖Y 2
0,θ

6 R
}
.

Fixado U0 ∈ X defina a seguinte aplicação

P (U) = S(θ)U0 +

∫ θ

0

S(θ − s)f(U(s)) ds. (15)

Mostremos que

(i) P : BR,θ → BR,θ;

(ii) P é uma contração.

Para mostrarmos que P leva bola em bola, tome (u, v) ∈ BR,θ ⊂
[
Y0,θ ∩ L2(0, T ;H1

0 (0, L))
]2

e usando os Lemas 3.2.1 e 3.2.2, obtemos

‖P‖ := ‖P (u, v)‖Y 2
0,θ

6 C‖(u0, v0)‖X + C̃

∫ θ

0

‖f(u, v)‖X ds

6 C‖(u0, v0)‖X + C̃

∫ θ

0

{
‖a(u)ux‖L2(0,L) + ‖a(v)vx‖L2(0,L) + ‖vvx‖L2(0,L)

+ ‖uux‖L2(0,L) + 2‖uxv‖L2(0,L) + 2‖uvx‖L2(0,L) + ‖bu‖L2(0,L) + ‖bv‖L2(0,L)

}
ds

6 C
{
‖(u0, v0)‖X + θ

4−p
4 ‖u‖p+1

Y0,θ
+ θ

4−p
4 ‖v‖p+1

Y0,θ
+ θ

1
4‖u‖2

Y0,θ
+ θ

1
4‖v‖2

Y0,θ

+ 2θ
1
4‖u‖Y0,θ‖v‖Y0,θ + θ

3
4‖b‖L2(0,L)

(
‖u‖Y0,θ + ‖v‖Y0,θ

)}
6 C

{
‖(u0, v0)‖X + θ

4−p
4

(
‖u‖p+1

Y0,θ
+ ‖v‖p+1

Y0,θ

)
θ

1
4

(
‖u‖Y0,θ + ‖v‖Y0,θ

)2

+ θ
3
4‖b‖L2(0,L)

(
‖u‖Y0,θ + ‖v‖Y0,θ

)}
6 C

{
‖(u0, v0)‖X + θ

4−p
4 Rp+1 + θ

1
4R2 + θ

3
4‖b‖L2(0,L)R

}
,
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onde ‖(u, v)‖Y 2
0,θ

6 R, pois (u, v) ∈ BR,θ.

Escolha R = 2C‖(u0, v0)‖X e θ suficientemente pequeno tal que

C
{
θ

4−p
4 Rp + θ

1
4R + θ

3
4‖b‖L2(0,L)

}
6

1

2
.

Com isso obtemos

‖P (u, v)‖Y 2
0,θ

6 C‖(u0, v0)‖X + CR
{
θ

4−p
4 Rp + θ

1
4R + θ

3
4‖b‖L2(0,L)

}
6

R

2
+
R

2
= R,

logo P (u, v) ∈ BR,θ, como queŕıamos.

Agora mostraremos que P é uma contração. Tome (u, v), (γ, ϕ) ∈ BR,θ e note que,

P (u, v)− P (γ, ϕ) = S(t)(U0 − U0)−
∫ t

0

S(t− s) [f(u, v)− f(γ, ϕ)] ds.

Adicionando e subtraindo termos convenientemente, obtemos

‖P (u, v)− P (γ, ϕ)‖Y 2
0,θ

6 C

∫ θ

0

‖f(u, v)− f(γ, ϕ)‖X ds

6 C

∫ θ

0

‖{[(a(u)− a(γ)γx + v(v − ϕ)x + (v − ϕ)ϕx + (u− γ)xv + (u− γ)vx + (v − ϕ)γx

+ (v − ϕ)xγ + b(u− γ)] , [(v − ϕ)xa(v) + (a(v)− a(ϕ))ϕx + (u− γ)xu+ γx(u− γ)

+ v(u− γ)x + (u− γ)vx + γx(v − ϕ) + γ(v − ϕ)x + b(v − ϕ)]}‖X ds.

Dáı, segue que

‖P (u, v)− P (γ, ϕ)‖Y 2
0,θ

6 C

∫ θ

0

{
‖b(u− γ)‖L2(0,L) + ‖b(v − ϕ)‖L2(0,L)

+ ‖a(u)(u− γ)x‖L2(0,L) + ‖(a(u)− a(γ))γx‖L2(0,L) + ‖a(v)(v − ϕ)x‖L2(0,L)

+ ‖(a(v)− a(ϕ))ϕx‖L2(0,L) + ‖v(v − ϕ)x‖L2(0,L) + ‖ϕx(v − ϕ)‖L2(0,L) + ‖u(u− γ)x‖L2(0,L)

+ ‖γx(u− γ)‖L2(0,L) + 2‖v(u− γ)x‖L2(0,L) + 2‖vx(u− γ)‖L2(0,L) + 2‖γx(v − ϕ)‖L2(0,L)

+ 2‖γ(v − ϕ)x‖L2(0,L)

}
ds.

Antes de continuarmos com a estimativa, observe que∫ θ

0

‖γx(a(u)− a(γ))‖L2(0,L) ds 6 C

∫ θ

0

∥∥(1 + |u|p−1 + |γ|p−1
)

(u− γ)γx
∥∥
L2(0,L)

ds

6 Cθ
1
4‖γ‖Y0,θ‖(u− γ)‖Y0,θ + Cθ

3−p
4

(
‖u‖p−1

Y0,θ
‖γ‖Y0,θ + ‖γ‖pY0,θ

)
‖(u− γ)‖Y0,θ .
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Assim, pela desigualdade anterior juntamente com o Lemas 3.2.1 e 3.2.2, temos

‖P (u, v)− P (γ, ϕ)‖Y 2
0,θ

6 C
{
θ

3
4‖b‖L2(0,L)

(
‖u− γ‖Y0,θ + ‖v − ϕ‖Y0,θ

)
+ θ

1
4‖v − ϕ‖Y0,θ

(
‖v‖Y0,θ + ‖ϕ‖Y0,θ + 4 ‖γ‖Y0,θ

)
+ θ

1
4‖v − ϕ‖Y0,θ‖ϕ‖Y0,θ

+ θ
1
4‖u− γ‖Y0,θ

(
‖u‖Y0,θ + ‖γ‖Y0,θ + 4 ‖v‖Y0,θ

)
+ θ

1
4‖u− γ‖Y0,θ‖γ‖Y0,θ

+ θ
4−p
4 ‖u‖pY0,θ‖u− γ‖Y0,θ + θ

4−p
4 ‖v‖pY0,θ‖v − ϕ‖Y0,θ

+ θ
3−p
4 ‖u− γ‖Y0,θ

(
‖u‖p−1

Y0,θ
‖γ‖Y0,θ + ‖γ‖pY0,θ

)
+ θ

3−p
4 ‖v − ϕ‖Y0,θ

(
‖v‖p−1

Y0,θ
‖ϕ‖Y0,θ + ‖ϕ‖pY0,θ

)}
.

Segue dáı que,

‖P (u, v)− P (γ, ϕ)‖Y 2
0,θ

6 C
{
θ

3
4‖b‖L2(0,L)‖(u, v)− (γ, ϕ)‖Y 2

0,θ
+ θ

1
4R‖(u, v)− (γ, ϕ)‖Y 2

0,θ

+ θ
3−p
4 Rp‖(u, v)− (γ, ϕ)‖Y 2

0,θ
+ θ

4−p
4 Rp‖(u, v)− (γ, ϕ)‖Y 2

0,θ

}
,

onde ‖(u, v)‖Y 2
0,θ

6 R, para todo (u, v) ∈ BR,θ. Escolhendo θ tal que

C
{
θ

3
4‖b‖L2(0,L) + θ

1
4R + θ

3−p
4 Rp + θ

4−p
4 Rp

}
6

1

2
,

temos que

‖P (u, v)− P (γ, ϕ)‖Y 2
0,θ

6
1

2
‖(u, v)− (γ, ϕ)‖Y 2

0,θ
.

Logo pelo Teorema 2.8.2 (ponto fixo de Banach) a equação integral (15) tem única solução.

Conclúımos assim a existência e unicidade local. A existência global decorre de estimativas

globais a priori, análoga as obtidas no Lema 3.2.3 assumindo 1 6 p < 2.

Os mesmos argumentos usados na prova do Lema 3.2.4 e do Corolário 3.1.4 levam ao

seguinte resultado de boa colocação local:

Corolário 3.2.5. Sejam b ∈ H1(0, L) e a = a(x) uma função de classe C2 tal que,

|a(x)| 6 C(1 + |x|p), |a′(x)| 6 C(1 + |x|p−1), |a′′(x)| 6 C(1 + |x|p−2), ∀ x ∈ R,

onde C é uma constante positiva e p > 2. Então, para qualquer (u0, v0) ∈ [H1
0 (0, L)]2, existe

uma T ∗ > 0, dependendo somente de ‖(u0, v0)‖[H1
0 (0,L)]2 tal que o sistema (1)-(3) admite uma

única solução (u, v) ∈ L∞(0, T ∗; [H1
0 (0, L)]2).
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Demonstração:

As ideias envolvidas na prova, segue de perto os argumentos anteriores e aqueles apresen-

tados nas provas dos Lemas 2.11 e 2.12 de [27]. A extensão de tal resultado para o modelo

acima considerado foi provado na Proposição 5.3. de [3] (ver também observação 5.5 em [4]).

Portanto, omitiremos detalhes.

Observação. Para obter a boa colocação global é preciso estabelecer as estimativas

globais a priori no espaço H1(0, L), correspondentes, a qual não conseguimos provar com as

técnicas empregadas nesse trabalho.

O próximo resultado é o principal desta seção, e provaremos usando o Lema 3.2.4.

Teorema 3.2.6. Sejam a = a(x) uma função de classe C2, e 2 6 p < 4 tal que

|a(x)| 6 C(1 + |x|p), |a′(x)| 6 C(1 + |x|p−1), |a′′(x)| 6 C(1 + |x|p−2), ∀ x ∈ R,

onde C > 0 é uma constante. Então, para qualquer U0 ∈ X, o sistema (1)− (3) admite pelo

menos uma solução

U ∈ Cω(R;X) ∩ L2
loc(R+; [H1(0, L)]2).

Demonstração:

Consideremos a sequência (an)n∈N em C∞0 (R) tal que

(i) an(u)→ a(u) uniformemente em cada conjunto compacto de R,

(ii) |a(j)
n (u)| 6 C(1 + |u|p−j), ∀ n > 0, ∀ u ∈ R, C > 0, j = 0, 1, 2.

(16)

Pelo corolário 3.2.5, para cada n ∈ N, existe uma única solução satisfazendo (9) tal que

Un ∈ C(R+;X) ∩ L2
loc(R; [H1

0 (0, L)]2).

Além disso, segue do Lema 3.2.3 que

Un é limitado em L∞(R+;X) ∩ L2
loc(R+; [H1

0 (0, L)]2).

Logo, pelo Teorema 2.8.9 (Banach-Alaoglu) e do Teorema 2.1.19, existe uma função U e uma

subsequência, que denotaremos pelo mesmo ı́ndice n, tal que

Un ⇀∗ U fraco∗ em L∞(R+;X),

Un ⇀ U fraco em L2
loc(R+; [H1

0 (0, L)]2).
(17)
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satisfazendo 
Un,t = A(Un) + fn(Un), em (0, L)× R+,

Un(0, t) = Un(L, t) = Un,x(L, t) = 0, em R+,

Un(x, 0) = U0
n(x), em (0, L),

(18)

onde temos

A(Un) =

 −un,xxx − a3vn,xxx

− r

b1

vn,x −
b2a2

b1

un,xxx −
1

b1

vn,xxx


e

fn(Un) =

 −an(un)un,x − vnvn,x − a2(unvn)x − b(x)un

−an(vn)

b1

vn,x −
b2a2

b1

unun,x −
b2a1

b1

(unvn)x −
b(x)

b1

vn

 .

O objetivo é passar o limite quando n → ∞ em (18) e mostrar que U é solução fraca do

problema. No entanto, a principal dificuldade reside no estudo dos termos não-lineares.

Considere as seguintes notações,

Jn(u) :=

∫ u

0

an(s) ds e Jn(U) := (Jn(u), Jn(v)).

Afirmação 1: Para qualquer T > 0 e β ∈
(

1,
6

p+ 1

]
a sequência {Jn(Un)}n∈N é limitada

no espaço Lβ(0, T ; [Lβ(0, L)]2).

De fato, por (16), temos

|Jn(un)| 6
∫ un

0

|an(s)| ds 6
∫ un

0

C(1 + |s|p) ds 6 C(1 + |un|p+1).

para algum C > 0 constante que não depende de n. Dáı, segue que

|Jn(un)|β 6 C(1 + |un|β(p+1)).

Note ainda que β(p + 1) ∈ ( p + 1, 6 ], logo
β(p+ 1)− 2

2
6 2. Assim combinando o Lema

3.2.3 e o Lema 2.6.5, obtemos
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∫ T

0

∫ L

0

|Jn(un)|β dx dt 6 C

{
TL+

∫ T

0

∫ L

0

|un|β(p+1) dx dt

}
6 C

{
TL+

∫ T

0

[
‖un‖β(p+1)−2

L∞(0,L)

(∫ L

0

|un|2 dx
)]

dt

}
6 C

{
TL+

∫ T

0

‖un‖
β(p+1)−2

2

L2(0,L) ‖un,x‖
β(p+1)−2

2

L2(0,L) ‖un‖
2
L2(0,L) dt

}
6 C

{
TL+ ‖un‖

β(p+1)
2

+1

C(0,T ;L2(0,L))

∫ T

0

‖un,x‖
β(p+1)

2
−1

L2(0,L) dt

}
6 C

{
TL+ ‖(u0, v0)‖β(p+1)

X T
}
6 C = C(T ; ‖U0‖X).

Analogamente, ∫ T

0

∫ L

0

|Jn(vn)|β dx dt 6 C = C(T ; ‖U0‖X),

isso completa a prova da afirmação 1.

Afirmação 2: Para qualquer T > 0 e β ∈ ( 1, 6
p+1

] a sequência {Un,t}n∈N é limitada em

Lβ(0, T ; [H−2(0, L)]2).

Com efeito, note que 2 6 p < 4 dáı 1 < β 6 2. Aplicando a Proposição 2.5.3 item (vi) e

como

L1(0, L) ⊂ Lβ(0, L) ⊂ L2(0, L) ↪→ H−1(0, L) ↪→ H−2(0, L),

temos que

L2(0, T ;L1(0, L)) ⊂ Lβ(0, T ;Lβ(0, L))

⊂ Lβ(0, T ;L2(0, L))

↪→ Lβ(0, T ;H−1(0, L))

↪→ Lβ(0, T ;H−2(0, L)).

Agora iremos verificar que cada termo deA(Un) e fn(Un) são limitadas em Lβ(0, T ;H−2(0, L)).

De fato, em relação a A(Un), como

un, vn ∈ L2(0, T ;H1(0, L)) e L2(0, T ;H1(0, L)) ↪→ Lβ(0, T ;H−2(0, L)),

temos que un,xxx, vn,xxx e vn,x ∈ Lβ(0, T ;H−2(0, L)).
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Em relação a fn(Un), analisemos dois casos:

Primeiro, observemos os termos unun,x, vnvn,x e (unvn)x. Note que,

‖unvn,x‖L2(0,T ;L1(0,L)) 6 ‖un‖L∞(0,T ;L2(0,L)) · ‖vn‖L2(0,T ;H1(0,L)),

logo, unvn,x ∈ L2(0, T ;L1(0, L)) e pelas imersões acima apresentadas conclúımos que

unvn,x ∈ Lβ(0, T ;H−2(0, L)).

Outro caso, são os termos (a(un)un,x; a(vn)vn,x) = ∂xJn(Un). Note que,

Lβ(0, L) ↪→ H−1(0, L) ↪→ H−2(0, L).

Assim, da afirmação 1, conclúımos que ∂xJn(Un) é limitada em [Lβ(0, T ;H−2(0, L))]2.

Por fim, notando que Un,t = A(Un) + fn(Un), obtemos a afirmação 2.

Afirmação 3: Para β ∈
(

1,
6

p+ 1

]
temos que ∂xJn(Un)→ ∂xJ(U) em [D′((0, L)×R+)]2.

Como,

Un é limitada em L2(0, T ; [H1
0 (0, L)]2),

Un,t é limitada em Lβ(0, T ; [H−2(0, L)]2),

onde 1 < β 6 2, e sabendo que [H1
0 (0, L)]2 ↪→c X ↪→ [H−2(0, L)]2, pelo Lema 2.8.8, podemos

obter uma subsequência que denotaremos pelo mesmo ı́ndice n, tal que

Un → U em L2(0, T ;X). (19)

Então, de (16) e (19), temos que

Jn(Un)→ J(U) em (0, L)× R+.

Por outro lado, da afirmação 1, podemos obter uma subsequência, se necessário, tal que

Jn(Un) ⇀ G = (g1, g2) fraco em Lβ(0, T ; [Lβ(0, L)]2),

para alguma G ∈ Lβ(0, T ; [Lβ(0, L)]2). Aplicando o Teorema 2.8.3 (Ergoroff), garantimos

que J(U) = G. Dessa forma, podemos concluir que

Jn(Un)→ J(U) em [D′((0, L)× R+)]2.
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Dáı, segue que

∂xJn(Un)→ ∂xJ(U) em [D′((0, L)× R+)]2.

De (17) e das afirmações 1, 2 e 3, obtemos

Un ⇀∗ U em L∞(0, T ;X) fraco∗

Un ⇀ U em L2(0, T ; [H0
1 (0, L)]2) fraco

Un → U em L2(0, T ;X)

Jn(Un)→ J(U) em [D′((0, L)× (0, T )]2.

(20)

Finalmente, combinando as convergências (20) podemos passar o limite fraco no sistema

(18). No entanto, para concluir que U é uma solução fraca resta provar que U satisfaz

U(x, 0) = U0(x) e U ∈ Cω([0, T ];X).

Com efeito, como

Un é limitada em L∞(0, T ;X),

Un,t é limitada em Lβ(0, T ; [H−2(0, L)]2),

e sabendo que X ↪→ [H−1(0, L)]2 ↪→ [H−2(0, L)]2, pelo Lema 2.8.8, temos

Un → U em C([0, T ]; [H−1(0, L)]2).

Em particular,

U0(x) = Un(x, 0)→ U(x, 0).

Além disso, como X ↪→ [H−1(0, L)]2, pelo Lema 2.8.5, obtemos que U ∈ Cω([0, T ];X).

Portanto,

U ∈ Cω([0, T ];X) ∩ L2(0, T ; [H1
0 (0, L)]2).
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4 ESTABILIZAÇÃO EXPONENCIAL

Neste caṕıtulo, chegamos no objetivo principal do trabalho, provar o decaimento expo-

nencial uniforme da energia E(t) associada ao sistema (1)–(3). Para isso utilizaremos o

argumento de “Compacidade-Unicidade”, o qual reduz nosso problema a provar uma pro-

priedade de continuação única para uma classe de soluções do sistema. Contudo, devido

as não-linearidades e da falta de regularidade das soluções obtidas, faz-se necessário uma

desigualdade de Carleman para que possamos derivar uma propriedade de continuação única

para soluções fracas do sistema.

4.1 Uma estimativa de Carleman

Inicialmente observe que,
A(U) = − 1

b1

A1Uxxx −
1

b1

A2Ux,

f(U) = − 1

b1

[B(U) + C(U)]Ux −
1

b1

DU ,

onde,

U =

 u

v

 , B(U) =

 b1a2v b1a1v + a2b1u

b2a2u+ b2a1v b2a1u

 , A2 =

 0 0

0 r

 ,

A1 =

 b1 b1a3

b2a3 1

 , C(U) =

 b1a(u) 0

0 a(v)

 , D =

 b1b(x) 0

0 b(x)

 .

Assim, multiplicando o sistema (1)–(3) por b1, obtemos,

b1Ut + A1Uxxx + [A2 +B(U) + C(U)]Ux +DU = 0. (21)
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Vamos agora linearizar o sistema (21). Substitua

[A2 +B(U) + C(U)] por B1 =

 f1 f2

f3 f4

 ,

onde fi = fi(x, t), i = 1, 2, 3, 4, são funções reais. Além disso, a matriz A1 possui dois

autovalores reais, então existe uma matriz inverśıvel P ∈M2×2(R), tal que A1 = PQP−1, na

qual Q é uma matriz diagonal dada por

Q =

 λ1 0

0 λ2

 ,

onde λ1 e λ2 são os autovalores de A1. Portanto, fazendo a mudança de variável Ũ = P−1U ,

obtemos

b1Ũt + B̃1Ũx +QŨxxx = 0 (22)

e é nesse sistema que vamos estabelecer a estimativa de Carleman.

Observe que a mudança de variável é feita com o intuito de simplificar o sistema, já que os

termos de acoplamento passam a ser de primeira ordem, esse fato não interfere no resultado,

pois valendo a propriedade de continuação para (22), também valerá para o sistema sem a

mudança de variável.

Note que o sistema (22) é equivalente à

L Ũ = 0,

onde L é da forma

L =

 L1 f̃2∂x

f̃3∂x L2

 ,

com L1 e L2 dados por

L1 = b1∂t + λ1∂
3
x + f̃1∂x e L2 = b1∂t + λ2∂

3
x + f̃4∂x.

Por simplicidade, desprezemos a notação “∼”, ficando claro que a partir daqui utilizare-

mos a equação (22).

A fim de estabelecer o resultado, considere o seguinte espaço

V = {q ∈ L2(0, T ;H3(0, L))∩H1(0, T ;H1(0, L)); q(0, t) = q(L, t) = qx(L, t) = qxx(L, t) = 0},
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munido da norma

‖q‖V =
{
‖q‖2

L2(0,T ;H3(0,L)) + ‖qt‖2
L2(0,T ;H1(0,L))

} 1
2
,

e notando que V ⊂ C([0, T ];H2(0, L)).

Com toda a notação anteriormente apresentada, podemos enunciar o teorema, foco prin-

cipal deste caṕıtulo. A prova é obtida seguindo os argumentos desenvolvidos em [28] e [30].

Teorema 4.1.1. Sejam T, L,R números positivos e fi ∈ V , tais que ‖fi‖V 6 R, para

1 6 i 6 4. Então existe uma função suave positiva ψ definida em [0, L] e duas constantes

C > 0 e s0 > 0 tais que para qualquer Φ ∈ V × V e s > s0 temos,∫ T

0

∫ L

0

{
s5

t5(T − t)5
|Φ|2 +

s3

t3(T − t)3
|Φx|2 +

s

t(T − t)
|Φxx|2

}
e−2s

ψ(x)
t(T−t) dx dt

6 C

∫ T

0

∫ L

0

|LΦ|2e−2s
ψ(x)
t(T−t) dx dt.

Demonstração:

Sejam R > 0, e fi ∈ V tais que ‖fi‖V < R, para i = 1, 2, 3, 4. Considere ψ = ψ(x) uma

função positiva de classe C3 em [0, L] e denote ϕ(x, t) = ψ(x)
t(T−t) . Dados q, p ∈ V e s > 0,

defina

u = e−sϕp e v = e−sϕq.

Além disso, considere

W := e−sϕL(p, q) =

 e−sϕL1(p) + e−sϕf2∂x(q)

e−sϕf3∂x(p) + e−sϕL2(q)

 .

Note que,

ω1 := e−sϕL1(p) = e−sϕL1(espu) = e−sϕ(b1∂t(e
spu) + λ1∂

3
x(e

spu) + f1∂x(e
spu))

= b1sϕtu+ b1ut + sf1ϕxu+ f1ux + λ1s
3ϕ3

xu+ 3λ1s
2ϕxϕxxu+ 3λ1s

2ϕ2
xux

+ λ1sϕxxxu+ 3λ1sϕxxux + 3λ1sϕxuxx + λ1uxxx.

Podemos reorganizar a expressão, e obter

ω1 := [s(b1ϕt + f1ϕx + λ1ϕxxx) + 3λ1s
2ϕxϕxx + λ1(sϕx)

3]u

+ [f1 + 3λ1sϕxx + 3λ1(sϕx)
2]ux + [3λ1sϕx]uxx + λ1uxxx + b1ut

:= Au+Bux + Cuxx + λ1uxxx + b1ut,

(23)
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onde,

A := s(b1ϕt + f1ϕx + λ1ϕxxx) + 3λ1s
2ϕxϕxx + λ1(sϕx)

3,

B := f1 + 3λ1sϕxx + 3λ1(sϕx)
2,

C := 3λ1sϕx.

Analogamente, para ω2 := e−sϕL2(q), obtém-se

ω2 := [s(b1ϕt + f4ϕx + λ2ϕxxx) + 3λ2s
2ϕxϕxx + λ2(sϕx)

3]v

+ [f4 + 3λ2sϕxx + 3λ2(sϕx)
2]vx + [3λ2sϕx]vxx + λ2vxxx + b1vt

:= Ev + Fvx +Gvxx + λ2vxxx + b1vt

onde,

E := s(b1ϕt + f4ϕx + λ2ϕxxx) + 3λ2s
2ϕxϕxx + λ2(sϕx)

3,

F := f4 + 3λ2sϕxx + 3λ2(sϕx)
2,

G := 3λ2sϕx.

Observe que ω1 e ω2 são similares, de modo que só diferem em λ1 e f1 em vez de λ2 e f4.

Dessa forma, analisemos apenas ω1 sendo os resultados análogos para ω2.

Denote por,
Ã := A− sf1ϕx − 3λ1s

2ϕxϕxx = sb1ϕt + sλ1ϕxxx + λ1s
3(ϕx)

3,

B̃ := B − f1 − δ1λ1sϕxx = (3− δ1)λ1sϕxx + 3λ1s
2(ϕx)

2,

onde δ1 ∈ (0, 1). Com isso, definimos agora os operadores auto-adjuntos simétrico e anti-

simétrico dados por 
M1(u) := b1ut + λ1uxxx + B̃ux,

M2(u) := Ãu+ Cuxx,

de modo que obtemos

M1(u) +M2(u) = ω1 − (sf1ϕx + 3λ1s
2ϕxϕxx)u− (f1 + δ1λ1sϕxx)ux,

onde δ1 será definido posteriormente.



65

Então, se |f1| 6 δ1λ1s|ϕxx| para todo (x, t) ∈ Ω = (0, L)× (0, T ), segue que

‖M1(u) +M2(u)‖2
L2(Ω)

6 ‖ω1‖2
L2(Ω) + s2‖(f1 + 3λ1sϕxx)ϕxu‖2

L2(Ω) + ‖(f1 + δ1λ1sϕxx)ux‖2
L2(Ω)

6 3
(
‖ω1‖2

L2(Ω) + (3 + δ1)2s4λ2
1‖ϕxxϕxu‖2

L2(Ω) + 4δ2
1λ

2
1s

2‖ϕxxux‖2
L2(Ω)

)
.

(24)

Isto é posśıvel se tomarmos s suficientemente grande e |ψ′′(x)| > 0 sobre [0, L], uma vez que

temos ‖f1‖L∞ 6 K‖f1‖V 6 KR para algum K > 0. Por outro lado,

‖M1(u) +M2(u)‖2
L2(Ω) = ‖M1(u)‖2

L2(Ω) + ‖M2(u)‖2
L2(Ω)

+ 2

∫ T

0

∫ L

0

M1(u)M2(u) dx dt. (25)

De agora em diante, vamos utilizar a seguinte notação∫∫
u :=

∫ T

0

∫ L

0

u(x, t) dx dt e

∫
u :=

∫ T

0

u(L, t) dt.

Analisando o último termo de (25), temos

2

∫ T

0

∫ L

0

M1(u)M2(u) dx dt := 2

∫∫
M1(u)M2(u) = 2

∫∫
M1(u)[Ãu+ Cuxx]

= 2

∫∫
M1(u)Ãu+ 2

∫∫
(b1ut + λ1uxxx + B̃ux)Cuxx

=

∫∫
2M1(u)Ãu+

∫∫
2b1utCuxx +

∫∫
2(λ1uxxx + B̃ux)Cuxx

:= I1 + I2 + I3 .

(26)

Assim, integrando por partes e utilizando o fato de que p ∈ V , obtemos



66

I1 :=

∫∫
2M1(u)Ãu =

∫∫
2Ãu(b1ut + λ1uxxx + B̃ux)

=

∫∫
b1(u2)tÃt +

∫∫
2λ1uuxxxÃ+

∫∫
ÃB̃(u2)x

= −
∫∫

b1u
2Ãt −

∫∫
2λ1uxx(uÃ)x −

∫∫
u2(ÃB̃)x

= −
∫∫

b1u
2Ãt −

∫∫
2λ1uxuxxÃ−

∫∫
2λ1uuxxÃx −

∫∫
u2(ÃB̃)x

= −
∫∫

b1u
2Ãt −

∫∫
λ1((ux)

2)xÃ+

∫∫
2λ1ux(uÃx)x −

∫∫
u2(ÃB̃)x

= −
∫∫

b1u
2Ãt −

∫
λ1(ux)

2Ã+

∫∫
λ1(ux)

2Ãx +

∫∫
2λ1ux(uÃx)x −

∫∫
u2(ÃB̃)x

= −
∫∫

b1u
2Ãt −

∫
λ1(ux)

2Ã+

∫∫
3λ1(ux)

2Ãx +

∫∫
λ1(u2)xÃxx −

∫∫
u2(ÃB̃)x

= −
∫∫

b1u
2Ãt −

∫
λ1(ux)

2Ã+

∫∫
3λ1(ux)

2Ãx −
∫∫

λ1u
2Ãxxx −

∫∫
u2(ÃB̃)x

= −
∫∫

(b1Ãt + λ1Ãxxx + (ÃB̃)x)u
2 −

∫
λ1(ux)

2Ã+

∫∫
3λ1(ux)

2Ãx,

I2 :=

∫∫
2b1utCuxx = −

∫∫
2b1Cxutux −

∫∫
2b1Cutxux

= −
∫∫

2b1Cutxux +

∫∫
2Cxux(Au+Bux + Cuxx + λ1uxxx − ω1)

=

∫∫
b1Ct(ux)

2 −
∫∫

(CxA)xu
2 +

∫∫
2CxB(ux)

2 +

∫
CxC(ux)

2 −
∫∫

(CxC)x(ux)
2

+

∫
2Cxλ1uxuxx −

∫∫
2λ1Cxxuxuxx −

∫∫
2λ1Cx(uxx)

2 −
∫∫

2Cxuxω1

= −
∫∫

(CxA)xu
2 +

∫∫
(ux)

2 · (b1Ct + 2CxB − (CCx)x + λ1Cxxx)

+

∫
(CxC(ux)

2 + 2λ1Cxuxuxx − λ1Cxx(ux)
2)−

∫∫
2λ1Cx(uxxx)

2 −
∫∫

2Cxuxω1,

e

I3 :=

∫∫
2(λ1uxxx + B̃ux)Cuxx =

∫∫
2λ1uxxxuxxC +

∫∫
2B̃Cuxuxx

=

∫
λ1C(uxx)

2 −
∫∫

λ1Cx(uxx)
2 +

∫
B̃C(ux)

2 −
∫∫

(B̃C)x(ux)
2 .
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Dáı, substituindo as identidades em (27), segue que

2

∫∫
M1(u)M2(u) = I1 + I2 + I3

=

∫∫
u2[−b1Ãt − λ1Ãxxx − (ÃB̃)x − (CxA)x]

+

∫∫
(ux)

2[3λ1Ãx + b1Ct + 2CxB − (CCx)x + λ1Cxxx − (B̃C)x]

+

∫
(ux)

2[−λ1Ã+ CxC − λ1Cxx + B̃C]−
∫∫

3λ1Cx(uxx)
2 −

∫∫
2Cxω1ux

+

∫
λ1C(uxx)

2 +

∫
2λ1Cxuxuxx

:=

∫∫
u2D̃ +

∫∫
(ux)

2Ẽ +

∫
(ux)

2F̃

+

∫
λ1C(uxx)

2 +

∫
2λ1Cxuxuxx −

∫∫
3λ1Cx(uxx)

2 −
∫∫

2Cxuxω1.

(27)

Substituindo (25) em (27), temos que

‖M1(u) +M2(u)‖2
L2(Ω) = ‖M1(u)‖2

L2(Ω) + ‖M2(u)‖2
L2(Ω) +

∫∫
D̃u2 +

∫∫
Ẽu2

x +

∫
F̃ u2

v

+

∫
λ1Cu

2
xx +

∫
2λ1Cxuxuxx −

∫∫
3λ1Cxu

2
xx −

∫∫
2Cxω1ux .

Agora, observe que

2

∣∣∣∣∫∫ ω1Cxux

∣∣∣∣ 6 ε

∫∫
(Cx)

2(ux)
2 +

1

ε

∫∫
ω2

1, (28)

para algum ε > 0, e

2

∣∣∣∣∫ λ1Cxuxuxx

∣∣∣∣ 6 λ1

∫
(uxx)

2 + λ1

∫
(Cx)

2(ux)
2. (29)

Utilizando (24), (28) e (29), implica que

∫∫
D̃u2 +

∫∫
Ẽu2

x +

∫
F̃ u2

x +

∫
λ1Cu

2
xx −

∫∫
3λ1Cxu

2
xx + ‖M1(u)‖2

L2(Ω) + ‖M2(u)‖2
L2(Ω)

= ‖M1(u) +M2(u)‖2
L2(Ω) + 2

∫∫
Cxuxω1 − 2

∫
λ1Cxuxuxx

6 3
(
‖ω1‖2

L2(Ω) + λ2
1s

4(3 + δ1)2‖ϕxxϕxu‖2
L2(Ω) + 4δ2

1λ
2
1s

2‖ϕxxux‖2
L2(Ω)

)
+ ε

∫∫
C2
xu

2
x

+
1

ε

∫∫
ω2

1 + λ1

∫
u2
xx + λ1

∫
C2
xu

2
x.
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Conclúımos assim que,∫∫ (
D̃ − 3(3 + δ1)2λ2

1s
4ϕxϕxx

)
u2 +

∫∫ (
Ẽ − ε C2

x − 12δ2
1λ

2
1s

2ϕ2
xx

)
u2
x

+

∫
(F̃ − λ1C

2
x)u2

x +

∫
(λ1C − λ1)u2

xx −
∫∫

3λ1Cxu
2
xx

6

(
3 +

1

ε

)∫∫
ω2

1.

(30)

A função ψ e as constante δ1, ε e s0, que foram definidas no enunciado do Teorema 4.1.1,

são escolhidas de tal forma que as funções entre parênteses no lado esquerdo de (30) sejam

positivas.

Por outro lado, as funções f1 e f1x que aparecem em A, B, D̃ e Ẽ satisfazem

‖f1‖L∞(Ω) + ‖f1x‖L∞(Ω) 6 K‖f1‖V 6 KR,

logo são uniformemente limitadas.

Note que,

Ax = sb1ϕtx + sf1ϕxx + λ1sϕxxxx + 3λ1s
2ϕ2

xx + 3λ1s
2ϕxϕxxx + 3λ1sϕ

2
xϕxx ;

Ãt = sb1ϕtt + sλ1ϕxxxt + 3λ1s
3ϕ2

xϕxt ;

Ãx = sb1ϕtx + sλ1ϕxxxx + 3λ1s
3ϕ2

xϕxx ;

Ãxxx = sb1ϕtxxx + sλ1ϕxxxxxx + 6λ1s
3ϕ2

xx + 3λ1s
3ϕ2

xϕxxxx + 18λ1s
3ϕxϕxxϕxxx ;

B̃x = (3− δ1)λ1sϕxxx + 6λ1s
2ϕxϕxx ;

(ÃB̃)x = (3− δ1)s2b1λ1ϕtxϕxx + (3− δ1)s2b1λ1ϕtϕxxx + (3− δ1)λ2
1s

4ϕ3
xϕxxx

+ 3(3− δ1)λ2
1s

4ϕ2
xϕ

2
xx + 6λ3

1b1ϕtϕxϕxx + 6λ2
1s

3ϕxϕxxϕxxx + 15λ2
1s

5ϕ4
xϕxx ;

(CCx) = 9λ2
1s

2ϕxϕxx ;

(CCx)x = 9λ2
1s

2ϕ2
xx + 9λ2

1s
2ϕxϕxxx ;
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(CxA)x = 3λ1s
2b1ϕtϕxxx + 3λ1s

2f1ϕxϕxxx + 3λ2
1s

2ϕ2
xxx + 9λ2

1s
3ϕxϕxxϕxxx + 3λ2

1s
4ϕ3

xϕxxx

+ 3λ1s
2b1ϕtxϕxx + 3λ1s

2f1xϕxϕxx + 3λ1s
2ϕ2

xxf1 + 3λ2
1s

2ϕxxϕxxxx + 9λ2
1s

3ϕ3
xx

+ 9λ2
1s

3ϕxϕxxϕxxx + 6λ2
1s

4ϕxϕ
2
xx ;

(CxB) = 3λ1sf1ϕxx + 9λ2
1s

2ϕ2
xx + 9λ2

1s
3ϕ2

xϕxx ;

(CB̃) = 9λ2
1s

3ϕ3
x + 3(3− δ1)λ2

1s
2ϕxϕxx ;

(CB̃)x = 18λ2
1s

3ϕ2
xϕxx = 3(3− δ1)λ2

1s
2ϕxϕxxx + 9λ2

1s
3ϕ2

xϕxx + 3(3− δ1)λ2
1s

2ϕ2
xx .

Agora, relembre que,

D̃ = −b1Ãt − λ1Ãxxx − (ÃB̃)x − (CxA)x ,

Ẽ = 3λ1Ãx + b1Ct + 2CxB − (CCx)x + λ1Cxxx − (CB̃)x ,

F̃ = −λ1Ã+ CxC − λ1Cxx + CB̃ .

Substituindo as identidades anteriormente mencionadas em D̃, Ẽ e F̃ , temos que

D̃ − 3(3 + δ1)2λ1s
4ϕ2

xϕ
2
xx = −15λ2

1(ψ′(x))4ψ′′(x)
s5

t5(T − t)5
+O

(
s4

t4(T − t)4

)
,

quando s→∞. Além disso, para s suficientemente grande e escolhendo

|ψ′(x)| > 0 e ψ′′(x) < 0, ∀ x ∈ [0, L],

obtemos para alguma constante K1 > 0,

D̃ − 3(3 + δ1)2λ1s
4ϕ2

xϕ
2
xx > K1

s5

t5(T − t)5
. (31)

Segue também que

Ẽ − ε C2
x − 12δ2

1λ
2
1s

2ϕ2
xx = O

(
s

t(T − t)

)
+

s2

t2(T − t)2

[
λ2

1(3δ1 − 9ε− 12δ2
1)(ψ′′(x))2 + (3δ1 − 18)λ2

1ψ
′(x)ψ′′′(x)

]
,

quando s→∞. Tomando s suficientemente grande, δ1, ε > 0 tais que 3δ1 − 9ε− 12δ2
1 > 0 e

escolhendo

ψ′′(x) 6= 0 e ψ′(x)ψ′′′(x) 6 0, ∀ x ∈ [0, L],
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obtemos para alguma constante K2 > 0,

Ẽ − ε C2
x − 12δ2

1λ
2
1ϕxx > K2

s2

t2(T − t)2
. (32)

Por fim, de forma análoga, temos

F̃ − λ1C
2
x = 8λ2

1(ψ′(x))3 s3

t3(T − t)3
+O

(
s2

t2(T − t)2

)
> K3

s3

t3(T − t)3
, (33)

− 3λ1Cx = −9λ2
1ψ
′′(x)

s

t(T − t)
> K4

s

t(T − t)
(34)

e

λ1C − λ1 = 3λ2
1ψ
′(x)

s

t(T − t)
− λ1 > K5

s

t(T − t)
, (35)

onde K3, K4 e K5 são constantes positivas, s suficientemente grande e

ψ′′(x) < 0 e ψ′(x) > 0,∀ x ∈ [0, L].

De modo geral, analisando a função ψ, vemos que

ψ ∈ C3([0, L]), ψ > 0, ψ′ > 0, ψ′′ < 0 e ψ′ψ′′′ 6 0 em [0, L],

assim, vamos considerar a função ψ(x) = 1+4L2 +x(3L−x), que satisfaz as condições acima

mencionados. Então, usando (31)–(35), e tomando s suficientemente grande, deduzimos que∫∫ {
s5

t5(T − t)5
u2 +

s2

t2(T − t)2
u2
x +

s

t(T − t)
u2
xx

}
6 K6

∫∫
ω2

1 ,

para alguma constante K6 =

(
3 +

1

ε

)
1

min{K1, K2, K4}
> 0.

A fim de melhorar a estimativa acima, note que∫∫
s3

t3(T − t)3
u2
x = −

∫∫
s3

t3(T − t)3
uuxx

6
1

2

{∫∫
s5

t5(T − t)5
u2 +

∫∫
s

t(T − t)
u2
xx

}
6
K6

2

∫∫
ω2

1 .

Logo, para s suficientemente grande, obtemos∫∫ {
s5

t5(T − t)5
u2 +

s3

t3(T − t)3
u2
x +

s

t(T − t)
u2
xx

}
6

3K6

2

∫∫
ω2

1 . (36)
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Com cálculos análogos, temos também∫∫ {
s5

t5(T − t)5
v2 +

s3

t3(T − t)3
v2
x +

s

t(T − t)
v2
xx

}
6

3K7

2

∫∫
ω2

2 , (37)

para alguma constante K7 > 0.

Defina Φ =

 p

q

. Recordando que,

u = e−sϕp, v = e−sϕq, ω1 = L1(p)e−sϕ, ω2 = L2(q)e−sϕ, ϕ(x, t) =
ψ(x)

t(T − t)
,

e combinando (36) e (37), temos

I :=

∫∫ {
s5

t5(T − t)5
|Φ|2 +

s3

t3(T − t)3
|Φx|2 +

s

t(T − t)
|Φxx|2

}
e
−2sψ(x)
t(T−t)

6 C0

∫∫ {
L1(p)2 + L2(q)2

}
e
−2sψ(x)
t(T−t) ,

onde C0 = C0(L, T,R). Note ainda que,

C0

∫∫
|f2qx|2e−2sϕ 6 C0‖f2‖2

L∞(Ω)

∫∫
|qx|2e−2sϕ 6

1

4
I

e

C0

∫∫
|f3px|2e−2sϕ 6 C0‖f3‖2

L∞(Ω)

∫∫
|px|2e−2sϕ 6

1

4
I.

Com isso, podemos obter

1

2
I + 2C0

∫∫
|f2qx|2e−2sϕ 6

1

2
I +

1

2
I = I 6 C0

∫∫ {
L1(p)2 + L2(q)2

}
e−2sϕ.

Consequentemente,

1

2
I 6 C0

∫∫ {
L1(p)2 + L2(q)2 − 2|f2qx|2

}
e−2sϕ

e
1

2
I 6 C0

∫∫ {
L2

1(p) + L2
2(q)− 2|f3px|2

}
e−2sϕ.

Logo,

I 6 C0

∫∫ {
L2

1(p) + L2
2(q)− 2|f2qx|2 − 2|f3px|2

}
e−2sϕ.
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Além disso, temos a seguinte relação

|L1(p)|2 6 2|L1(p) + f2qx|2 + 2|f2qx|2

e

|L2(q)|2 6 2|L2(q) + f3px|2 + 2|f3px|2.

Portanto,∫ T

0

∫ L

0

{
s5

t5(T − t)5
|Φ|2 +

s3

t3(T − t)3
|Φx|2 +

s

t(T − t)
|Φxx|2

}
e
−2sψ(x)
t(T−t) dx dt

6 2C0

∫ T

0

∫ L

0

{
(L1(p) + f2qx)

2 + (L2(q) + f3px)
2
}
e
−2sψ(x)
t(T−t) dx dt

6 C

∫ T

0

∫ L

0

|LΦ|2e
−2sψ(x)
t(T−t) dx dt ,

provando assim o resultado.

4.2 Propriedade de continuação única

Enunciaremos a seguir o primeiro passo para estabelecer o resultado de continuação única.

Proposição 4.2.1. Sejam T e l números positivos. Se U ∈ L∞(0, T ; [H1(0, L)]2) e resolve,
b1Ut + A1Uxxx + A2Ux + [B(U) + C(U)]Ux = 0, em (0, l)× (0, T ),

U(0, t) = 0, para t ∈ (0, T ),

U ≡ 0, em (l′, l)× (0, T ),

com A1, A2, B(U) e C(U) definidos em (21), a função “a”em C(U) de classe C0(R;R) e

ainda 0 < l′ < l. Então, U ≡ 0 em (0, l)× (0, T ).

Demonstração:

Seja Ũ satisfazendo as hipóteses do problema e considere a função Ũ [h] :=
(
ũ[h], ṽ[h]

)
conforme é definido no Teorema 2.8.4. Então para T ′ < T e h suficientemente pequeno,

Ũ [h] ∈ W 1,∞(0, T ′; [H1
0 (0, l)]2) e resolve,

b1Ũ [h]
t + A1Ũ [h]

xxx + A2Ũ [h]
x + ([B(Ũ) + C(Ũ)]Ũx)[h] = 0, em (0, l)× (0, T ),

Ũ [h](0, t) = 0, para t ∈ (0, T ),

Ũ [h] ≡ 0, em (l′, l)× (0, T ).

(38)
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Observemos agora que,

(i) Ũ [h] ∈ L∞(0, T ′; [H3(0, l)]2) ;

(ii) Ũ [h](0, t) = Ũ [h](l, t) = Ũ [h]
x (l, t) = Ũ [h]

xx (l, t) = 0 ;

(iii) Defina, A2 := B̃1 =

 f̃1 f̃2

f̃3 f̃4

, ou seja, f̃1 = f̃2 = f̃3 = 0 e f̃4 = r .

De fato, de (38) temos que Ũ [h]
xxx ∈ L∞(0, T ′;X) o que nos permite concluir (i), bem como

(ii) combinando Ũ [h](0, t) = 0 em (0, T ′) e Ũ [h] ≡ 0 em (l′, l) × (0, T ′). Assim, recordando o

Teorema 4.1.1, observamos que T ′, l e r são números positivos, de (i) e (ii) garantimos que

Ũ [h] ∈ V × V , e a partir de (iii) podemos afirmar que f̃i ∈ V com ‖f̃i‖V 6 r, 1 6 i 6 4.

Como vimos na seção 4.1, existe uma matriz inverśıvel P tal que A1 = PQP−1. Para

efeito de cálculos, considere

P :=

 c d

e f

 e Q :=

 λ1 0

0 λ2

 .

onde λ1 e λ2 são os autovalores de A. Fazendo a mudança de variável,

U = P−1Ũ ⇒ Ũ = PU ,

obtemos a equação

b1PU [h]
t + A1PU [h]

xxx + A2PU [h]
x = [(−B(PU)− C(PU)PUx)][h] .

Agora, multiplicando a igualdade acima por P−1, temos

b1U [h]
t +B1U [h]

x +QU [h]
xxx =

[
P−1(−B(PU)− C(PU)PUx)

][h]
:= L(U [h]) ,

onde B1 = P−1A2P e L são definidos conforme as notações da seção 4.1.

Dessa forma, podemos aplicar o Teorema 4.1.1, ou seja, existem constantes C > 0, s0 > 0

e uma função suave positiva ψ em [0, l], tal que para s > s0, temos
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∫ T ′

0

∫ l

0

{
s5

t5(T ′ − 5)5
|U [h]|2 +

s3

t3(T ′ − t)3
|U [h]
x |2 +

s

t(T ′ − t)
|U [h]
xx |2

}
e
−2sψ(x)

t(T ′−t) dx dt

6 C

∫ T ′

0

∫ l

0

∣∣L (U [h]
)∣∣2 e−sψ(x)

t(T ′−t) dx dt

= C

∫ T ′

0

∫ l

0

∣∣∣[P−1(B(PU) + C(PU))PUx
][h]
∣∣∣2 e−2sψ(x)

t(T ′−t) dx dt

6 C

{∫∫ ∣∣∣(a(cu+ dv)ux)
[h]
∣∣∣ e−2sϕ +

∫∫ ∣∣∣(a(eu+ fv)vx)
[h]
∣∣∣ e−2sϕ

+

∫∫ ∣∣∣(a(eu+ fv)ux)
[h]
∣∣∣ e−2sϕ +

∫∫ ∣∣∣(a(cu+ dv)vx)
[h]
∣∣∣ e−2sϕ

+

∫∫ ∣∣(uux)[h]
∣∣2 e−2sϕ +

∫∫ ∣∣(vvx)[h]
∣∣2 e−2sϕ +

∫∫ ∣∣(uvx)[h]
∣∣2 e−2sϕ

+

∫∫ ∣∣(vux)[h]
∣∣2 e−2sϕ

}
:= C

{
8∑
i=1

Ii

}
,

onde C > 0 é uma constante e ϕ(x, t) =
ψ(x)

t(T ′ − t)
. Observe que,

I1 :=

∫∫ ∣∣∣(a(cu+ dv)ux)
[h]
∣∣∣2 · e−2sϕ

6 2

∫∫ [∣∣∣(a(cu+ dv)ux)
[h] − a(cu+ dv)u[h]

x

∣∣∣2] e−2sϕ +

∫∫ ∣∣a(cu+ dv)u[h]
x

∣∣2 e−2sϕ

:= I11 + I12 .

Como a(cu+ dv) ∈ L∞(0, T ′;L∞(0, l)), temos que

I12 :=

∫∫ ∣∣a(cu+ dv)u[h]
x

∣∣2 e−2sϕ 6 C12

∫∫ ∣∣u[h]
x

∣∣2 e−2sϕ 6 C12

∫∫ ∣∣U [h]
x

∣∣2 e−2sϕ .

Aplicando a mesma ideia para cada i = 1, . . . , 8, obtemos

Ii2 6 Ci2

∫∫ ∣∣U [h]
x

∣∣2 e−2sϕ .

Dáı, garantimos que∫∫ {
s5

t5(T ′ − t)5
|U [h]|2 +

(
s3

t3(T ′ − t)3
− C

8∑
i=1

Ci2

)
|U [h]
x |2 +

s

t(T ′ − t)
|U [h]
xx |2

}
e−2sϕ

6 C
8∑
i=1

Ii1 ,
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tomando, se necessário, s0 cada vez maior a fim de garantir que para todo s > s0 sempre

tenhamos (
s3

t3(T ′ − t)3
− C

8∑
i=1

Ci2

)
> 0.

Vejamos agora o termo,

I11 := 2

∫∫ ∣∣∣(a(cu+ dv)ux)
[h] − a(cu+ dv)u[h]

x

∣∣∣2 e−2sϕ.

Como a(cu+ dv)ux ∈ L2(0, T ′;L2(0, l)), aplicando o Teorema 2.8.4, quando h→ 0 obtemos
(a(cu+ dv)ux)

[h] → a(cu+ dv)ux, em L2(0, T ′;L2(0, l)),

a(cu+ dv)u
[h]
x → a(cu+ dv)ux, em L2(0, T ′;L2(0, l)).

Sabendo que e−sϕ 6 1, para s suficientemente grande, segue que I11 → 0 quando h → 0.

Essa análise é equivalente a todos os demais termos, ou seja,

Ii1 → 0, ∀ i = 1, . . . , 8, quando h→ 0 .

Consequentemente, quando h→ 0,∫∫ {
s5

t5(T ′ − t)5
|U [h]|2 +

s3

t3(T ′ − t)3
|U [h]
x |2 +

s

t(T ′ − t)
|U [h]
xx |2

}
e−2sϕ → 0 ,

e dáı, segue que U [h] → 0. Por outro lado, pelo Teorema 2.8.4, U [h] → U em L2(0, T ′;X)

quando h→ 0, logo pela unicidade do limite em L2(0, T ′;X) temos U ≡ 0 em (0, l)× (0, T ′).

Em particular, T ′ é tomado arbitrariamente próximo de T , portanto, U ≡ 0 em (0, l)×(0, T ).

Enunciaremos agora o resultado de continuação única desejado nesta seção.

Corolário 4.2.2. Sejam ω ⊂ (0, L), um aberto não vazio e U ∈ L∞(0, T ; [H1(0, L)]2)

solução do sistema
b1Ut + A1Uxxx + A2Ux + [B(U) + C(U)]Ux = 0, em (0, L)× (0, T ),

U(0, t) = 0, para t ∈ (0, T ),

U ≡ 0, em ω × (0, T ),

com A1, A2, B(U), C(U) definidos em (21), e a ∈ C0(R,R). Então, U ≡ 0 em (0, L)×(0, T ).
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Demonstração:

Sem perda de generalidade suponha ω = (l1, l2) com 0 6 l1 6 l2 6 L. Defina, l =
l1 + l2

2
,

logo U satisfaz
b1Ut + A1Uxxx + A2Ux + [B(U) + C(U)]Ux = 0, em (0, l)× (0, T ),

U(0, t) = 0, para t ∈ (0, T ),

U ≡ 0, em (l1, l)× (0, T ).

Assim, pela Proposição 4.2.1, temos U ≡ 0 em (0, l)× (0, T ).

Considere agora uma função W = W (x, t) dada por

W (x, t) = U(L− x, T − t) em (0, L− l)× (0, T ) .

Temos que W satisfaz
b1Wt + A1Wxxx + A2Wx + [B(W ) + C(W )]Wx = 0, em (0, L− l)× (0, T ),

W (L, T − t) = 0, para t ∈ (0, T ),

W ≡ 0, em (L− l2, L− l)× (0, T ),

e novamente, pela Proposição 4.2.1, temos W ≡ 0 em (0, L − l) × (0, T ), isso significa que,

U ≡ 0 em (l, L)× (0, T ). Portanto, U ≡ 0 em (0, L)× (0, T ).

4.3 Estabilização

Como já discutido anteriormente, as soluções fracas de (1)–(3) podem não ser únicas.

Sendo assim, vamos dizer que a solução do sistema é exponencialmente estável se satisfaz a

seguinte propriedade:

Definição 4.3.1. O sistema (1) − (3) é dito localmente uniformemente exponencialmente

estável em X, se para qualquer R > 0, existem constantes positivas C e α, tais que para

qualquer U0 ∈ X com E(0) 6 R e para qualquer solução fraca U de (1)− (3), temos

E(t) 6 CE(0)e−αt, ∀ t > 0.

Se a constante α é independente de R, o sistema (1)− (3) é dito globalmente uniformemente

exponencialmente estável em X.
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Para provar o decaimento exponencial uniforme da energia total E(t), primeiramente

analisaremos um resultado de decaimento local.

Proposição 4.3.2. Sejam a = a(x) uma função de classe C2 e 1 6 p < 4 tal que

|a(x)| 6 C(1 + |x|p), |a′(x)| 6 C(1 + |x|p−1), |a′′(x)| 6 C(1 + |x|p−2), ∀ x ∈ R

onde C > 0 é uma constante. Então, se b satisfaz (5), o sistema (1) − (3) é localmente

uniformemente estável.

Demonstração:

Primeiramente note de (7) que

E(t) =
b1

2
‖U( · , t)‖2

X .

Conforme mencionado na introdução deste trabalho, iremos primeiramente mostrar que a

seguinte desigualdade

E(0)6C
1

2

∫ T

0

{[√
b2ux(0, t)+

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+(1− a2
3b2)v2

x(0, t)+ 2

∫ L

0

b(x)[b2u
2+ v2]dx

}
dt,

ocorre. Para isso, defina:

I(U) :=

∫ T

0

{[√
b2ux(0, t)+

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+(1− a2
3b2)v2

x(0, t)+ 2

∫ L

0

b(x)[b2u
2 + v2]dx

}
dt.

Afirmação 4: Sendo válido as hipóteses da Proposição 4.3.2, para qualquer T > 0 temos,

‖U0‖2
X 6

1

T
‖U‖2

L2(0,T ;X) +
2

b1

∫ T

0

∫ L

0

b(x)(b2u
2 + v2) dx dt

+
1

b1

∫ T

0

{[√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+ (1− a2
3b2)v2

x(0, t)

}
dt.

De fato, na prova do Lema 3.2.3, foi obtido as identidades de I2 à I8 e I10 à I15. Substituindo-

as na equação (12), e assumindo q ≡ p ≡ (T − t), para t ∈ [0, T ], obtemos
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0 =

∫ L

0

{∫ T

0

(T − t)
2

∂t(b2(u2) + b1(v2)) dt

}
dx

+

∫ T

0

(T − t)

{
1

2

[√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+
1

2
(1− a2

3b2)v2
x(0, t)

+

∫ L

0

b(x)[b2u
2 + v2] dx

}
dt

= −Tb2

2

∫ L

0

(u0)2 dx− Tb1

2

∫ L

0

(v0)2 dx+

∫ T

0

∫ L

0

(
b2u

2

2
+
b1v

2

2

)
dx dt

+

∫ T

0

(T − t)

{
1

2

[√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+
1

2
(1− a2

3b2)v2
x(0, t)

+

∫ L

0

b(x)[b2u
2 + v2] dx

}
dt.

Sabendo que
T − t
T

6 1, e colocando
b1

2
em evidência, segue que

‖(u0, v0)‖2
X 6

1

T
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;X) +
2

b1

∫ T

0

∫ L

0

b(x)(b2u
2 + v2) dx dt

+
1

b1

∫ T

0

{[√
b2ux(0, t) +

√
a2

3b2vx(0, t)

]2

+ (1− a2
3b2)v2

x(0, t)

}
dt.

como queŕıamos mostrar.

Pela afirmação 4, obtemos

E(0) =
b1

2
‖U0‖2

X 6
b1

2T
‖U‖2

L2(0,T ;X) +
1

2
I(U).

Logo, basta mostrar que para qualquer T > 0 e R > 0, existe uma constante C(R, T ) > 0

satisfazendo

‖U‖2
L2(0,T ;X) 6 C(R, T )I(U), (39)

para qualquer solução fraca U , sempre que ‖U0‖X 6 R.

Com efeito, suponha, por contradição, que (39) não seja válida. Logo, para cada n ∈ N,

existe uma sequência de funções {Un}, tais que

Un ∈ Cω([0, T ];X) ∩ L2(0, T ; [H1
0 (0, L)]2) , (40)
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é solução do seguinte problema
b1Un,t + A1Un,xxx + [A2 +B(Un) + C(Un)]Un,x +DUn = 0, em (0, L)× R+,

Un(0, t) = Un(L, t) = Un,x(L, t) = 0, em R+,

Un(x, 0) = U0
n(x), em (0, L),

, (41)

com

‖U0
n‖X 6 R , (42)

e valendo a seguinte desigualdade

‖Un‖2
L2(0,T ;X) > nI(Un) , (43)

onde A1, A2, B(Un), C(Un) e D estão definidos em (21).

Denote por δn := ‖Un‖L2(0,T ;X). Pelo Lema 3.2.3 e da condição (42) temos que δn é

limitado. Segue de (43) que,

lim
n→∞

δn
I(Un)

=∞, (44)

consequentemente, I(Un)→ 0 quando n→∞.

Agora considere Zn(x, t) =
1

δn
Un(x, t). Assim, temos para cada n ∈ N, que


‖Zn‖2

L2(0,T ;X) = 1 ;

Zn satisfaz (40)− (44) ;

‖Z0
n‖X é limitada .

(45)

Note que, como δn é limitado, existe δ e uma subsequência, ainda denotada pelo mesmo

ı́ndice, tal que δn → δ. Além disso, temos que |an(δnu)| 6 C(1 + |δn|p|u|p) 6 C(1 + |u|p),

onde C é uma constante positiva. Dessa forma, dos resultados acima e seguindo os argumen-

tos utilizados na prova do Teorema 3.2.6, temos que existe Z tal que

Zn ⇀ Z em L∞(0, T ;X) fraco∗;

Zn ⇀ Z em L2(0, T ; [H1(0, L)]2) fraco;

Zn → Z em L2(0, T ;X);

Zn → Z em C([0, T ]; [H−1(0, L)]2);

C(δnZn)Zn,x → C(δZ)Zx em D′((0, L)× (0, T )).

(46)
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Consequentemente, combinando (45) e (46), temos

|Z‖L2(0,T ;X) = 1, (47)

e pela semicontinuidade inferior da norma, obtemos

I(Z) 6 lim inf
n→∞

I(Zn) = 0. (48)

Devido a (46),(47) e (48) podemos concluir que Z satisfaz b1Zt + A1Zxxx + [A2 + δB(Z) + C(δZ)]Zx +DZ = 0,

Z(0, t) = Z(L, t) = 0,
(49)

em D′((0, L)×(0, T )). Em particular, como b satisfaz (5) e vale (48), conclúımos que I(Z) = 0

em ω ⊂ (0, L), logo

Z ≡ 0 em ω × (0, T ). (50)

Veja que, se Z ∈ L∞(0, T ; [H1(0, L)]2) com as condições (47)–(50) satisfeitas, podemos

aplicar a propriedade de continuação única, Corolário 4.2.2, possibilitando assim concluir que

Z ≡ 0 em (0, L) × (0, T ), contradizendo assim o fato de que ‖Z‖L2(0,T ;X) = 1 e, neste caso,

(39) se verifica, como queŕıamos demonstrar.

Por fim, falta mostrar que

Z ∈ L∞(0, T ; [H1(0, L)]2).

Afirmação 5: Para 0 < t1 < t2 < T , existe um subconjunto (t′1, t
′
2) ⊂ (t1, t2) tal que

Z ∈ L∞(t′1, t
′
2; [H1(0, L)]2).

De fato, conforme foi visto na demonstração do Teorema 3.2.6, para cada solução fraca

Wn, com n ∈ N, é posśıvel obter uma sequência (an)n∈N em C∞0 (R) satisfazendo (17). Segue

que, se Wn for solução de
b1Wn,t + A1Wn,xxx + [A2 + δnB(Wn) + C(δnWn)]Wn,x +DWn = 0,

Wn(0, t) = Wn(L, t) = Wn,x(L, t) = 0,

Wn(x, 0) = Z0
n(x),

obtemos que Wn − Zn → 0 em C([0, T ]; [H−1(0, L)]2), quando n→∞.
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Tome uma sequência (αn)n∈N ⊂
(
t1,

t1+t2
2

)
tal que αn → α, como Wn é limitado em

L2(0, T ; [H1(0, L)]2), para alguma constante C > 0, temos

‖Wn( · , αn)‖[H1(0,L)]2 6 C.

Por outro lado (46), para a sequência Wn, nos garante que

Wn( · , αn + ·)→ Z( · , α + ·) em C([0, ε]; [H−1(0, L)]2),

quando n→∞, para qualquer ε <
t2 − t1

2
.

Consequentemente, do Corolário 3.2.5, para ε suficientemente pequeno, obtemos

Wn( · , αn + ·) ∈ L∞(0, ε; [H1(0, L)]2),

isso nos permite concluir que

Z( · , α + ·) ∈ L∞(0, ε; [H1(0, L)]2),

ou seja,

Z ∈ L∞(t′1, t
′
2; [H1(0, L)]2),

para (t′1, t
′
2) = (α, α + ε).

Combinando o Corolário 4.2.2 com a afirmação 5, temos garantido que Z ≡ 0 em (0, L)×

(t′1, t
′
2). Pelo enunciado da afirmação 5, é posśıvel tomar t2 arbitrariamente próximo de t1,

assim, pela continuidade de Z em H−1(0, L) obtemos Z( · , t) = 0, para todo t ∈ (0, T ).

Portanto, Z ∈ L∞(0, T ; [H1(0, L)]2), como desejávamos.

Retornando ao objetivo principal da demonstração, vimos anteriormente que existe existe

uma constante positiva C(R, T ) := C̃, satisfazendo (39), logo do Lema 3.2.3 obtemos

−E(0) > −C̃I(U) e C̃E(T ) = C̃E(0)− C̃I(U) .

Definindo γ :=
C̃ − 1

C̃
, segue que E(T ) 6 γE(0). Note ainda que,

‖U( · , T )‖2
X 6 |S(T )|2‖U0‖2

X 6 γ‖U0‖2
X .

Das propriedades de semigrupos segue que

|S2(T )| 6 γ ⇒ |S2(kT )| = |S2k(T )| 6 γk, k ∈ N.
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Assim para todo t tal que kT 6 t 6 (k + 1)T , temos

E(t) 6 E(kT ) 6 γkE(0) 6
1

γ
E(0)e

ln γ
T
t,

onde 0 < γ < 1 e k − 1 6
t

T
6 k. Defina C :=

1

γ
, dáı ln γ = − lnC, onde C > 1, denotemos

α :=
lnC

T
, para obter

E(t) 6 CE(0)e−αt, ∀ t ∈ R+,

provando assim o resultado.

Note que a Proposição 4.3.2 garante a estabilidade do sistema em X localmente, uma

vez que a constante α depende de R. Enunciaremos agora o caso global, principal resultado

deste trabalho.

Teorema 4.3.3. Seja a = a(x) uma função de classe C2 tal que |a(x)| 6 C(1+|x|p), |a′(x)| 6

C(1 + |x|p−1), |a′′(x)| 6 C(1 + |x|p−2), ∀ x ∈ R, onde C > 0 é uma constante universal e

1 6 p < 4. Então, se b satisfaz (5), o sistema (1) − (3) é globalmente uniformemente

exponencialmente estável.

Demonstração:

Observe que pela Proposição 4.3.2, sempre que E(0) 6 R, existem C(R) > 0 e β(R) > 0

constantes tais que

E(t) 6 C(R)E(0)e−β(R)t, ∀ t > 0.

Defina, TR =
1

β(R)
ln(RC(R)). Fazendo a mudança de variável s = t− TR, segue que

Ẽ(s) = E(t− TR)⇒ Ẽ(0) = E(TR) 6 1.

Pela Proposição 4.3.2, para Ẽ(0) 6 1, existem constantes C ′ > 0 e α > 0 tais que

Ẽ(s) 6 C ′Ẽ(0)e−αs, ∀ s > 0.

Assim, retornando a variável original e aplicando propriedades de semi-grupos, obtemos

E(t) 6 E(t− TR) 6 C ′E(TR)e−α(t−TR) 6 C ′C ′′E(0)eαTRe−αt 6 CE(0)e−αt,

para todo t > 0, onde α não depende de R.
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